Du discret au continu : Loi binomiale et loi normale

Ce que dit le programme :
«Pour introduire la loi normalg (0,1), on s’appuie sur I'observation des représg@ris graphiques

de la loi de la variable aléatoire __ X TP oy X, suit la loi binomialeB (n, p), et cela pour de
Vhpd-p)
grandes valeurs deet une valeur dp fixée entre 0 et 1. Le théoréme de Moivre Lapkssure que

pour tous réela etb, P(z,0[ab]) tend vers| b%e_%lxlorsquen tend vers+ w .»
ay2mr

Notre parti pris pour cet atelier

Nous avons choisi de nous placer du point de vyaraii@sseur qui doit mettre en ceuvre avec ses
eleves l'illustration proposée par cet alinéa. til tableur est couramment utilisé et la représama
d'une loi binomiale a été rencontrée en premiere.

Actuellement dans les classes de BTS on enseigrapf@oximations de la loi binomiale par la loi
normale de méme espérance et de méme écart tifasstidtion de cette approximation se fait bien
sur tableur, on trouve des graphiques du type Btiiva
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On représente ici la loi binomiale par un diagranemdoatons et la courbe de la densité de la loi
normale correspondante a partir des valeurs casdér chaque valeur prise par la loi binomiale.
Aussi il semble naturel de représenter avec le nartieles binomiales centrées réduites afin de les
comparer a la loi normale centrée réduite.

La loi binomiale centrée réduite

Pour un réep dans l'intervalle ]0,1[ et un entier natunebn noteX, la variable aléatoire qui suit la
loi binomiale®(n, p).

X, prend ses valeurs dans {0, 1, .n} et E(X) =np, V(X)) =np(1 -p), o(X,)=ynp(l-p)=0.

_ X —E(Xy) - X, —-np

~a(X,)  Jnp-p)

La variable aléatoiré, est une variable discréte d'espérance 0 dontiance et I'écart type sont
égaux a 1.

Les valeurs prises pdy, sont les nombres rée@;ﬂ avec xk<n.
Vnp(1-p)

La variable centrée réduite associég, ast doncz,

Ces valeurs ne sont pas entiéres mais répartigbéegnent sur I'intervallf “hp__n@-p)

Jnp@-p) Ynp@a-p)
I'écart entre deux valeurs consécutiveﬁfsg -1
np(l-p) o

La représentation graphique deest donc un diagramme en batons.
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Voici les représentations obtenues sur tableur ave80 etp = 0,7

0,18
0,16
0,14
0,12

01
0,08
0,06
0,04
0,02

X, binomiale

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

0,18

Z, binomiale centrée réduite

0,16
0,14

0,12

0,08

0,06

o o
O AV T g B P P
G A R R S S
PR AP A SN PR AN

M |
G S @ g S B
S S A i
P

oF

o
et

'

|

Il
A

W
Sttt
R O

8 Jo o B H b
@ A O
A

On observe un décalage horizontal des batons maifiduteur n'est pas modifiée, en effet, pour
toute valeur d& on a PZ, =2z) = PX, =K).

Remarque L'écart type de la série, lui, a été
modifié donc les batons devraient étre plus
resserrés autour de I'espérance pour la variable
Z, que poutX, . Mais le tableur ne permet pas
de constater cela puisque les batons sont
placés automatiquement et les données en
abscisses ne sont que des étiquettes.
Il faut utiliser un autre logiciel, par exemple,
Géogébra, pour contréler les valeurs
positionnées en abscisses et observer cette
modification.
Les commandes utilisées sont les suivantes :
Diagramme en batons binomiale :

Barres[Séquence[k, k, 0, n], Séquence[Combinarsdki[p”k (1-p)*(n—K), k, 0, n], 0.2]
Diagramme en batons binomiale centrée :

Barres[Séquencelk, k;n p, n—n p], Séquence[Combinaison[n, k] pk<tp)*(n —k), k, 0, n], 0.2]
Diagramme en batons binomiale centrée réduite:

Barres[Séquence[(k n p) /g, K, 0, n], Séquence[Combinaison[n, K] pk«(fp)*(n —k), k, 0, n], 0.2]

Comparaison entre une loi binomiale centrée réduitet la loi normale centrée réduite
Il s'agit d'illustrer graphiquement que, pouassez grandp(z, O[a,b]) est assez proche de l'aire sous
la courbe de la fonction de denditde la loi normale entre les valearstb.

Voici ce que I'on obtient si on procede comme pewraphique précédent, avec les valeurk de
calculées pour lex avec (k< n.
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Cette facon de procéder ne convient pas, a |'égaldin effet, contrairement a la situation
d'approximation ci-dessus, ici, I'écart entre deabeurs consécutives d n'est indépendant akeni
dep.
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Pour que la comparaison des représentations ssthpe, il faut se mettre en situation de comparer
deux variables continues.

Considérerons alors la varialdg qui pend un grand nombre de valeurs, avec urt geinue
statistique. Il s'agit en quelque sorte de convedn diagramme en baton en histogramme d'une
variable continue qui prendrait sur chaque intéeviaj , z..1[ une valeur constante égale Z Pt z)
avec <k<sn-1.

On peut alors considérgr comme une variable aléatoire continue dont laitieest une fonction en
escalier qui sur chaque intervalig [z.4] a pour valeur la hauteur du rectangle constuuiia
"classe" k& , z1[ de facon que l'aire de ce rectangle soit la godiv@ P(Z, = z). L'amplitude de la

"classe" & , 1] est ! donc :La densité deZ, sur [z, z«+1 esto xP(Z, =z) avec O<sk<n — 1.
g

Sur le tableur, avec cette hauteur et une miseranef des rectangles on obtient :
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Pour aborder des illustrations correspondant dwtegrandes valeurs aeon est amené a ne
conserver que les valeurs dequi ont une probabilité significative. On choilibrs de travailler
sur l'intervalle | = £4 ; 4] et on détermine les valeurs entik@®ur lesquelleg,, prend ses valeurs
dans I.

Voici alors les graphiques obtenus :

lllustration dynamique Excel et Géogebra

Diagramme converti en histogramme de Zn
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Ligne de commande Géogébra désigne ici I'écart type de la I0| blnomlale)
Histogramme[Séquence[tkn p) / s—0.5/ s, k, 0, n + 1], SéquencefCombinaison[n, K] p~k (X p)*(n—Kk), k, 0, n]]
(on définit les classes de telle sorte que leuntres soient les valeurs dg)

Correction de continuité

Si X suit la loi B 6, p), X prend des valeurs entieres entre 0 et la loi deX est proche de celle de la
loi normale de méme espérance et de méme écart type

Or pour une loi normale, la probabilité d’'une val@molée est nulle. Il semble donc impossible de
calculer PX =Kk) avec cette approximation.

Approcher la loi binomiale par la loi normale c’esimplacer une loi discrete (ceIIe Xepar une loi

continue (celle d&,). -
On remplace donc la probabilite de la valeur isglde la &
variableX par celle d’'un intervalle d’amplitude 1 autourxde P
pour la variableX,. ‘
PX=X)=P(x—1/2 <X, <x+ 1/2) : o
Cette opération s’appelle la correction de contéui - I |
La variable discretX étant approchée par la variable continue ST
X¢ , on utilise les régles suivantes d’approximation
P(X <n) s’obtient avec P(X; <n -0,5) P(X < n) s’obtient avec P(X. <n + 0,5)
P(X >n) s’obtient avec P(X; >n + 0,5) P(X =n) s’obtient ave®(X. >n-0,5)

On calcule par exempl@(a < X < b) avecP(a + 0,5 <X.<b+ 0,5) =F(b + 0,5) —F(a + 0,5) ouF
désigne la fonction de répartition de la varialdetmueX; .

Exemple
Soit X une variable aléatoire suivant la &B0, 1/2) . Les conditions d'approximations deoiade X

par une loi normale sont remplies, et I'on peusa#rer queX suit a peu pres la loi' ( 25, 25/2).
Evaluons alors de deux fagcons P£X < 26)

En valeur exacte avec la loi binomiale XP{(24) + PK = 25) + PK = 26)= 0,3282

En valeur approchée avec la loi normale : F{2d< 26)= 0,2222

En valeur approchée avec la loi normale corrigéepatinuité : P(23,5 X < 26,5)= 0,3286.

Le résultat est bien meilleur en tenant compteadmirection par continuité.

H. Lample et D. Bernard Inter académiques Montpellier 2011 page 4



