STATISTIQUES A DEUX VARIABLES - COURS

Lorsqu'une étude est faite sur un ensemble présedéax caracteres quantitatifs discrets, on olitiere série
statistique double(xi VY, ) L'économiste ou le gestionnaire cherchera lyn lien de cause a effet entre ces

deux caracteres, et le statisticien quantifierdien.

1) Nuage de points, covariance

Définitions :

Dans un repere orthogonal bien choisi, I'ensemédepdintsM, (x; y,) est appelé lauage de

points. "
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Pour mesurer la dispersion des points d'un nuagepport au point moyen, on utilise :
Définition :
Si (X; y) est une série statistique doublendoints, et si on not& la moyenne des valeurs

X; et y la moyenne des valeups, on définit [aCovariance des deux variablesety par :
1 i=n . .
Cou x Y :ﬁz( X— ))( y— }(La covariance est la moyenne des produits dessadar
i=1

chacune des valeurs de la série par rapport m&/enne)

Théoréeme de Koenig :

De maniere analogue a la variance, il existe urmadte permettant de calculer directement la

covariance de deux variablegty :
_1i:n 1i:n 1i:n VaAMV IR
Cou % ))—ﬁz XV—[EZ %}E—nz i)’j— Xy X
i=1 i=1 i=1

oU Xy représente la moyenne des produjtg

Pour retenir : Covariance = Moyenne des produRscduit des moyennes
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Démonstration :
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Autrement dit, la Covariance est égale amtlayenne du produit moins le produit des

moyennes.

Cov(xy)= xxy = xXy
'—v—'
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2) AJUSTEMENTS
Suivant la forme du nuage de poir(t§; y), on peut essayer de trouver une fonction qui

modélise le lien entre les deux caractéxesty , de telle facon que la courbe d'équation

y = f(X) passe le "plus prés possible" du nuage de points
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2-1) Ajustement par la droite des extrémes

Cette méthode consiste a ajuster le nuage de paanta droite qui relie les deux points

extrémes du nuage (le premier et le dernier) 500
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2-2) Ajustement par la méthode de Mayer

Cette méthode consiste a diviser le nuage en dris¢rsuages, de points moyens respeGijfs

et G, et d'ajuster le nuage a l'aide de la drdi&G,)
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2-3) Ajustement affine par la méthode des moindegsts

La méthode proposée définit ce que I'on entendpaesser le plus pres possible”.

On considere une série statistique double, représgrar

le nuage de pointM. (X; y) .

On cherche une droit® d'équationy=ax+ b pour

laquelle la somme des carrb P> ol les pointsP sont

les projections des pointd; sur la droite soit minimale.

Autrement dit, on recherche les réalstb tels que la sommi(yi —ax — b)2 soit minimale.

Cette somme est appel8emme des résidugny.

Théoreme :

La droite d'équationy =ax+ b telle quea=

Cov % Y
V(X)

G(x y) est la droite qui rend minimale la somme des usity > (y, —ax - b)2

, et qui passe par le point moy

en

Démonstration :

Notons f (a,b) = Z(yi —ax —b)’ la somme des résidus gnAlors :

i=1
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a(X) o (x)
=) [o=(5- ) #{ st -2 |1 20 U(?(X}Cm( 3 ]

Il est clair quef (a,b) est alors minimum si les deux premiers carréadg®ime sont nuls, a

Co«x y _ Coy xy
a(x)’ V(¥

Remarque On peut également réaliser un ajustement affinka variablex en fonction dg.

savoir sia = etsiy=ax+ b

Alors I'équation de la droite de régressionxam fonction dey est donnée pax = ay+ b

Coux y) _ Coy x ¥
o(y)’ V(y)

Avec a' =

3) Coefficient de corrélation linéaire

Définition :

Cov % Y

On appelle coefficient de corrélation linéaire enés variablex ety le rapportr =
UXUY

Théoreme :
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1) Il ale méme signe que les coefficients diretaleta’ des droites de régression.
2) Son carré est le produit de ces coefficients=aa’ .
3) Le coefficient de corrélation linéairesérifie —1<r <1

4) Les pointsM;(x;y) sont alignés si et seulementrst1 ou r=-1

Démonstration :
1) Onar = Couxy) _ Cov(x;zy) x Ix _ 5 9x
Ox0y (Ux) Oy Oy

Commeo, 20 et o, 20, aetr sont de méme signe

CoMXY) g o = COUXY)
V(x) V(y)

- Couxy) Comxy) _ CoMx y)* _ Covxy)* _ -
V(x) V() VV(Y) g a(y)®

V(x) _ Cox ¥)* V(X _CoUxy)® _ -
V(y)  V(* V(Y V(XV(Y)

La droiteD de régression deenx par moindres carrés admet une équation de la fgrmeax+b. Comme

2) Aveca= na:

aa

3) De plusa® x

GOD,y=ax+b « b=y-ax

La somme des résidus est donnée par :

i=n i

f(ab) =35 (y, ~ax -B)' = 55{y alb =) v) = 3y -y -als ¥

i=1

Sl -5 -2l 3l -5l -]
= (yi —9)2 - 2a§ (xi - ;<)(yi —§)+ aZii (Xi _ ;()2

n
i=1 i=1

=nV(y) —2axnCoVx; y) +a” xnV(x)

= nh/(y) -2axaV(x)+a’ xV(x)] car a= % = Cov(x;y) = aV(x)

= nh/(y) -a’ XV(x)] = nV(y){l— a’ x%} = nV(y)(l— r2)

Cette somme étant positive, il en résulte fltg” >0 - -1<r <1

Enfin M; alignés = 1-r*=0 < r=+1
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