ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION

- Partie A - Echantillonnage -
L'objectif de cette partie est de répondre a la problématique suivante : comment, a partir d'informations (couple

moyenne-écart-type ou proportion) connues sur une population, peut-on prévoir celles d'un échantillon ?

Nous distinguerons deux cas : celui ol I'on éudie une moyenne dans un échantillon et celui ou I'on éudie une

proportion dans un échantillon.

A.1. Etude de la moyenne d'un échantillon

On dispose d'une population sur laquelle est définie une variable aléatoire X dont on connalt I'espérance (ou la

moyenne) p et I'écart-type c.

Population

Moyenne p connue.
Ecart-type c connu.

4|7
u

Echantillonsdetaillen{‘ M1 ) [ H2 ) [ M3 ) [ Ha ) [ us ) (oW

On sintéresse aux échantillons de taille n. Auront-ils tous la méme moyenne ? Non, certains peuvent étre
constitués d'édéments atypiques e avoir une moyenne trés différente de celle de la population (surtout s
I'échantillon est de petitetaille).

Notons X la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de taille n, associe sa moyenne ( X sappelle encore la

distribution des moyennes des échantillons). Que peut-on dire de cette variable aléatoire X ?

Théoréme Central Limite - Version 1 - (Versionfaible)
Contexte : variable aléatoire X qui suit uneloi normale sur la population
X EN(u; o)
On préléve, au hasard, un échantillon (tirages avec remise® ou assimilés) detaillen de moyenne X .

Alorslavariable aléatoire X suit également une loi normale :

ey

Atténuation dela dispersion par
le processus d'échantillonnage.

@ Un tirage avec remise est encore appelé "tirage non exhaustif”. Si on fait un tirage sans remise (tirage exhautif), on modifie la taille de la
population au fur et & mesure des tirages, ce qui compliquerait les calculs (intervention d'un facteur d'exhaustivité). Ceci dit, pour des grandes
populations | e tirage sans remise sassimile a un tirage avec remise.

Statistiques inférentielles - BTS 2éme année - Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Démongtration :
NotonsE ={x; ; X2 ; ... ; Xo} un échantillon de n ééments prélevés au hasard dans la popul ation.
Pour tout i comprisentre 1 et n, notons X; la variable aléatoire correspondant a la valeur du i-éme éément x; de
I'échantillon. Nous savons, par hypothése, que :
EX)=n et o(X) =0
Lamoyenne X desn valeurs de I'échantillon est :

X+ X, +..+ X,
n

X =
D'apreés les propriétés de la loi normale, nous savons gqu'une combinaison linéraire de variables aléatoire qui
suivent la loi normale est encore une variable aléatoire qui suit la loi normale. Comme chaque variable
aléatoire X; suit ici la loi normale N(u, o), la variable aléatoire moyenne X suit donc également une loi
normale. Calculons ses paramétres.
D'aprés la propriété de linéarité de |'espérance :

E()_(): E(X,)+ E(X2n)+...+ E(X,) _ n_:

D'aprésles propriétés delavariance:

V(X)) +V(X,) +..+V(X,) _ no® _o*

2 2

V(X): n n n

D'ou c(>_()=

=

Théoréme Central Limite- Version 2 - (Version forte)
Contexte : variable aléatoire X qui suit uneloi quelconque sur la population avec E(X) = p et 6(X) = o.

On préléve, au hasard, un échantillon (tirages avec remise ou assmilés) de taille n, avec n = 30, de moyenne X .

Alorslavariable aléatoire X suit appr oximativement une loi normale:

e

Ce théoréme di aux mathématiciens De Moivre et Laplace est de démonstration trés difficile. |l est admisici.

=

des échantillons possibles de taille n) avec I'écart-type d'un échantillon préevé. L'écart-type de I'échantillon

Remarque : il ne faut pas confondre |'écart-type de la variable aléatoire X (qui est définie sur I'ensemble

prélevé n'interviendra pas dans nos calculs dans cette partie. Pour éviter cette confusion, la quantité ° «ra

Jn

A 1

parfois appel ée "erreur type".

Exemple:
L es stati stiques des notes obtenues en mathématiques au BAC ST en France pour |'année 2006 sont :

Moyenne nationale : n =10,44
Ecart-type : = 1,46
Une classe de BTS comporte 35 ééves en 2006/2007 issus d'un BAC STI en 2006.
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Calculer la probabilité que la moyenne de cette classe soit supérieure a 10.

Ici, nous ne connaissons pas laloi sur la population, mais I'effectif n de I'échantillon est supérieur & 30.
Nous allons donc pouvoir utiliser le T.C.L. 2.

Notons X la variable aléatoire qui, a tout échantillon detaille n = 35, fait correspondre sa moyenne.

SN c 1,46
Alors: XEN| p;—=|= N| 10,44, ——
]
X-10,44 . oo
Posons T = T ains TE N(O; 1).
J35
Nous obtenons alors par centrage et réduction :
X -10,44 _ 10-10,44 N T
X > 10) = o T o
P(X>10)=P 146 14 |
J35 J35 ) t
=P(T = -1,78) Remarque : PT=t)=PT<-t
— P(T < 1,78) e offet
PT=1t)=1-P(T<t)=1-TI(t) = II(-t) = P(T < )
=T11(1,78)

Et par lecture directe de la table delaloi normale centrée-réduite:
I1(1,78) = 0,9625
Conclusion : il y aenviron 96% de chance que, dans cette classe de BTS, la moyenne des notes au baccal auréat

de Mathématiques soit supérieure a 10.

A.2. Etude d'une proportion dans un échantillon

Cette fois-ci, on dispose d'une population sur laquelle on éudie un caractére (ou attribut) A dont on connait la

proportion p dans la population. Population
P 1-p Proportion p connue
du caractére A
A A

Echantillonsdetaillen{‘/ P [ P2 ) [ P ) [ Pa ) [ Ps ) [ P

On sintéresse aux échantillons de taille n. La proportion du caractére A dans les échantillons sera-t-elle
toujours la méme ? Evidemment non, cette proportion varie en fonction de I'échantillon choisi. Notons F la
variable aléatoire qui, a chague échantillon de taille n, associe sa proportion du caractere A (F Sappelle

distribution des fréquence des échantillons). Que peut-on dire de cette variable aléatoire F ?
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Théoréme
Contexte : une population sur laquelle on éudie un caractére A répandu avec une fréquence p.
On préléve, au hasard, un échantillon (tirages avec remise ou assimilés) de taille n avec n = 30.
On note F la fréquence du caractére A dans I'échantillon.

Alorslavariable aléatoire F suit approximativement uneloi normale :

FEN(p; /p(lr: D)J

Démonstration :
Nous allons avoir ici un modé e binomial ou apparenté dont on sait qu'il converge verslaloi normale.

Pour tout i comprisentre 1 et n, notons X; la variable aléatoire définie par :

_ |1si lei-emeéément de I'échantillon possede |'attribut A
' |0sinon

Lavariable aléatoire X; suit uneloi de Bernoulli de paramétre p.
Lavariable aléatoire X = X; + X; + ... + X, est donc binomiale de paramétresn et p :
X E B(n, p)

En conséguence : EX)=np & o(X)= /npd- p)
Lavariable aléatoire F = X correpond ains alafréquence de I'attribut A dans I'échantillon.
n

D'aprés les propriétés de |'espérance et de |'écart-type :

E(F) = @: p et ofF) = 0(;() _ f p(lr; p)

Exemple:
Une éection a eu lieu et un candidat a eu 40 % des voix.
On préléve un échantillon de 100 bulletins de vote.

Quelle est la probabilité que, dans I'échantillon, le candidat ait entre 35 % et 45 % des voix ?

Ici, nous avons n = 100 et p = 0,4. La variable aléatoire F correspondant a la fréquence des votes pour le

candidat dans I'échantillon vérifie donc :

FEN|0,4: /M -N 0,4;_\/0’24
100 10

Posons T = F 5 2:' ains T E N(O; 1). Nous obtenons alors par centrage et réduction :

10

P(0,35 < F < 0,45) = P(-1,02 < T < 1,02) = 211(1,02) - 1
Et par lecture directe de latable delaloi normale centrée-réduite I1(1,02) = 0,8461.
D'ou: P(0,35 < F < 0,45) = 0,6922
Il'y a donc environ 69 % de chance que, dans un échantillon de taille n = 100, le candidat ait entre 35 % et

45 9% des voix.
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\‘
| Ecart-type: ¢ connu ou inconnu
\
\

/

En analysant |'exercice ci-dessus, on constate que |'on dispose des informations sur la population (ici,
I'ensemble des votes) parce que I'dection a dga eu lieu. On en déduit des informations sur I'échantillon. Mais,
dans la pratique, c'est souvent le phénomeéne réciproque que nous &udierons : les éections n'ont pas encore eu
lieu et on voudrait retrouver les informations sur la population gréce un sondage réalisé sur un échantillon.

D'ou la deuxiéme partie de ce document consacrée a |'estimation.

- Partie B - Estimation -
L'objectif de cette partie est de répondre a la problématique suivante : comment, a partir d'informations (couple
moyenne/écart-type ou proportion) calculées sur un échantillon, retrouver ou plutdt estimer celles d'une
population entiere ? L'estimation est le probleme réciproque de I'échantillonnage. (Mais nous aurons besoin des résultats

établis sur lathéorie de I'échantillonnage pour passer ala phase etimative).

Nous distinguerons deux cas : celui ou I'on cherche a estimer la moyenne p d'une variable aléatoire définie sur
une population et celui ou I'on cherche a estimer la proportion d'individus p ayant tel caractére dans la

population.

ESTIMATION d'une MOY ENNE ESTIMATION d'une PROPORTION

Population Population

_ ™~ 7 I

Moyenne: p inconnue ‘ | \ Proportion : p inconnue

. - . -
S ¥ ‘l S -
e CONNUE Pe
6. CONNU connue
Echantillon detaillen Echantillon detaillen

B.1. Estimation d'une moyenne

B.1.1. Estimation ponctudlle

Contexte : on considére une variable aléatoire X sur une population de moyenne (ou espérance) p inconnue et
d'écart-type o inconnu (ou connu). On suppose que I'on a prélevé un échantillon de taille n (tirage avec remise

ou assimilé) sur lequel on a calculé la moyenne . et I'écart-type ce.

Une estimation ponctuelle 1t de la moyenne n de la population est :
N\
1= He

Une estimation ponctuelle s de I'écart-type o, de la popul ation est :

A / n
C = ,[—— Ce
n-1
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Le coefficient /Ll sappelle correction de biais. Lorsque la taille n de I'échantillon est assez grand (en
n_

pratique n > 30), ce coefficient est trésvoisin de 1, si bien que, dans ce cas, on peut estimer 6 =~ o..

Exemple:
Une université comporte 1500 éudiants. On mesure la taille de 20 d'entre eux. La moyenne . €t |'écart-type ce

calculés a partir de cet échantillon sont :
pe=176cm et c.=6cm

Nous pouvons donc estimer les paramétres de la population :

w=176cm & & = /i—gx626,16cm

Remargue :
Nous n'avons fait qu'une estimation, il est bien siir impossible de retrouver les vraies caractéristiques p et o de

la popul ation.

L'estimation ponctuelle permet surtout de disposer d'une valeur de référence pour poursuivre/affiner les calculs.

On souhaiterait notamment pouvoir faire une estimation par intervalle, en controlant le risque pris.

B.1.2. Estimation par intervalle de confiance

Le contexte est |le méme que le précédent, sauf que nous allons raisonner en deux temps, une phase a priori (ou
prévisionnelle) dans lequelle on suppose que I'échantillon n'est pas encore prélevé et une phase a posteriori
dans lagquelle on suppose connue la moyenne . et I'écart-type o, de I'échantillon et donc la moyenne estimée i

et I'écart-type estimé & de la population.

- PHASE A PRIORI - Mise en place du modéle prévisionnel -
Nous avons vu, dans la théorie sur I'échantillonnage, que s X est la variable aléatoire correspondant a la
moyenne d'un échantillon detaille n pris au hasard, alors le Théoréme Central Limite permet d'affirmer que X

suit approximativement uneloi normale :

)

Nous allons chercher un intervalle qui contient p avec une confiance arbitraire de 95% (cda pourrait auss &re 99% ou

un autre coefficient de confiance). Nous cherchons donc un rayon r tel que:

Probabilité quelamoyenne p dela

populationtombedansunintervalle |~ p(X—-r<p< X+r)=0,95
dutype[ X —r; X +71]
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Cette disposition des inégalités n'est pas pratique mais il y a une correspondance

événements qui va nous faciliter lescalculs:

remarquable entre deux

Cette propriété découle de la

X-r<p< X+r symétrie de lavaleur absolue :
Retranchons X et pu dans chague membre : K=
’ Cela signifie que I'écart entre X
—p-r<- X m et Yestinférieur ar, ce qui sécrit
indifféremment :
Multiplions par -1 : r+uz= Xz T <X-Y<r
TR . Y-r<X<Y+r
Remettons lesinégalités dans |'ordre croissant : Ou encore :
“_r<)z r+p T<Y-X<r
X=—r<Ys<X+r
Nous sommes ainsi ramenés a calculer :
Prolljgbilité quelamoyenne X de — Dans la pratique, nous partirons
I'schantillon tombe dans un Plu—r< X<p+r)=0,95 de cette écriture pour déterminer
intervalle centréen . un intervalle de confiance.
X p
1] ]
| N B
u—r w+r
on i - ot X-p_n
n sait quelavariable aléatoire T= ——— = —(X u) suit laloi normale centrée-réduite N(O ; 1).
(¢}
Jn

Nous obtenons donc, par centrage et réduction :

N

On congtateici que lefait de ne pas
connaltre pu n'est pas génant, a ce stade.

Rappel : s TEN(O; 1) dlors:
Pco < T<a)=20(a) -1
En effet :
Pco<T<a)

=II(a) — I1(—0)
=TI1(a) - (1 - ()
=20(a) -1

I(t) = 0,975 out =

r/n
(e}

Nous cherchons donc, par lecture inverse de latable de laloi normale centrée réduite une bornet telle que :

I1(t) = 0,975
Labornet = 1,96 convient.
Labornet dépend du coefficient de confiance chois.

Avec un coefficient de confiance de 99%, nous aurions obtenu :

(“fJ 1-0,99
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I1(t) = 0,995
t=2575
Par la suite, nous noteronst le réd tel que 2I1(t) — 1 = C ou C est le degré de confiance choisi.

rn_

(o)

Ains, notreréd r recherché est tel que: t

Il
—

5o

Lerayonr del'intervalle cherché est : r

- PHASE A POSTERIORI - Utilisation des valeur s estimées ponctuellement -
Nous supposons maintenant que I'échantillon a été tiré, nous obtenons donc une représentation pe de la

variable aléatoire X : I e
I ]
(R E—

He—T Ue+ T

Nous pouvons affirmer que I'intervalle obtenu pour cet échantillon
Mo —t o . n +ti
e \/ﬁ ! e \/ﬁ

fait partie d'une famille dans laguelle 95 % contiennent la vraie moyenne . de la population.

On I'appelle intervalle de confiance a 95 % (ou autre selon le coefficient de confiance décidé préal ablement).

Pour calculer les bornes de cet intervalle, deux cas de figure se présentent selon que nous connaissons ou pas
I'écart-type o dela population. Sil est connu, il n'y arien afaire:

(o)

IC= {ue—t% ; ue+tﬁ}

Si I'écart-type ¢ de la population n'est pas connu, on le remplace par son estimation ponctuelle & = /Ll Ce.

[n
Dans ce cas, Nous obtenons : r=t| - Ce_ Ce
n-1+/n n-1

Nous pouvons donc estimer avec une confiance de 95 % (ou 99 % selon le cas) que la moyenne p de la

population appartient al'intervalle:

c
+1 Danslapratique, on refait les calculs.

vn-1 ' He Vn-1

IC = {“ {_%e . ce} On neretiendra pas cette formule.
=| He—

Remarques :

¢ L'intervalle de confiance est centré en la valeur i car c'est la seule valeur de référence que nous disposons.

e Le centre de l'intervalle de confiance (& savoir ) dépend de I'échantillon choisi (puisgue pe en dépend).
Son rayon en dépend aussi lorsqu'on ne connait pas |'écart-type de la popul ation.

e Lavraievaeur u dela moyenne de la population peut ne pas appartenir al'intervalle de confiance.
9
Jn

Plus le degré de confiance C est proche de 100%, et pluslabornet sera élevée et donc le rayon grand.

e Lerayon del'intervalle de confiance (a savoir la quantité r =t — ) dépend du degré de confiance C chois.
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Illustration :

Unintervallede
confiance ne contient
pasforcément la
moyenne . dela

Unintervalede

plus petit qu'un
intervalle de confiance

de contenir lavaleur

0
Population ‘I X
|
|
™= pe :
Echantillon 1 [ } | ] population.
9% |
: D= e confiance 295 % est
i (- | ]
Echantillon 2 T ! —
| 99% 299%. Il risque moins
|
T=pe moyenne .
Echantillon 3 I —
L \ Jd
95%
Exemple:

Une université comporte 1500 éudiants. On mesure la taille de 20 d'entre eux. La moyenne . €t |'écart-type ce

calculés a partir de cet échantillon sont :
pe=176cm et c.=6cm

Nous avons déja estimé ponctuellement |es paramétres de la population :

W=176cm & & = i—gx6z6,16cm

Déterminons maintenant une estimation de p par intervalle de confiance & 95% (ou au risque de 5 %).

Notons X lavariable aléatoire correspondant ala moyenne d'un échantillon de taille 20 pris au hasard.

7 e c c
Nous savons que : X EN/pu;—| =N p;—j
q R

On calculeun rayonr tel que: Plu-r< X<p+r)=0,95

OnposeT= ﬂ ains T suit laloi normale centrée-réduite N(O ; 1).

o
J20
Nous avons donc : P(—r@ <T< r@}o,gs
(e} (e}
2H(r@}1=o,95
(e}
n(r 2OJ=0,975
(e}
TI(t) = 0,975 olit = /20
(e}

Nous cherchons donc, par lecture inverse de latable delaloi normale centrée réduite une bornet telle que :

I1(t) = 0,975
Labornet = 1,96 convient.
- , , rv20
Aing, notreréd r recherché est tel que: =1,96
(¢}
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_1%xo

J20
Mais une fois I'échantillon tiré, nous avons obtenu un écart-type estimé &* ~ 6,16 cm.
D'ol : r~27

Laréalisation del'intervalle de confiance & 95% sur cet échantillon est :
IC=[176-2,7; 176 + 2,7]
IC=[173,3;178,7]
Nous pouvons donc estimer, avec une confiance de 95 % que la taille moyenne de la population est comprise
entre 173,3 cm et 178,7 cm.

B.2. Estimation d'une proportion

B.2.1. Estimation ponctudlle

Contexte : on considére un caractére (ou attribut) A sur une population dont la proportion p est inconnue. On
suppose que I'on a prélevé un échantillon de taille n (tirage avec remise ou assimilé) sur lequel on a calculé la
proportion pe d'individus ayant le caractere A.

Notons F la variable aléatoire correspondant a la proportion du caractére A dans un échantillon de taille n pris

au hasard. On rappelle qu'aors F suit approximativement une loi normale :

FEN(p;o,) ouc,= /@

Une estimation ponctuelle P de la proportion p de I'attribut A dans la population est :
/p\ = Pe
Une estimation ponctuellefs\p de I'écart-type o, est selon le cas:
\/ n \/pe(l— Pe) _ \/pe(l— Pe) sn<30 Correction de biais.
n-1 n n-1
Ces estimations ponctuelles de
M sn>30 I'écart-type ne sont pas utiles dans
n I'immédiat. Elle serviront pour la
1 . o o détermination dun intervalle de
\/E S statisticien pessmiste confiance de la proportion.

Exemple:
A quelques jours d'une éection, un candidat fait effectuer un sondage. Sur les 150 personnes interrogées, 45 se

disent prétes a voter pour lui aux prochaines éections.

La proportion d'individus préte a voter pour ce candidat dans I'échantillon est ici de pe= 14—550 =0,3.

On estime donc qu'il en est de méme dans la population (comment pourrait-on faire autrement ?) :
/p\ = pe = 013

Quand al'indication o, on peut ici I'estimer par :

6 \/ Pe(1-Pe) _ \/o,3xo,7 - 0037
n 150
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On voudrait aler plus loin et, au lieu d'une simple proportion, calculer un intervalle contenant, avec une

confiance arbitraire fixée au départ, la proportion p d'individus préts a voter pour ce candidat.

B.2.2. Estimation par intervalle de confiance

Le contexte est le méme que le précédent. Nous avons vu, dans la théorie sur I'échantillonnage, que s F est la
variable aléatoire correspondant a la proportion d'un caractére dans un échantillon de taille n pris au hasard,

alors F suit approximativement uneloi normale :

FEN(p;o,) ouc,= ‘/@

Nous avons déja remarqué que le fait que p soit inconnu n'est pas génant dans les calculs a priori. Le probleme

ici, C'est que nous ne connaissons pas |'écart-type Pl-p) . Nous le remplagerons, dans la phase a posteriori,
n

par son estimation ponctuelle (qui est /L_lpe) en général ou /M s la correction de biais n'est
n- n
1

pas proposée ou encore / n s nous voulons une hypothése pessimiste).
n

Cherchons un intervalle qui contient p avec une confiance arbitraire de 90 % (cdla pourrait ére un autre coefficient de
confiance). Nous cherchons donc un rayon r tel que:
PF-r<p<F+r)=090

Nous avons déja vu que cette probabilité pouvait sécrire de maniére plus pratique :

Pp-r<F<p+r)=090

F-p
(o)

On sait que lavariable aléatoire T =

suit laloi normale centrée réduite N(O ; 1).
p

Nous obtenons donc, par centrage et réduction :

P[p‘r‘ps':‘ps p”_pJ:o,go
%p

P[— <T< L]: 0,90
Op

21 [L] ~1-090
Op

H[L} 0,95
Op

On cherche une bornet telle que : I(t) = 0,95 avec t = L
(e}
p

Par lecture inverse de latable de laloi normale centrée réduite N(O ; 1) :
t=1,645
Cequi nous permet de calculer r : r=top
Supposons maintenant |'échantillon prélevé. Nous avons donc une estimation pontuelle de p et o,

Ainsi, laréalisation del'intervalle de confiance dans I'échantillon est :
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Danslapratique, on refait les calculs.

C= {p _t Pe(1—Pe) . Tt Pe(1— pe):| On ne retiendra pas cette formule.
e )

Remarques :
e S on n'effectue pasla correction de biais, I'intervalle de confiance est :

_ _ pe(l_ pe) . pe(l_ pe)
IC= {pe t /—n ; Pett /—n }

e On peut également se placer dans une hypothése pessimiste en choisissant un écart-type maximal. Nous

savons que la parabole d'éguation y = x(1 — x) admet un maximum égal a % en % .

Ains |'écart-type maximal est /4i . Il g, de plus, I'avantage d'étre indépendant de p.
n

Dans ce cas, larédisation de I'intervalle de confiance dans I'échantillon est :
1 1
IC= -t |— ; +t, [—
{pe \ 4n Pe V4n}

Exemple:
A quelques jours d'une dection, un candidat fait faire un sondage. Sur les 150 personnes interrogées, 45 se

disent prétes a voter pour lui aux prochaines éections.

La proportion d'individus préte a voter pour ce candidat dans I'échantillon est ici de pe= 14—550 =0,3.

On a d&a estimé ponctuel lement : P =p.=03 &t G, ~0,037

Déterminons maintenant une estimation de p par intervalle de confiance a 80%.
Notons F la variable aléatoire correspondant a la proportion d'individus préts a voter pour ce candidat dans un
échantillon de taille 150 pris au hasard.

Nous avons vu qu'approximativement :

FEN(p;cp) ol op = /@

On chercheun rayonr tel que: Plp-r<F<p+r)=08

ZH[L]— 1-08
Op
H(L] ~09
Op

Par lecture inverse de latable delaloi normale centrée-réduite, on cherche unebornet telle que:
r
I(t)=0,9 avect= —
Op
Lavaleur t = 1,28 convient donc : r=1,28cp

Supposons maintenant I'échantillon préevé. Une estimation ponctuelle de o, est G, ~ 0,037.
D'ou: r ~ 0,047
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Laréalisation del'intervalle de confiance dans cet échantillon est alors
IC=[0,3-0,047; 0,3+ 0,047
IC=[0,253; 0,347]
ICy =[25,3; 34,7
Nous pouvons estimer, avec une confiance de 80 %, que la proportion d'individus dans la population préts a

voter pour le candidat en question est comprise entre 25,3 % et 34,7 %.

Exercice:
Une usine fabrique des cables. Un cable est considéré comme conforme s sa résistance a la rupture X est
supérieure a 3 tonnes. L'ingénieur responsable de la production voudrait connaitre, en moyenne, la résistance a
la rupture des cables fabriqués.
Il n'est, bien sOr, pas question de faire le test sur toute la production (I'usine perdrait toute sa production !).
Un technicien préléve donc un échantillon de 100 cables dans la production. Notons X la variable aléatoire
correspondant a laforce a exercer sur le cable pour le rompre. Le technicien obtient les résultats suivants :

E( X) = 3,5 tonnes

o( X) = 0,4 tonne

Proportion de cables dont la résistance est supérieure a 3 tonnes : p.= 0,85

1. a Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de |'écart-type ¢ de la variable aléatoire X dans la
production.
b. Déerminer une estimation par intervalle de confiance a 95 % de la moyenne p de X.
2. a. Donner une estimation ponctuelle de la proportion p de cables conformes dans la production.

b. Déerminer une estimation par intervalle de confiance a 90 % de cette proportion.
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- RESUME -

- Echantillonnage -

MOYENNE

| PROPORTION |

Echantillons de taille n de moyenne X

o o o
XEN|p;—

[ ﬁj
ol u et ¢ sont la moyenne et |'écart-type

dans la population.

Echantillons de taille n avec une fréquence F

ol p est la proportion dans la population.

FEN[p; {p(lr: p)}

- Estimation -

MOYENNE

PROPORTION

Population de moyenne p inconnue et d'écart-type o.

Echantillon de taille n connu de moyenne i €t d'écart-type ce.

< Une estimation ponctuelle de p est .
< Une estimation ponctudlle de ¢ est /Ll Ge SN<300u
n_

tout simplement c sinon (n > 30).

& Pour estimer p par intervalle avec une confiance C (par
ex 95%), on cherche un rayon r tel que:

Pu-r< X<pu+r)=C
RPN c
ot XEN|p;—
( ﬁj
On exprime r en fonction de ¢ et on remplace ¢ par sa valeur
connue ou son estimation ponctuelle.

IC=[pe—r; pe+1r]

Proportion inconnue p dans une population.

Echantillon de taille n connu avec une proportion pe.

< Une estimation ponctuelle de p est pe.

pe (1_ pe) S

& Une estimation ponctuelle de o, est 1
n_

n<30o0u

Pe(l=Pe) sinon (n > 30).
n

< Pour estimer p par intervalle avec une confiance C
(par ex 95%), on cherche un rayon r tel que:

Pp-r<F<p+r)=C

ol FEN(p;cp) avec o, = /@

On exprimer en fonction de o, €t on remplace o, par

son estimation ponctuelle,

IC=[pe—T; Pe+r]

Coefficient de confiance | 80 %

90% | 95% | 99 %

Valeur deTI(t) 09 | 095 | 0975 0,995
Bornet 1,28 | 1,645 | 1,96 | 2575
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