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EXERCICES : Chapitre PROBABILITES CORRECTION

Exercicen®1 Arbre — Notion d'indépendance

Une urne U/} contient trois boules noires et sept boules blanches.

Une urne L/; contient cing boules noires et cing boules blanches.
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On choisit une urne au hasard (équiprobablement) et on tire successivement deux boules, avec remise, dans

l'urne choisie.

On note :

B I'événement "obtenir une boule blanche au premier tirage”
B, I'événement "obtenir une boule blanche au second tirage”

Les événements B, et B, sont-ils indépendants ?

Correction :
i
T
Arbre Ui
=
0, 03
07 03 07 03

Comparons p(8))p(Bs) et P(B, M By}

&
3

L'événement #y correspond an chemin Uy 8 ou au chemin O B

pB)=05%07+05%0,5=035+025=06

PB)=05=0T=07+05=203x07+05=205=205+05=05=05=06
Donc p(8,)p(8:) = 0.36.

PBiNB)=05x07x07+05=05x05=0737.

Comme p{ B\ )p(8:2) # plB ™ B:), on déduit : By et By ne sont pas indépendants.

L'éveénement By correspond aux chemins
LOBE ; LWNB , U8B | LLWNE

Lévénement By r B> correspond aux
chemins ; B8 ; LLEE

Remarque : ce résultat peut paraitre surprenant. Il est di 4 la composition différente entre boules blanches et

noires dans les deux urnes et qu'on ne sait pas, a priori, dans quelle urne seront effectués les tirages.
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Exercice n®2 Dénombrement — Loi binomiale
Un fournisseur livre deux catégories de cibles C) et Cs.

Dans chaque livraison figurent 20% de cables C, et 80% de cables Cs.
Les parties 4 et B sont indépendantes.
Partie 4
Dans cette partie, aucun calcul approche n'est demandé.
On préléve, au hasard, 4 cdbles dans une livraison de 50 ciibles.
1) Préciser la probahilité de I'événement E = "les 4 cdbles sont du type C\"
2) Préciser la probabilité de 1'événement F ="1 cable est du type C; et 3 cables sont du type C;"
3) Préciser la probabilité de I'événement & = "au moins un céble est du type C\"
Partie B
Dans cette partie, on préléve un cible dans une livraison, on note son type et on le remet dans le lot. On réalise
n fois cette expérience £ et on note X le nombre de cibles C) obtenus.
1) On suppose que n = 4. Les résultats seront donnés a 107 prés.
a) Calculer la probabilité d'obtenir 2 cébles du type C,.
b) Calculer la probabilité d'obtenir au moins un cdble de type C\.
c) Calculer l'espérance E(X).
2) Dans cette gquestion n est inconnu.

a) Exprimer P(X = 1) en fonction de n.

b) Combien de fois faut-il réaliser I'expérience £ pour étre sir 4 90% d'obtenir au moins un cible C, ?

Correction partie A : Il v a done 10 cibles du type C; et 40 cibles du type C; dans la Iivraison.
) 50 | .
Notons qu'il ya 4 fagons de choisir 4 cables parmi 50.

10
1) Nombre de fagons de choisir 4 cdbles de type C) :[4J

10
D'on : P{E}—i— 2 = 0,00091 a 107 prés
) 50y 3290
4
2) Nombre de fagons de choisir 1 cible du type C, = 10

40
MNombre de fagons de chosir 3 céibles du type C: :[ 5 J

40
lﬂx[ 3 ] 088
D'oii : =———t=— =04293 107 pris
PO= =750y 303 g
4
3) Ona: G = "aucun cible n'est du type C," = "les 4 cibles sont du type C1"

40
MNombre de fagons de chosir 4 cibles du type C; :[ 4 J

[40]

g - 4 13891 e
D'ou - PlGy=1- PG)=] - o—== ——— = (.603 4 107 pres
) ) [50] 23030 ¥

4
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Correction partie B :

Comme le tirage se fait avec remise, les # réalisations de l'expérience # se font de maniére identigues et
mdépendantes. On a ainst un schéma de Bernoulli. La probabilité d'obtenir un cible du type C) étant égale 4
0.2 on peut affirmer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre n et p=0,2.

On a donc pour tout entier & compris entre 0 et :
n
PX=k= [&] 02" « 0,8

Iy n=4.

a) Probabilité d'obtemir 2 cables du type C, :

4 ] ]
FX=2)= 5 0,27 = 0,8 =0,1536
b) Probabalité d'obtenir au moins un edble de type C) @
PXz1)=1-PX=0)=1-08"=0,5904
¢} L'espérance d'une variable aléatoire suivant une loi binomiale est donnée par :

EX)=np=4=02=028

Er 2) Dans cette question 7 est inconnu.

a)0Ona: AXz=1=1-PAX=0=1-08"
b} On cherche n tel que : PX=1)=09
1-08 =09
08" =0,

Par croissance du logarithme : Aln08=In0]

Et comme In 0.8 < 0 : MB[I:TD;;

La caleulatrice donne : ::3; = 10324107 pres

Et comme n est un entier : n=1l

On doit répéter 'expérience & au moins 11 fois pour étre sir a 90% d'obtenir au moins un cible Cy.
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Exercicen®3  Arbre — Test de séropositivité

Un individu est tiré au hasard d'une population dans laguelle une personne sur 10000 est séropositive.

On lui fait passer un test de dépistage de séropositivite.

Sachant gque le test est positif, quelle est la probabilité que la personne soit effectivement séropositive ?
Données :

= 5ion est séropositif, alors le test est positif avec une probabilité de 0,99.

* 5ion n'est pas séropositif, alors le test est positif avec une probabilité de 0,001,

Correction :

Notons § l'événement "l'individu est séropositif” et T"le test est positif”

Nlustrons la situation a I'aide d'un arbre :

P TI5)=0.99 Pl T |91=0.01 pi7] 5 )=0,001 p{T |5 )=0999

T T r T
psity= 2800 _ A SpE L N L~ 0,0904 107 prés
pT) p(T) p(T | 5)p(5)+p(T|5)p(S) |, pT|S)p(S)
p(T | 5)p(S)

Conclusion : méme si le test est positif, on a environ 9 chances sur 100 de ne pas étre malade !
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Exercice n°4 Calcul d’'une espérance et d'un écart type

On considére une urne contenant trois boules jaunes, deux boules bleues, une boule rouge et quatre boules
vertes, Ces boules sont indiscernables au toucher. On tire, au hasard, une boule de l'ume
l. Calculer la probabilité des événements suivants :

J = "tirer une boule jaune”

£ = "tirer une boule bleue"

R = "tirer une boule rouge”

¥ = "tirer une boule verte"”

[

En fonction de la couleur tirge, on se voit attribuer une somme d'argent selon la convention survante : s1 la

boule tirée est :

e rouge, ongagne [0€

e verte, on gagne 2 €

s jaune ou bleve, on gagne 3 €

Soit X la variable aléatoire qui associe, 4 chaque tirage le gain réalisé.

a. Deéduire de la question 1) : PLY =2), PLY=3) et ALY = 10).

b. Calculer 'espérance mathématique de X, sa variance puis son écart—type. (On arondira lécarttype a 107

3. Mamntenant, on gagne towours 10 € s1 la boule tirée est rouge, 2 € s1 elle est verte mais on gagne 3 € s elle
est jaune et m € s1 elle est bleue ; m désignant un réel positif.
Calculer m pour que le gain moyen esperé soit de 4,5 €

Correction :

I. Comme chaque boule a autant de chance d’étre tirée, on est dans une situation d’équiprobabilite.
probabilité p d’un événement peut donc se calculer a I'aide de la formule :

nombre de cas favorables

nombre de cas possibles

On a ainsi :
3 2 | | 4 2
e By M= — s e
PLTY P{}J{JS P{}m Ly s
4 2
2. a Ona: === —= —
P )= P(F) e
Comme les événements .Jf et B sont incompatibles, on a :
P B) =P + P(B)
Dol : PX=3)=PJUB)=PJ)+PB) = 2 = A
) 10 10 10 2
PLX=10)= P(R) = —
10
b. La loi de probabilité de X est donnée par le tableau ci-dessous
Valeurs de X n=2 xx=3 x3=10
probabilités m=g pr= pi=<
L'espérance mathématique de X est donnée par :
3
4 5 1 33
EX)= = —x2+ —x3+ —=10=—=33
L ;F'I’ T T TR T
La vanance de X est donnée par :
3 2
X = 3 pexl = (EQ))
i=l
4 2 5 S | 1 2
HX)= —x2 + —=x3 + —=x 100 —33 =16,1-10,89=5721
1o 10 10

Et enfin, I"écart-type de X est donné par :o(X) = ..,lllV{X}

olX)= /521 =228
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3. Notons ¥ la nouvelle variable aléatoire correspondant au gain moyen dans cette situation.

La loi de probabilité de ¥ est donnée par le tableau suivant :

Walcurs de ¥ n=2 =3 =m w=10
probabilités M= p=2 pi=i pr=
On souhaite avoir ; E(1=4.)5
P 4 3 2 1
Cest a dire : — 2t —xd3+ —xm+ —x10=45
10 10 10 10
27T +2m=45
m=9

Il faut done que la boule bleue rapporte 9 € pour que le gain moyen espere soit de 4.5 €.

Exercice n®5 Etude d'une variable aléatoire X +Y

L’expérience consiste a lancer simultanément 2 dés identiques non pipés a 6 faces (un dé rouge et un dé
noir)

Soit X la variable aléatoire qui permet de noter le résultat du dé rouge
Soit Y la variable aléatoire qui permet de noter le résultat du dé noir

1) Tracer le tableau de probabilité de la variable X et calculer I'espérance E(X) et la variance V (X)

2) Tracer le tableau de probabilité de la variable Y et calculer I'espérance E(Y) et la variance V (Y)

3) Soit Z= X+ Y une nouvelle variable aléatoire ( on note la somme des nombres obtenus sur
chacune des 2 faces supérieures )

1) Donner la liste de tous les événements élémentaires de Z
Conseil : Tracer un tableau lignes-colonnes qui liste tous les résultats possibles
2) Tracer le tableau de probabilité de la variable Z
3) Calculer I'espérance E(Z) et la variance V(Z)
4) Comparer E(Z) avec E(X) et justifier ce résultat

Correction :
X 1 2 3 4 5 5]

P X=x_i ) |0,1667|0,1667|0,1667|0,16567 |0,1667|0,1667

I=X+Y 2 3 4 5 b 7 8 9 10 11 12

P(Z=zi) |0,0278|0,0556|0,0833|0,1111|0,13890,1667|0,1389|0,1111 | 0,0833 | 0,0556 | 0,0278

E( X) = ZXI XP(X:Xi)=1X£+2X£+3X£+4X£+5xl+6xl=3,5
6 6 6 6 6 6
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Var(X ) = E[ X2 ) = [E(X)] = 2tz g2 2t 2, g2, 3525 2027
6 6 6 6 6 6

donc

E(X)=E(Y)=35 et Var(X)=Var(Y)~ 2927

Par un calcul on vérifie que E( Z ) = Y zjxP(Z=zj)=7
On constate que E(Z) = E(X+Y) = E(X) + E(Y) =35+35=7

Explication : I'Espérance d’une V.A. est un « opérateur linéaire » :
Si X et Y sont 2 v.a. ( ayant une espérance et définies sur le méme « espace probabilisé » )
on admettra qu’on peut calculer E (X+Y) et E( aX) ) et que :

E(X+Y) = E(X) + E(Y) et E(axX) =a><E(X) avec a un nombre quelconque

Exercice n° 6 Etude d'undé « pipé »

Un dé a 6 faces est truqué de la fagon suivante : chaque chiffre pair a deux fois plus de « chance de sortir »
qu'un chiffre impair.
1) Calculer la probabilité d'obtenir un 6

2) Calculer I'espérance et la variance et I’écart type de cette variable aléatoire

3) On lance deux fois ce dé :
1) Calculer la probabilité d'obtenir deux fois un 6

2) Calculer la probabilité d'obtenir deux fois un chiffre pair

Correction : Soit X la variable aléatoire qui consiste a noter le nombre sur la face supérieure de ce dé
Ona P(X=2)=P(X=4)=P(X=6)=2><P(X=1)

et P(X=1)=P(X=3)=P(X=5)

Comme P(le) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) + P(X=6) =1

on obtient que
P(X=1)+2><P(X=1)+P(X=1)+2xP(X=1)+P(X=1)+2xP(X=1)=1
Cestadire 9xP(X=1)=1 < P(X:l):%

Réponse questionn®1 : P(X=6) = 2xP( X=1) = ZX% =§

Réponse questionn°2: E( X ) = inxP(X=xi)=1x%+2x§+3x%+4x§+5x%+6x§z3,7

Réponse question n®3: En dessinant un arbre de probabilité on obtient que :
2 2 4
P(X1=6 et X9o=6)=—=—x—=— =~ 0,05
(X1 2=6) =5 * 3= a1



