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La loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle

si t<0 alors f(t)=0
Fonction « densité » de cette variable aléatoire : avec A>0

si t>0 alors f(t)zke_M

» On peut facilement vérifier que cette fonction est bien « une fonction densité »

f(t)=0 VvteR

+00 +o0 +00 YRS

carona:
j f(t)dt: JAke_Mdtzkx JAe_Mdtzkx € : =kx(0—%}=l
—© 0 0 0

> Calcul la fonction de répartition c’est-a-dire F (T) = P(X < T)

T T T wYal
F(T)=P(X<T)= [ f(t)dt = [re™dt= 2x [eMdt=nx|° | =1
—o0 0 0 0

> Soit un nombrea >0 Calculons p(x > a)

P(X>a) =1-P(X <a) = 1-P(X <a) = 1 -F(a) = 1-1+e M@ = ¢ A2

Propriété d'absence de mémoire : (/oi sans mémoire ou sans vieillissement )
Une propriété importante sur la loi exponentielle est I'absence de mémoire
Cette propriété se traduit mathématiquement par I'équation suivante :

V>0 eteVA>0 ona PXZ?‘ ( X=>1t+h ) = /D( X=>h ) c’est une probabilité conditionnelle

PX>tet X2t+h) P(X>=t+h)
P(X>=t) T P(X2=t)
p=Alt+h)  p=At o p=Ah

oAt o= A

DEMO : Py (X2 t+h) =

=e M =P(X > h)

Explication de cette formule :

Imaginons que X représente la durée de vie d'une ampoule de type « LED » avant qu'elle ne tombe en panne
La probabilité que cette ampoule dure au moins t + h heures sachant qu'elle a déja duré t heures serala
méme que la probabilité de durer h heures a partir de sa mise en fonction initiale...

En d'autres mots, le fait qu'elle ne soit pas tombée en panne pendant t heures ne change rien a au calcul de la
probabilité de sa durée de vie a partir du temps t
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> CalculdeE(X): E(X)= I tx f(t)dt= I tx ne Mt =2 x I txe Mdt=..... =
—00 0 0
Commentaire : Le calcul de E(X) nécessite de connaitre la technique qu’on appelle IPP

c’est-3-dire la technique appelée en maths : Intégration Par Parties qui est hors-programme
b b b

et qui consiste a écrire que j u(t)xv'(t) dt = [ u(t)xv(t) Ja - j u'(t)xv(t)dt
a a

IMPORTANT : 2 exercices a travailler sur cette loi ( voir en page n°3 de ce document )

Une application TRES CONNUE de cette loi :

Un domaine privilégié de la loi exponentielle est le domaine de la radioactivité
Chaque atome radioactif posséde une durée de vie qui suit une loi exponentielle
Le paramétre A s'appelle alors la constante de désintégration

1
ET la durée de vie moyenne de cet atome se calcule par I'espérance de la variable aléatoire c.a.d.: E ( X ) = x
Commentairen®1 :
Le fait qu’un seul atome radioactif suit une loi exponentielle de parameétre A implique qu’une concentration
d'atomes radioactifs se calcule par la formule N (t) =Np e_M avec N le nombre au départ
( ce théoreme s’appelle : « loi forte des grands nombres » )
Commentairen®2 :
. . In(2) .
On appelle la demi-vie ( ou médiane ) le temps T =T qui est le temps nécessaire pour qu’une « telle
population » passe a 50 % de sa population initiale
Ce nombre se calcule « facilement » a partir de I’équation P(X<T)=0,5
T T Y T
P(x<T)=1 & Ike_mdt: LI kxj.e_mdt: Lo =2
2 2 2 - 2
0 0 0
_ 1 - 1 1 In2
<:>1—e7“T=—<:>e7‘T=—<:>—kT=In—<:>T=—
2 2 2 A

Commentaire n° 3 : Représentations graphiques d’une « loi exponentielle » avec différentes valeurs de A
Fonction densité si t>0 alors f(t)= ae M Fonction de répartition F(T)=P(X <T)=1 _e M
1.5 .
1.4 09
1.3 F
w2l 0.8
L1 0.7

1 L
09 | e
08 0.5
0.7 |
06 b 0.4
0.5 03t
04
03 .l -
02 0.1 H A=15 ——
o1} » ) . . .

0 ; : p 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5

Ne pas oublier de travailler les 2 exercices ci-dessous.........




