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Quelques explications supplémentaires sur Intégrale et Primitives d’une fonction

1) Siune fonction f est continue sur [a b ]CR alors cette fonction f est intégrable sur [a,b]
b

c’est-a-dire que le nombre J. f (t) dt existe etsion connait une primitive F dela fonction f sur [a, b]

a
b
alors on peut calculer ce nombre en écrivant I f (t) d=F (b) -F (a)
a

2) siune fonction f est continue sur[a,+oo[ etsionconnaitune primitive F de f sur[a,+o]

o0 +00
alors on peut calculer le nombre J. f (t) dt en écrivant .[ f (t) dt= Ilim F (X)— F (a)
" 3 X = 4o

3) IDEM pour une fonction f quiest continue sur | —oo,b |

b
on a la formule .[f(t)dt =F(b) — lim F(X)
X = -0

4) IDEM pour une fonction f quiest continue sur R:] — ,+oo[

+00
la f | f(t)dt = lim F(X)- Ilim F(X
on a laformule _.[O () Xl)+oo ( ) Xl)—oo ( )

5) Siune fonction f est continue sur R alors
X
La fonction définie par F (X) = J. f (t) dt  est LA PRIMITIVE de la fonction T quis’annule en a

F'(x)=
c’est-a-dire (X) f (X) ‘
F (a) =0
DEMO :

a
Il est « quasi- évident » que F (a) = J. f (t) dt=0

a
Pour démontrer que F' (X) =f (X) il faut démontrer que lim F (X+ hf?_ F (X) =f (X)
h—0
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\ Quelques explications supplémentaires sur : fonction de densité et fonction de répartition

1) En probabilité, une variable aléatoire X réelle « dite continue » est caractérisée par une fonction qu’on
1) f(t)=0 vteR

appelle fonction de densité qui est une fonction f qui vérifie les 2 conditions :

Les différents calculs qu’on peut faire sur la v.a. X sont : P(as X Sb) ou P(X Sb) ou P(as X)

X
On appelle fonction de répartition de la v.a. X la fonction F définie par F (X) = P(X < X) = j f (t) dt
—00
Si on connait la fonction de répartition F de de la variable aléatoire X alors on peut calculer :
b —0 b a b
PasX<b)=[f(t)dt= [ f(t)dt + [ f(t)dt=— [ f(t)dt+ [ f(t)dt=F(b)-F(a)
a a —00 —00 —00
b
P(X <b)= [ f(t)dt=F(b)
—00
P(asX)=1-P(a>X)=1-P(azX)=1-P(X <a)=1-F(a) car P(X<x)=P(X<x)
2 ) Exemples de fonction de densité
si t<0 alors f(t)=0
avec A >0

> pour la loi exponentielle la fonction de densité est § ot
si t>0 alors f(t)=2e

si t<a alors f(t)=0
. 1
> pour laloi uniformesur [a, b] lafonction de densité est <si a<t<b alors f(t)zb—
—a

si t>b alors f(t):O

> pour laloi normale N (],L ,62) lafonction de densité est VteR f(t)

3 ) Exemples de fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a, b]:la fonction de répartition F est définie par

f ! 1} 1 [,7%_x-a
vxe[a,b]  F(x)=P(X<x)= [ f(t)dt:jb_adtzb_ajdt:b_a[t]a=:
—00 a a
X X
vx<a F(x)=P(X<x)= [ f(t)dt= [ 0dt=0
—00 —00
X b b
1 1 1 r,1° b-a
VX >b F(X)ZP(XSX)Z_{Of(t)dtzimdtzmg dtzm t]a:::]-
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Soit X une v. a. qui suit la loi exponentielle de paramétre A > 0: la fonction de répartition F est définie par

vx <0 F(x):P(ng):]Sf(t)dt:TOdt:O

—00 —00

X X -t X
Vx>0 F(x)=P(X <x)= I f(t)dt = Ike‘“dt: kxje‘“dt: k{e - ] —1 g™
0 0 R

Représentations graphiques d’une « loi exponentielle » avec différentes valeursde A > 0
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Fonction densité si t>0 alors f(t)= ae M Fonction répartition F(T)=P(X <T)=1 _e M

4) Calcul de I'espérance E(X) et de lavariance V(X) d’une v.a. X (si ces 2 nombres existent.... )
+00

E ( X ) = J. tx f (t) dt  Ce calcul nécessite souvent de faire Intégration Par Parties (IPP : hors programme)
—00
+00
2
V (X ) = J. t2 x f (t) dt |- [ E ( X ) :l Ce calcul nécessite souvent de faire 2 IPP ( hors programme )

—00

5) calcul de E(X) et V(X) pourune variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur [a,b]

+00 b
5.1) Calcul de E(X)=It><f(t)dt =It><f(t)dt car Vte[a,b] ona f(t)=0
—0 a

s b b 2P 2 .2 ~
E(X)= [ txf(t)dt=tx og=t [tat= 1 |5 _ 1 b°-a® (b+a)(b-a) a+b
e . Db-a b-a’ a b-a 2 2(b-a) 2
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5.2) Calcul de V(X)=[ j tzxf(t)dtJ—[E(X)Jz afin de calculer I'écart type : oy =,/ V(X)

+00 b b 3 b
2 I O S v I v B o
1) calcul de _{Ot xf(t)dt—it Xb—adt_b—ait dt= x[ ]

1 b3_ad pPal (b—a)(b2+ab+a2) b2 4 abt a2
b-a 3 3(b-a)  3(b-a) 3

2) Calcul de v(x)=[+jwtzxf(t)dtJ—[E(X)JZ = b2+a:+a2 _[a;bjz

b2 +ab+a’? a®+2ab+b® 4b?+dab+4a® 3a®+6ab+3p” b2 -2ab+a’ (b—a)2

3 4 12 12 12 12

6) Calculde E(X) et V(X)pour une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de paramétre A >0

+00 +00
Calculde E(X)= Itxf(t)dt= Itxf(t)dt car Vt<0 ona f(t)=0
-0 0
+00 +00 +00 AT *P —At
E(X)= Itxf(t)dt= J‘txke_}”tdt=7\.><jt><e_}”tdt= (1) = Ax [txe}L] —J.lxe dt
—0 0 0 I
400 it +0 5 400 L TE°
= Ax O—O—J.lxe dt |= ax —J'e dt =J.e_}‘tdt= (2) =[eT] =[o_ij=%
0 0 0

(1) Ce calcul nécessite de faire une intégration par parties ( notion qui est hors programme )

b b
c’est-a-dire : _[ u(t)xv'(t)dt =[ u(t)xv(t) JZ —_[ u'(t)xv(t)dt
a a
+00 X X
(2) Pour calculer j e_7”t dt il est nécessaire de calculer je_}”t dt puis lim Ie_m dt
9 9 X =+ 0

X X
-\t -AX  =Ax0 X
c’est-a-dire JAe_}”t at =| & | =& _£ _ £ 1 l( 1-e X )
A A A - A A
0 0

. . o - 1 —AX 1
puis le calcul de cette expression quand X tend vers +00  c’est-a-dire  lim — | 1—e = — car A>0
X >+ A A

s s 177 1
Remarque : Calcul de V(X)=[ I t2x f (t)dt}—[E(X)JZ =[ I 2 xne M dtJ—{—} - == (*)
—00 0 A A

(*) Ce calcul nécessite de faire 2 intégrations par parties ( notion qui est hors programme )



