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la LOl de NORMALE et la LOI DE POISSON

1) la LOI NORMALE

Définition 2 : On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d’espérance u et
d’écart-type o > 0 (donc de variance ¢?) si elle admet pour densité de probabilité la fonction
f(x) définie pour tout réel x par:

o= oo [ (7]

On note .Z(X) = A (u, c?).

Calcul de I'espérance et de la variance : E(X)=;,L et V(X)=cs2

démonstration (espérance, variance) : Nous allons montrer que l'espérance d'une variable qui
suit une loi normale est égale a j et que sa variance est égale a 0. Par définition, I'espérance égale a

L, M S 1 (x—u 2 )
E(X) = —— ./_mﬁexp[—i( = )]cu.

Pour calculer cette intégrale, faisons le changement de variables u = = (impliquant du = —‘L—l} ),
classique pour les calculs sur la loi normale. Il vient :
E(X) 1 [+m(,u+ rit) ex [ “2] d
= — C ey u
1,.-'2?'[ o — p 2

s /+me [ ”2] du c /m? u e [ ”T du
= Xp | = + — xp |——=| du.
v 27 J—ca p 2 V2 J-= p 2
La seconde intégrale est nulle (en effet, il s'agit de I'intégrale d'une fonction impaire). Quant a

5 x W —— . =-ma 2
la premiére, elle est égale @ /27, ce qui se montre en posant | = ["~ exp [ — %] du et donc

—00

Fe= f_t: f:: exp [—%(IZ + yzjj dxdy et en intégrant en coordonnées polaires. On trouve alors
finalement que E(X) = p.

De la méme facon :

deviendra, aprés changement de variables ci-dessus :

E((X—pu)?) = \;;T /::j u* exp |:—§j| du.

En intégrant par parties, on trouve directement que

E((X—p)?) =
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Représentation graphigue et proriété de la LOI NORMALE

Représentation graphique de la fonction de réparti-
tion de la loi normale N (u,¢?) :

: P(X < 1) \\
Fx(t) =P(xX<t)= [ fx(x)ax. Ay

|
; t

- . . X — . . . :
Proposition 1 : La variable aléatoire ¥ = ¥ suit 1a loi normale centrée réduite ./ (0,1).
o

Proposition 3 : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi respective .4 (1, 03) et

A (pa, 02), alors la variable aléatoire #(X +Y) = .4 (}h + pa, \';“"crf + 0.22)_

2 ) laLOI de POISSON

Cette loi a été découverte au début du XIX® siecle par Siméon-Denis Poisson. Elle s’applique
généralement aux phénomenes accidentels ot la probabilité p est trés faible, ou aux phéno-
menes sans mémoire (pannes de machines, accidents d’avions, fautes dans un texte, etc.). Dans
certaines conditions, elle peut également étre définie comme limite d"une loi binomiale (notam-
ment lorsque n = 50 et np < 5:

Soient n € IN*, k € {0,...,n} et p € [0,1]. Les calculs avec une loi binomiale deviennent ra-
pidement compliqués dés que n est tres grand et p trés petit. On cherche alors & approximer
P(X = k) par quelque chose de plus simple. La question est alors : en posant A = np (constante),
est-ce que la quantité P(X = k) = (}) p* (1 — p)"~¥ a-t-elle une limite lorsque n — 0?

(Gramr = () (4 (-3
= (:) ::—k exp ((n ~k)n (1~ %))

= n(n—1)---(n—(k=1)) Ak - (_(H—k))t+o(i))

nk k! n n
1 2 k—1Y\ Ak —k)A 1
= Al Fes T B § o | o Z_ exp —u—ko(—) .
n n n k! n n
N’ [—— Nt S —
N 1 Nl 1 =00 1 =00 _A

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que :

. _— _a A
lim (k) rFl-p)"*= 7 exp(—A) = e o

H—+00

Définition 1 : On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0 si sa loi de probabilité est donnée par:

i
VieN, PX=i)=¢" "L'
1l

( confére annexe n° 3 en fin de ce document )
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Calcul de 'espérance et de la variance

Théoréme 1 : Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de paramétre
A > 0. Alors :
E(X) = Var(X) = A.

400 i 1
2 : : X : St e i A
démonstration : Rappelons que e* = ) —1{')1 etVieN,P(X=i)=¢e" = Dans ce cas :
M. I
n=0
oo Var(X) == E(X%) — EEEX]
EX) = Y iP(X=1i) o oAb
i=0 = Z 2o = - A2
= 1
Yoo i =1
& ! ' : .
= Z“’ i SBuipitiod) T0 gAb ER G Al 5
=1 I = Zn‘ ",—'+Er(a—1]a’ e
: 1: 1
g S =1 i=1
2 A !
= g @ - - +00 " i o0 : Al .
; =11 - b K g A g
2 % G- 5T (i-2)
oo i = =
= Ag? : L L e 5
Elu—n! = =S e s g T e e
‘= (r—1)! = (1—2)!
, Heo g : #
= Ae* E +o0 Ak +00 Af
i 7 _ —A 4 4 A25—A A 1
L. = Ae E T e Z\ e
= apid ‘,_"_ k=0 j=0 !
() |2 e A -
= A i Ae tet+A%e e — A°
= A4+AZ—A2 = A
Ces égalités sont donc démontrées. |

4 ) Le théoreme « central limit » ( convergence quand n — +x )

4.1) Le théoréme « central limit »

Théoréme 2 (théoréme central limit) : Soit §,, la variable aléatoire résultat de la somme de n € IN*
variables aléatoires indépendantes de méme loi, chacune d’espérance u et de variance ¢, et Z, la
variable aléatoire définie par
Sy —np

oy/n

Zy =

Alors on a .¥(Z,) = .47(0,1).

4.2) Exemple trés connu : CONVERGENCE d’une LOI BINOMIALE quand N — +oo vers la loi NORMALE

Théoréme 8 : Soit X une variable aléatoire telle que ¥ (X) = #(n, p). Alors, pour tout entier k, on a

1 1 (k—p\®
P(X:k)mﬂ'\/z_ﬂ_ exp [_E (Tp)

avec u = E(X) = np et 02 = V(X) = np(1 — p). Cette convergence est d’autant plus rapide que p est
proche de 0,5.

quand n — +oo0,

( approximation valable des quen>30 et np>5 et n(1-p)>5)
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ANNEXE 1 courbe de Gauss ou courbe en cloche

aaaq
[ 1]}

()

Soir une v .a. X qui suit une loi Normale o
de moyenne y et variance 0'2
X - u . . ’ ’ . i 3 4 ) 2 1 a 4 2 : | 4
Lav.a. Y= suit une loi Normale centrée réduite X
9 Densité de probabilité (ou fonction de masse)
C'est-a-dire E (Y) =0 et Var(Y) =1 La courbe rouge représenfe la fonction ¥,

densité de probabilité de la loi normale centrée réduite.

La fonction « densité » de la loi Normale
de moyenne u et d’écart type o

est définie par la fonction f telle que }{#=2 =0
2 ="
A 1(x- -
f(x)= exp ——[—“J & o
o2mn 2\ ©

La représentation graphique de la fonction f est appelée

« courbe de Gauss ou courbe en cloche » Fonction de répartition
L a courbe rouge représente la fonction &,

fonction de répartition de la lof normale centrée réduite.

ANNEXE 2
CONVERGENCE d’une loi de POISSON quand A — +oo vers la loi NORMALE

Si X tel que P(X=k =iexp -A) avec P(X=k)=1 et E(X)=A et Var(X)=A
k1

QUAND )\ — +o0 ALORS

A

oot - el 3]

( approximation valable des que A > 20)

ANNEXE 3
CONVERGENCE d’une loi BINOMIALE quand n — +o et np — A vers la loi de POISSON

Si X tel que P(sz)z(mpk (1—p)n_k

QUAND n—+w et np— A ALORS

P(X:k):(Eka 1-p)" % - P(X:k):%exp(—ﬂ)




