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| Correction de cet exercice

EXERCICE 4

Partie A : un modéle discret

1
1) a. Pour tout réel x de [0;20], fix) = ﬁ{?_ﬂx —x2). f est dérivable sur [0;20] et pour tout réel x de [0;20],
1 1
fllx)= ﬁ[}i'D — %)= g['lf} —x). Un en déduit le :

Tableau de variations de f.

£[x) + 0 =

b. f admet donc un minimum égal & 0 atteint en x =0 et x = 20 et un maximum égal 4 10 atteint en x = 10. Done,

| pour tout x € [0;20], f(x) € [0;10]. I

c. Représentation graphique de la suite [, Jnen-
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2) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < w,, < w49 < 10.

19
e On aupy =1 puis uy =f[ug}=ﬁ='|,9et donc 0 < uy < uy < 10

e Soitne M50 <u, < uyyy = 10, Puisque f est croissante sur [0;10], on a (0] < flu,) < fluper) < £(10) ce qui
s'éerit encore 0 < Uy = UWpey = 100

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, 0 < un < wn4+1 < 10 .
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3) La suite [Wn)nen est croissante et majorée par 10. On en déduit que la snite (un |nen converge vers un réel que 'on
note . De plus, comme pour tout entier n.ona 1 < w, < 10 (car upy = 1 et car la suite {uw, ),en est croissante), quand n

tend vers +o0o, on obtient 1 < [ < 10. Ensuite, pour tout entier naturel n, on a un4y = ﬁu“[lﬂ —uy, ) et quand n tend

1
vers +oo, on obtient £ = ﬁ{[iﬂ — ) puis 10¢ = £(20 — £) puis 10 =20 — £ {car £ #0) et enfin { = 10.

La suite (1, )nen converge et lim u, = 10.
n—oo

Partie B : un modéle continu

; ’ N 1
1) a. Soit y une fonction dérivable sur [0, 400l ne s'annulant pas sur [0, +col. Posons alors z = =.

]
r

1
z est définie, dérivable sur [0; +col, ne s’annule pas sur [0; +oof et de plus y = = et done y" = —Z'—,. Mais alors,
& z2
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b. Soient a et b deux réels. On sait que les solutions sur B de léqguation différentielle y' = ay + b sont les fonctions de la

: b 1
forme ¥ — Ce"* — — . Iel, a = —< et b = —. Done
a 2 20

1

les solutions de (Ej ) sur B sont les fonctions de la forme x — Ce—%/2 4 Tk CeR.

51 une telle fonction ne s'annule pas sur [0; +o0cf, elle fournit une solution de (E) sur [0;+oc[ & savoir la fonction
1

S
Ce—x/2 =N
e T

10

TS el

2) Daprés ce qui précéde, il existe une contante réelle C telle que pour tout x = 0, g(x] =

a0} =1 fournit : T =1 puis C+ :_0 =1etdonc C = %. Donc, pour tout réel x = 0,
C+ 0
= 1 _ e
gh-] = %E_x"z +_I-I_[} = gp—x/2 o
10

Pour tout réel positif x, g{x) =

Qe—xfl L 17

3) La fonction g est dérivable sur [0 +oc| en tant que guotient de fonctions dérivables sur [0; +oo[ dont le dénominateur
ne s'annule pas sur [0; +ocf et pour x = 0

1
» i —ox[— | xe /2 - 3
gt e B ( 2) o BB
_ P2 1 1)2 (Pe—/2 +1)2 S

g’ est strictement positive sur [0;+oc] et done

g est strictement croissante sur [0; ool

10
4) lim e? = lim e¥=0etdonc km g(x) = m—— = 10.
x— 400 ¥ — —no x— +0o 0+1

| vlil_}_‘n afx) = 10. .
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5) Spit x un entier naturel.

10
e/2 41 1

10 5
@il lage il ge s

olx] =5 &

: : 1 =
= = [par décroissance de la fonction x — — sur |0, +o0cf et car Pe =2 +1=0)
x

o] -

2 1
Shfe?) <n 5 Ipar croissance de la fonction In sur J0; +oof)
G-2 <9 x =29
&x>43...& x =5 (car x est entier).

x =5 correspond 4 Uannée 2010 et done

Le nombre de foyers possédant un téléviseur 4 fond plat dépassera 5 millions 4 partir de I'année 2010.




