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ICORRECTION de I'exercice n°3|

Exercice n°3 : Etude d’'une suite récurrente

Soit f la fonction définie sur [—1, +o¢[ par : fi(x) = ]_Tr
1. Etudier les variations de f.
g =&
2. Soit (1) la suite définie par : 02
!.uﬂ—l =.|Irfu:|':l

a. Démontrer que, pour tout # &€ B, ona: 0=, < <]
b. En déduire que la suite (u,) converge.

c. Démontrer que, pour tout # & B, on a:
|
[ty — 1] = Elu’"_ 1
d. En déduire que, pour toutn € B, ona:
Ilg-lx_.n
=11 € | =] lua=1|
2t
En déduire la imite de la suite ().

CORRECTION
l+x
2

L‘IPEZ.TER..HJ;.

l. f=hogoug:xe[-l,+=[ =

Comme g est strictement croissante sur [—1, +ac[ et # est strictement croissante sur g([—1, +c[) = R., on en

déduit, par composition, que f est croissante sur [-1, +o2[.

2. a.  On considére la propriété jo définie, pour n & M, par:

0= H.._.':: | <1

1+ n J}T 3
== —,on abien :
2 2

¢ Comme i) =

O<uy=<tu; =1
D'ou g(0). La propriété o est mitialisée au rang (.
o Spitn e M. Supposons g@in): 0 < g < lay < ]
Comme f est strictement croissante sur [0 ; 1] (puisqu'elle 'est sur [-1, +oc[), ona :

A0) < flw) < flug) < f(1)

5
C'est-g-dire : T{ Horl < Mg < ]
D'on : O<tipg St =s]

Ce qui est ga(n+ 1)
La propriété § est donc héréditaire a partir du rang 0.
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit : go(n) pour toutn & M,
Clest-a-dire : 0= wy < t4yy < 1 pour tout n e &
b. On vient de voir que la suite (u,) est croissante et majorée (par 1), donc elle converge.

c. Pourtoutn € B, ona:

1



Site : http://francois.schulhof.perso.neuf.fr/cours_maths/ Page 2

1—un_] u, —1

- 1= n_]l= 2 - - —
A 2 - 1+, ]_ l+u, ]_3 1+, I
9 7 2

2
o i ]
Do : |terr — 1| = ;W;.-—”
d. Soit P la propriété définie, pour n & M, par :
Lt l_'n- )
|H_._. ]! = .'.__Ejl L] ]I
Onoa A,
&1 P(n) alors :
. IE.\'_'. I, .-l"'i-ﬂ:' 1 Elf]\,-"'l
|thsr — 1] = E!H;.-— I = E'-L\E,J [tg — 1]
r ] am+]
D'ou : g — 1 = | = | |w—1]
v2)

Cequiest Pln+ 1)
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit que pour tout #n & &, on a P(n), c'est-d-dire :

& M

=11 € | 3] lua=1]

r's SN
cun [ b ——— A T o . 1
Comme lim | =| =0 (limite d'une suite géométrique de raison = 1-1; 1[), nous avons :
n—=e b LS s

lim |, —1|=0
==

D'on : lim u,=1
n—s+=



