EXERCICES REDIGES SUR LES SUITES DE NOMBRES REELS

Exercice 1 Quelques résultats théoriques

Démontrer que:

N o ok~ w DB

Toute suite convergente est bornée.

Toute suite croissante et non majorée diverge vers +o.
Si une suite converge, alors salimite est unique.
Lasuite determe général (-1)" n'a pas de limite.

Si (uy) est bornée et (v,)) converge vers 0 alors (unv,) converge vers 0.

Toute suite divergente vers +oo est minorée.

Exercice 2 Comportement asymptotique des suites géométriques

1. Démontrer I'inégalité de Bernoulli :
pour tout réel x positif et tout entier naturel n, ona: (1+x)" > 1+ nx

2. Soit (u,) une suite définie par : u, = a" avec a € R. Démontrer que :

S ae]l; +oo dors(u,) est divergente (vers+oo)
S a=1alors(u,) est constante (donc convergente vers 1)
Siae]-1; 1] aors(u,) est convergente vers 0

S a e ]-o; -1] dors(u,) n'apasdelimite.

Exercice 3 Etude d'une suite récurrente

Soit f lafonction définie sur [-1, +oof par : f(X) = 1L2X
1. Etudier lesvariations de f.
!
2. Soit (uy) la suite définie par : 072
Upyr = f(un)

Démontrer que, pour toutn e N,ona: O<u,<up:<1

b. En déduire quela suite (u,) converge.

Démontrer que, pour tout n € N, on a:
1
[Uny — 1] < > [un, — 1]

En déduire que, pour toutn € N, on a:

1 n
lun — 1] < (E) luo — 1

En déduire lalimite de la suite (up).

Toute suite convergente d'entiersrel atifs est stationnaire et a pour limite un entier relatif.
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Exercice 4 Sriesde Riemann

A

On appelle "série" toute suite définie par une somme.

Les séries de Riemann sont les suites définies pour n € N par :

Nous allons éudier le comportement de ces séries pour certaines valeurs entiéres de a.
0. Démontrer que la suite (u,) est croissante. (Quelle que soit lavaleur dea € N)

1. Dans cette question, oo = 1. On adonc:

(Cette série porte encore le nom d"harmonique’)

a. Démontrer que, pour tout n e N ;
Upy = 1 +U
2n 2 n

b. En déduire que (u,) diverge.

2. Dans cette question, on suppose oo = 2. On adonc :

k=1
a. Démontrer que, pour tout entier k > 2, on a:
1,11
k> k-1 k

b. En déduire que (u,) est majorée par 2.
Pour o = 2, lasuite (u,) est croissante et majorée, donc convergente.
3. Dans cette question, on suppose a. = 3.

Démontrer que (u,) converge.

Exercice 5 Quitesde Héron

Soienta € R et f lafonction définiesur R™ par :

0= 3 (x+2)
2 X
1. Démontrer que pour tout x € R*, on a:

(x—a)(x+a)

22

f(¥)=

En déduire le tableau de variations de f sur R”.
2. On considéere la suite (uy,) définie par :
{UO = E(\/a)'f'l

Upyp = f(un)
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a) Démontrer, par récurrence, que pour toutn e N, on a:

\/5<un+l<un < Uo
En déduire que la suite (u,) est convergente.

b) Démontrer que, pour tout n e N ;
1
Un+1 — \/5 < E (Un —\/a)
¢) En déduire, par récurrence, que pour toutn € N ;

0<u,— Va< (%)n (u—a)

d) En déduirelalimite delasuite (uy).

Exercice 6 Etude d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2
Considérons la suite (uy), définie pour tout n € N, par :

Upo = 5un+1 - Gun

U =1
W=2
Démontrer que pour tout n € N ; Uy = 2"

Exercice 7 Moyenne arithmético-géométrique
Soient a et b deux rédstelsquea>b > 0.
Soient (a,) €t (by) les suites définies par :
ao=2a; b=b

vneN, an= an;bh et anrl:'\/anh']

Démontrer que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.

Exercice 8 Divergence des suites (cosn) et (sin n)

Démontrer que les suites (sin n) et (cos n) divergent.

Exercice 9 Etude d'une suite définie de fagon implicite

Pour tout entier n > 2, on considére lafonction polyndme P, définie pour tout x € R, par :

n
Pa(X) = z X< -1
k1

1. Etudier, pour tout n > 2, le sens de variation de P, sur R, et préciser P,(0) et Py(1).
En déduire que, pour n = 2, P, admet une unique racine a,, dans]0, 1[. (On donnerala valeur exacte de o)

2. Démontrer que pour tout n > 2 : Pn(oth.1) <0
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En déduire le sens de variation de la suite (a,). La suite (a,) converge-t-elle ?

3. a. Démontrer que pour tout x = 1, on a:

n+l
PL(x) = X 2x+1
x-1
En déduire que pour tout n = 2 : an™t— 20, +1=0

b. Justifier, pour tout n > 2, lesinégalités suivantes:

an<op<l1

0<20,—1< aj™

c. Endéduirelavaleur delalimitedelasuite (o).

Exercice 10 Etude d'une suite arithmético-géométrique. Passage a I'euro
1. Chaque année, la grand-meére de Julien a déposé de I'argent dans une tirdlire afin de constituer une cagnotte
pour son petit-fils.
Elle a commencé le 1% janvier 1982 par un dépdt de 500 F. Depuis lors, €le a effectué un dépét chaque 17
janvier, en augmentant chaque année le montant de ce dép6t de 50 F.
On note:
e U, le montant, exprimé en francs, de la somme déposée dans latirelire le 1% janvier del'année 1982 + n.
(Ainsi, up =500, u; = 550, ...)
e s, le montant, en francs, de la somme contenue dans la tirelire apres le dépét de I'année 1982 + n.
(Ainsi, 55=500, s, = 1050, ...)
a) Calculer u,, puisexprimer u, en fonction den.
b) Calculer s, puisexprimer s, en fonction den.
€) Lel1¥janvier 2002, lagrand-mére de Julien effectue son dépdt habituel (en francs), puis offrelatirdire a
Julien. Quel est le montant de la somme regue par Julien ? Exprimer cette somme en francs, puis en
euros. (Rappd : 1 euro correspond a 6,55957 francs)
2. Avec le cadeau de sa grand-mere, Julien décide d'ouvrir un compte bancaire et d'y placer la plus grande
partie de la somme qu'il aregue.
Le 1% janvier 2002, il effectue un placement de 3000 euros, & intéréts composés, au taux annuel de 4%. (A
lafin de chaque année, les intéréts seront incorporés au capital).
De plus, chaque 1% janvier des années suivantes, il décide d'ajouter sur son compte la somme de 200 euros.
On note:
e C,lemontant, exprimé en euros, du capital disponible sur le compte bancaire de Julien aprés n années de
placement. (Ainsi ¢, = 3000)
o (uy) lasuite définie par u, = ¢, + 5000. (Ainsi uy = 8000)
a) Judgtifier que, pour tout entier naturel n, on a: cny = 1,04 ¢, + 200.
b) Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
¢) Exprimer u, en fonction de n, puis ¢, en fonction de n.
d) Combien d'années, au minimum, Julien devra-t-il attendre pour disposer d'une somme de 6000 euros sur

son compte bancaire ?
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