EQUATIONS DIFFERENTIELLES - MODELES D'EVOLUTION

1. Introduction - Notion d'équation différentielle - Solution d'une équation différentielle

Une équation différentielle est une équation :

¢ dont I'inconnue est une fonction (généralement notéey ou z ou autre | ettre)
e danslaquelle apparait certaines des dérivées dey (dérivée premiérey' ou dérivées d'ordre supérieur y', ...).

Exemples : trouver mentalement, au moins une fonction solution sur R, des équations différentielles suivantes :

Y = sin(x) (y=—cos(x) + koi k e R)

On devrat, de maniére plus y =3y (y=ke* otk e R)

cohérente  noter  I'équation

| Y7L (y=x+ e +kolkeR)

voulut, ) qu:yoeptionneflefneit", y =y (y=ke* ouk e R)

vatsble e |§ foncion y" = cog(X) (y=-cos(x) + ax+ bola, b e R)

ay (y=Ae* +Be™ ol (A B) € R?)

Remarques :
e Rechercher les primitives™ d'une fonction continue f sur un intervalle |, c'est résoudre, sur |, I'équation

différentielle: y =1

e La notion dintervalle dans la résolution d'une équation différentidlle est fondamentale. Si on change

d'intervalle, on peut trés bien obtenir d'autre solutions. Par exemple, si on se place sur l'intervalle ]0, +oof,

I'équation différentidle y' = 1 a pour solutions les fonctionsy : x —In(x) + K (K est une constante).
X

Alors que sur I'intervalle ]—oo, O[, les solutions sont les fonctionsy : x +— In(—x) + K.

Il est donc nécessaire de bien définir ce qu'est une solution d'une éguation différentielle.

1.1. Définition
On appelle solution d'une équation différentielle (E) un couple (f, |) ou f est une fonction et | un intervalle tels
que f vérifie (E) sur I. On dira: f est une solution de (E) sur |.

Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I, c'est trouver toutes | es fonctions solutions de (E) sur I.

Si aucune précision n'est donnée sur l'intervalle |, on considérera qu'il sagit del = R.

On distingue plusieurs types d'équations différentielles
o Leséquationsdifférentielleslinéaires du premier ordre & coefficients constants sans second membre :
exemple:y' +5y=0
o Leséquationsdifférentielleslinéaires du premier ordre & coefficients constants avec second membre :
exemple:y + 5y = "
o Leséquationsdifférentielles linéaires du second ordre a coefficients constants sans second membre :
exemple: 2y" —3y'+5y=0

@) Voir lalegon sur lecalcul intégral.
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o Leséquationsdifférentielles linéaires du second ordre a coefficients constants avec second membre :
exemple: 2y" — 3y' + 5y = sin(x)

o |l existe aussi des équations différentielles a coefficients variables :
exemple: y' +sin(X)y' — e*y=0

e Ains quedes équations différentielles non linéaires:

exemple:y' xy —y=0

1.2. Remarque:

Une équation différentielle (E) est dite linéaire lorsgue son équation sans second membre associée (Eo) vérifie
les deux assertions suivantes :

e pour toutes solutions f et g de (Eo) sur un intervallel, lafonction f + g est aussi solution de (Eg) sur |

e pour toute solution f de (Eo) sur | et tout scalaire L € R, lafonction A f est auss solution de (Eo) sur |

Exemples:
1. L'équation différentielle (E) : y' = ay + b est linéaire. En effet :
e Soient f et g des solutions, sur un intervalle |, de I'équation sans second membre associée (Eo) : y' = ay.
On adonc: fr=af aurl
g=ag surl
En gjoutant membre a membre, il vient, par linéarité de la dérivée:
(f+9)=a(f+g) surl
Donc lafonction f + g est aussi solution de (Eg) sur 1.
e Soient f une solution de (Ep) sur un intervalle | et A un réd.
On adonc: fr=af aurl
En multipliant par A, on obtient : (Af) =a(rf) surl
Donc lafonction A f est auss solution de (Eo) sur I.

2. L'équation différentidlle (E) : y = y(1 — y) n'est pas linéaire. En effet, considérons une solution non nulle®
y de (E) sur un intervalle . Montrons que la fonction z= 2y n'est pas solution de (E) sur |. Si dle|'&ait, on
aurait : Z=21-2) surl

2y'=2y(1-2y) surl
Maiscommey est solutionde (E) :  2y(1-y) = 2y(1 - 2y) sur |
Soit x e | tel que y(x) = 0 (existe par hypothese). En simplifiant par 2y(X), il restedors:
1-y(¥)=1-2y()
y(X) = 2y(x)
Et toujours en simplifiant par y(x) = 0, on aboutit & une absurdité.

Lafonction z= 2y n'est donc pas solution de (E) sur |. L'éguation (E) est non linéaire.

@ On verraplusloin dans cette legon que de telles sol utions existent.
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