3. Equation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients constants avec second membre constant

y'=ay+b(a-0)

3.1. Théoréme
Soient a et b deux réesavec a non nul.
Soit (E) I'équation différentielle: y=ay+b

Les solutions de (E), sur R, sont lesfonctions y définies par :

y(x) = Ce™ — b ou C est une constante quel conque
a

Dans certains ouvrages, Ccette

équation différentielle est notée:
y —ay=b

ou: y +ay=hb

(de fagon abien isoler le second membre)

Attention, dans le dernier cas, le
réle de a est opposa.

Démonstration :

Nous remarquons que lafonction p, définie sur R, par :

p:__

est une solution particuliére de (E).
(En effet, onap'=0=ap + b)

Soit y une solution quelconque de (E). (On sait qu'il en existe au moins une: p)

{

Y-p)=aly-p)

Doncy — p est une solution de I'équation différentidlley' = ay, d'oli pour tout x € R :

y' =ay+b

Ona sur R: ,
p'=ap+b

En retranchant membre a membre:

ax

y(x) — p(x) = Ce*™ ol C est une constante

Finalement, pour tout x € R : y(X) = Ce™— E
Exemples:
1. Résoudre, sur R, I'équation différentielle (E) : \/E y -2y=1
On écrit (E) souslaforme: y = ﬁy+ %
(E) est donc delaformey = ay + baveca= +/2 eth= V2
y() =C &' —% ol CeR

La technique utilisée ci-contre est &
connéitre.  Elle servira dans de
nombreuses situations::

1) On déermine une solution
particuliére p de I'éguation (E).
(L'énoncé donne  souvent  les
indications nécessaires).

2) On montre qu'une fonction y est
solution de (E) S et seulement s la
fonction (y — p) est solution de
I'équation sans second membre
associée (Eo).

3) Comme, en général, on connait
les solutions de I'équation sans
second membre associée, on en
déduit que les solutions y de (E)
sécrivent comme la somme des
solutions de (Eo) et de la solution
particuliérep.

— . Sessolutions, sur R, sont donc de laforme:

2. Considérons un circuit éectrique constitué d'un générateur G (délivrant une tension E), d'un condensateur

(de capacité C) et dunerésistance R :

Equations différentielles - Modéles d'évolution Page 6

G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

D'apréslaloi d'additivité destensions, ona: uc + Ur=Ug = E

Notonsi(t) I'intensité du courant éectrique dans le circuit al'instant t.

On sait que: uc(t) = am et ur(t) =Ri(t) = Rw
C dt
D'ou : q(t) = EC - Rcm
dt
dq(t) 1 E
— == qg(t)+ =
o~ reIWTR
C'est une équation différentidlledu typey = ay + b aveca= _Ric eb= % d'ou:
_t
qt)=K e RC+EC it
_t b
En dérivant : i(t)=1loe RC
o]

3.2. Allure des solutions :

a>0

C< C<

)i N

On constate que toutes | es solutions ont |la méme limite en —eo (lorsgque a > 0) ou en +wo (lorsgquea < 0) :

lim (Ce‘s‘x—9)=—E lorsquea>0 et lim (Ce‘s‘x—9)=—E lorsquea<0
X—>—00 a a X—>+00 a a
Cas particuliers:

e s a=0,adorsl'équation différentielle (E) seréduit smplement ay' = b dont les solutions sont les fonctions
affinesx = bx + C ou C est une constante.

e s b=0, on est ramené au cas de la situation du paragraphe 2.
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