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Enseignement Obligatoire

EXERCICE 1

Partie A

1) Pour tout réel positif x, on a

f(x) = (20x + 10)e~ 2% = 20xe z* + 10e~ 2% = —40 (—%x) e 2%+ 10e 2%,

oo 1 . . _1 N P .
On a déja lim e 2 = lim eX = 0et donc lim 10e”2* = 0. D’autre part, d’aprés un théoreme de croissances
X— 400 X— —o0 x— 400

1 1
comparées lim (_ZX) e 2= lim XeX=0et donc lim —40 (—§x> e IT¥ = 0. Finalement,

x— 400 X— —c0 x— +00

lim f(x) =0.

X— +00

2) f est dérivable sur [0, +oo[ en tant que produit de fonctions dérivables sur [0, +o0o[ et pour tout réel positif x, on a

f/(x) =20 x e~ 2% + (20x + 10) x (_%) e 2% = (20 — (10x +5))e~ 2% = (—10x + 15)e~2* = 10(—x + %)e—%x.

3 3
Puisque 10e 2% > 0, f'(x) est du signe de —x + =. Par suite, la fonction f’ est strictement positive sur I'intervalle [0, z[,

3
strictement négative sur 'intervalle ]E, +o00[ et s’annule en 5

On en déduit le tableau de variations de f.

X 0 % +00
f(x) + 0 —
40e—3/4
f / \
10 0
. . . . 3 o 3
3) Déja f(0) = 10. Ensuite, f est strictement croissante sur l'intervalle [0, Z]. Ainsi, si x €]0, Z], f(x) > f(0) ou encore

f(x) > 10. L’équation f(x) = 10 n’a donc pas de solution dans I'intervalle ]0, ;].
Sur lintervalle [%,—i—oo[, f est continue et strictement décroissante. Puisque f(%) = 40e3/* et que lirf f(x) =0, on
X— +00

sait que pour tout réel k de l'intervalle ]0,40e~3/4], I’équation f(x) = k admet une solution et une seule dans l'intervalle

[;,—l—oo[. Comme 40e 3/4 =18,8...,ona 0 < 10 < 40e3/% et donc 'équation f(x) = 10 admet une solution et une seule
3

dans [§,+oo[.

En résumé,

I’équation f(x) = 10 posséde une et une seule solution strictement positive notée a dans ]0, +ool.
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La machine donne f(4,673) = 10,0009...

f est strictement décroissante sur [;,—l—oo[, on a 4,673 < a < 4,674. Ainsi,

a =4,673 4 1073 prés par défaut. I

4)

et f(4,674) = 9,997 .... Par suite, f(4,673) > f(a) > f(4,674) et donc, puisque

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5) Calculons l'intégrale proposée a 'aide d’une intégration par parties.
Pour x élément de I'intervalle [0, 3], posons u(x) = (20x + 10) et v(x) = —2e~ %%, Les fonctions u et v sont dérivables sur

[0,3] et pour tout réel x de [0,3], u/(x) = 20 et v/(x) = (—z)(—%)e—%x =e 2%,
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De plus, les fonctions w’ et v/ sont continues sur [0, 3]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

3 3
J f(x) dx:J' (20x+10)e_%X dx
0 0

- [(sz n 10)(—26_%")}2 _ L

’ 3
20 x (—Ze_%x) dx = —140e= 15 +20+4OJ' 6_%X dx

0

3
— 20— 140e "5 + 40 [—Ze—%X]O — 20— 140e~ 15 4+ 40(—2e"5 4 2) = 100 — 220e 5.

f(x) dx = 100 — 220e~"3.

Partie B
1) D’aprés la question A.2., f est dérivable sur [0, 4+o00[ et pour tout réel t de [0, +o0[, on a

1

/(1) + Sf(t) = (=10t + 15)e= 2t + = (20t + 10)e~ 2t = (=10t + 15+ 10t + 5)e~ 2t = 20e~ 2t.

N —

f est solution de I’équation différentielle (E) sur I'intervalle [0, +ool.

2) a) Soit g une solution de ’équation différentielle (E) sur I'intervalle [0, +-o0l telle que g(0) = 10. g — f est dérivable sur
I'intervalle [0, +oo[ et pour tout réel t de [0, +ool,

(g—f)'(t) + %(g —f)(t) = (g’(t) + %g(t)) — (f’(t) + %f(t)) =20e 2t —20e 2t =0.

Dong, la fonction g — f est solution de I’équation différentielle (E’) sur Iintervalle [0, +ool.

b) On sait que pour a réel donné, les solutions de I’équation différentielle y’ = ay sont les fonctions de la forme t — Ce®*
ol C est un réel. Donc les solutions de I’équation différentielle (E’) sont les fonctions de la forme t — Ce~ 2% ot C est un
réel.

¢) Il existe donc un réel C tel que pour tout réel positif t, g(t) —f(t) = Ce 7t Quand t = 0, on obtient Ce® = g(0) —f(0)
et donc C =10 — 10 = 0. Ainsi, pour tout réel positif t, on a g(t) — f(t) =0 et donc g = f.

f est 'unique solution de 1’équation différentielle (E) sur [0, +oo[ qui prend la valeur 10 en 0.

3) Soit to un réel positif. La température de la réaction chimique redescend a a valeur initiale au bout de t heures si
et seulement si tg = a. Or 4,673 < a < 4,674 et de plus 4,673h = 4h 40,38min et 4,674h = 4h 40,34min. Donc
to = 4h 40min arrondi & la minute.

La température de la réaction chimique redescend a a valeur initiale au bout de 4h 40min (arrondi & la minute).

3 _ -1,5
4) D’apres la question A.5., 0 = LJ' f(t) dt = 100 — 220e 7 =16,9....
3-0)J, 3
100 —220e "3

0 degrés Celsius = 17° (arrondi au degré).

3
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