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Systéme de 3 équations a 1 inconnue « avec des congruences »

Théoréme (on admettra ce théoréme sans démonstration )
Soit @1, @5 et a3 3 nombres entiers donnés quelconque

Soit N1, N, et N3 3 nombres entiers donnés et deux a deux premiers entre eux

( ce qui veut dire que PGCD (ni N; )=1 lorsque 1 # | )

x=a; [n]
Alors le systeme (X =a, [n2] a une et une seule solution moduloN  quiest X=X [N ]
x=az [n]

avec N = Ny XNy XNg et Xy unesolution particuliere de ce systeme ( qu’on sait calculer )

et ce document consiste uniquement a montrer comment calculer cette solution particuliére

1) Onva montrer qu’il est possible de calculer 3 nombres €;, €, et €3 et enposant

Xg = @1 X €y +a, X€, +ag X €3 de trouver une solution particuliére de ce systeme

2) Ce document n’a pas pour objet de montrer que I’ensemble des solutions de ce systeme est
X=X, [N ] ( Je vous conseille de faire cette démonstration par vous-méme... )

DEMO : Calcul des nombres €1, €9 et €3 tels que Xg =81 x€ +ay X&) +ag x €3 soit solution de ce systéme

CommePGCD=(n1,n2Xn3):1 Juy eZ et AV] €Z telsque U X(n1)+V1 x(nzxn3):1

e;=1 [nq] &y =1-uy x(ny)
Posons €, =V; (nzxn3) ona 1&,=0 [ny] car 81:0+(V1 ><n3)><(n2)
9150 [n3]

e :0+(v1 X nz)x(n3)

et de la méme maniére
on peut montrer qu’on peut calculer 2 nombres V, et Vg :lire les annexes en page 2 du document

qui permettent de calculer les 2 nombres €5 =V, (nl X n3) et €3=Vj (nl X nz)

el El [nl] 82 E0 [nl] 93 E0 [nl]
RESULTAT : de méme que 1€; =0 [n2] on peut calculer { €, =1 [n2] et 1€3=0 [n2]
el E0 [n3] 82 E0 [n3] e3 = [n3]

ET suite a ces 3 nombres il est TRES FACILE DE MONTRER QUE ‘ Xg est bien une solution particuliere ‘

Xg=ayx1+ayx0+azx0 [n{] Xo=a; [n]
car Xg = 8 X € +ap X8, + a3 X €3 vérifie {Xg=a;x0+ayx1+agx0 [ny]<{xg=a, [ny]
Xg=a;x0+ap;x0+agx1l [nz] |xp=az [n3]
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ANNEXE : Calcul des 2 autres nombres €9 =V, (nl X n3) et €3=V3 (nl X nz)
qui font que le nombre Xy =a; X€; +a, X €, +ag X €3 estsolution du systeme _{Xg =2, [n2]

ANNEXE n°1:

Calculons le nombre V5 quipermet de calculerle nombre €, =V, (nlx n3)

CommePGCD=(n2 , n1><n3):1 dU, €Z et AV, € Z tels que U, x(n2)+V2 x(nlx n3)=1

82 E0 [nl]
Posons €9 =V»p (nlx n3) ona y€,=1 [n2]
82 E0 [n3]

ANNEXE n°2:

Calculons le nombre V3 quipermet de calculer le nombre €3 =Vj (nlx nz)

CommePGCD=(n3 , nlxnz):l JuUz €Z et AV3 € Ztels que U3 ><(n3)+v3><(n1>< n2)=1

83 E0 [nl]
Posons €3 = V3 (nlx n2) ona 163 =0 [n2]
83 El [n3]

Exercices a travailler : il est important de faire des exercices pour comprendre cette méthode

[3]
[5]
[7]

Exercice n° 2 : Une bande de 17 pirates s'est emparée d'un butin composé de piéces d'or d'égale valeur. lls
décident de se les partager également, et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors 3
pieces. Mais les pirates se querellent, et six d'entre eux sont tués. Le cuisinier recevrait alors 4 piéces. Dans un
naufrage ultérieur, seuls le butin, six pirates et le cuisinier sont sauvés, et le partage donnerait alors 5 pieces
d'or a ce dernier. Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier quand il décide d'empoisonner le
reste des pirates?

Exercice n® 1 : Trouver une solution particuliere Xq du systeme (S) :

X X X
IIl
N W N

Piste de travail : L’exercice n° 2 revient a calculer le plus petit nombre positif xtel que: < X =4 [ll]



