
DIVISIBILITÉJean ChanzyUniversité de Paris-Sud ∗L'Arithmétique est l'étude des nombres entiers. Le domaine privilégié d'appli
ation est l'informa-tique, où l'on 
ode l'information en utilisant des suites de 0 et de 1 (représentation binaire). L'Arith-métique étudie l'ensemble N des entiers naturels (N = {0; 1; 2; . . . ; n; . . .}), et l'ensemble Z des entiersrelatifs (Z = {. . . ;−m; . . . ;−2;−1; 0; 1; 2; . . . ; m; . . .}). N ⊂ Z.1 Propriétés de N :On utilisera dans N les trois axiomes suivants, dits de Péano :1. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.2. Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.Soit A; A 6= ∅; A ⊂ N, 
e qui revient à dire que A est une partie ou un sous-ensemble non videde N. É
rire :
∀x ∈ A, ∃m ∈ N; x ≤ m,
'est é
rire que la partie A de N est majorée par m. Le plus petit de tous les entiers naturels

m véri�ant 
ette propriété est le plus grand élément g de A. On dit alors que g est le plus petitmajorant de A.
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1 2 . . . n n + 1 . . . g m3. Toute suite d'entiers naturels stri
tement dé
roissante est �nie.Propriété fondamentale de N ; raisonnement par ré
urren
e : Le raisonnement par ré
urren
eest utilisé pour démontrer qu'une propriété P(n), dépendant d'un paramètre n ∈ N est vraie ∀n. Il y adeux étapes dans une démonstration par ré
urren
e :1. Initialisation : On démontre que la propriété P(0) est vraie, en prenant pour n la plus petite valeurpossible de n, i
i n = 0.2. Propriété héréditaire : On démontre que ∀n ∈ N, P(n) vraie ⇒ P(n + 1) vraie.Remarque : Il y a deux variantes possibles dans la démonstration par ré
urren
e :1. La propriété peut n'être vraie qu'à partir du rang n0, et don
 l'initialisation se fait à partir de
n = n0.2. L'hypothèse de ré
urren
e peut être ∀k ∈ N tel que 0 ≤ k ≤ n, P(k) est vraie, et ainsi la propriétéhéréditaire se démontre de la manière suivante :

(∀k ∈ N; 0 ≤ k ≤ n; P(k) vraie) ⇒ P(n + 1) vraie

♣
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2 Divisibilité dans Z :Dé�nition 2.1. Soient a ∈ Z et b ∈ Z. On dit que a divise b s'il existe un entier q, appelé � quotientde b par a �, tel que b = aq. Si a divise b, on note a|b.Remarque : Si a divise b, on dit aussi � b est divisible par a �, ou � a est un diviseur de b �, ou � best un multiple de a �. ♣Propriétés1. Tout entier naturel non nul a un nombre �ni de diviseurs.2. Tout diviseur positif d d'un entier naturel n véri�e 1 ≤ d ≤ n, et tout diviseur d d'un entier relatif
m véri�e −m ≤ d ≤ m.Démonstration des deux propriétés pré
édentes : Soit n un entier naturel non nul. L'entier ddivise n s'il existe un entier q tel que n = qd. Si d > 0, q > 0 et q ≥ 1. D'où n ≥ d. Alors n a auplus n diviseurs dans N, et 1 ≤ d ≤ n si d ∈ N. Si d ∈ Z, n a au plus 2n diviseurs dans Z. 2Exemple : n = 10. L'ensemble des diviseurs de 10 est D(10) = {1; 2; 5; 10} dans N, et D(10) =
{−10;−5;−2;−1; 1; 2; 5; 10} dans Z. ♣3. 1|a, ∀a ∈ Z.4. a|a, ∀a ∈ Z

∗.Démonstration des deux propriétés pré
édentes : a = a × 1 et a = 1 × a. 2Théorème Soient a ∈ Z
∗ et b ∈ Z.1. Si a|b, alors a|bc, ∀c ∈ Z.2. Si a|b et b|c, alors a|c, ∀c ∈ Z.3. Si a|b et a|c, alors a|mb + nc, ∀m ∈ Z, ∀n ∈ Z.4. Si a|b et b 6= 0, alors |a| ≤ |b|.5. Si a|b et b|a, alors b = a ou b = −a.Démonstration :1. Si a|b, alors ∃q ∈ Z tel que b = qa, et bc = qac = (qc)a, don
 a|bc.2. Si a|b et b|c, alors ∃q ∈ Z, ∃k ∈ Z tels que b = qa et c = kb. Dans 
es 
onditions, c = (kq)a, et a|c.3. Si a|b et a|c, alors ∃q ∈ Z, ∃k ∈ Z tels que b = qa et c = ka. Dans 
es 
onditions, ∀m ∈ Z, ∀n ∈ Z,

mb + nc = m(qa) + n(ka) = (mq + nk)a et a|mb + nc.4. Si a|b et b 6= 0, alors ∃q ∈ Z
∗ tel que b = qa. Dans 
es 
onditions, |b| = |q||a|. Comme |q| ≥ 1,

|b| ≥ |a|.5. Si a|b et b|a, alors ∃q ∈ Z, ∃k ∈ Z tel que b = qa et a = kb. Dans 
es 
onditions, b = (qk)b, et
qk = 1, don
 q = k = 1 ou q = k = −1.
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