FONCTION EXPONENTIELLE

Introduite & partir de la fonction logarithme népérien
La fonction exponentielle est la plus importantetdetes les Mathématiques. On en trouve dans ®aigibmaines
(finances, économie, physique, biologie, etc...)

1) Définition et premiéres propriétés

Rappel :La fonction Logarithme népérien (notée In) réalise bijection de I’intewallé0;+oo[ surR

Ainsi, pour tout nombre réel il existe un seul rédd appartenant a I'intervaII]O;+00[ tel quelnb=a

On peut donc définir une fonction définie dRir, a valeurs dani();+oo[ qui est la fonction réciproque de la fonction In,
et qui a tout nombre réa) associe l'unique ré& appartenant a I’intervall]i);+oo[ tel quelnb=a

Définition :
La fonction réciproque de la fonction logarithme n@érien In est appelée la fonction exponentielle demsee.
Elle se note exp

Inb=a C} {b:exp(a)

avec b> aveca reel quelconqg

Exemple :

Inx=5| , . . . y=expx)| o, . . | x=1In(y)
équivauia x = exp®) . D’'une fagon générale™ equivaut a

x>0 xUR y>0

Conséguences immédiates : 4

Les représentations graphiques des fonctions Inex@ sont

symeétriques par rapport a la droite d'équatjon x (1°°bissectrice)

D’apreés la définition de la fonction exponentielle lim &*

exp(0)=1, car In(1)=0 ¥

De méme exp(1l)=e, car In(e)=1 -

La fonction exponentielle a pour ensemble de d@miR ; ainsi,

I'exponentielle d’'une expression existe des quedeceixpression

1
existe. lim &" = 0%
y J . . K= —n
Pour tout nombre réel, on aexp@) >0 ; ainsi I'exponentielle d'un <«
|

nombre quelconque est toujours strictement posiiveais nulle . . ./

Pour tout réeh, on a In(expd))=a
Pour tout réeb>0, on a exp(Irif)=b

Nouvelle notation
Pour tout nombre entien, on aln(e™) = min(e) = m.

Par définition de la fonction exponentielle, onoad: In(€™) =m = ™ = exp(m)

On convient d’étendre ce résultat & tout nombrexédou la nouvelle écriturel@xp(x) = e*

2) Propriétés analytiques de la fonction exponentie
Ona:lime*=0" carlimInx=-o et lim e =+ car lim In X = +o0

X - —00 x-0" X — +00 X - +00

L'axe des abscisses est asymptote horizontale@ulde

Propriété :
La fonction exponentielle est dérivable dRiret est égale a sa propre dérivée :

Si f(x) =€ alors| f'(x) =€

En conséquence, puisgeé > 0 pour toutx réel, la fonction exponentielle est strictemenissante suiR
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Preuve :

Sion notef (X) =e” et g(x) =Inx (donc g'(X) :1), alors, pour toutx, R ,
X

Fig) = lim T F00) _yyy €20y €2 €
X=%  X-— x-% X—% *x%In(&)=In( &)
= lim 1 -1 _{ = e = f(X,) . Ainsi pour toutx(OR, | f(x) = f'(X) = &
<% Ine) -Ine*) g'e*) 1 " ’ |
g — e er
Tableau de variations : Courbe représentative
X -0 +io=
140
o
x / ot
g 100
0 04

”-4””-2”0 I2””4”

Comme la fonction exponentielle est strictementssante suR , deux réels sont rangés dans le méme ordre que leu
exponentielles.

PropriétésSoienta etb deux nombres réels. Alors :
a<be é<@ a<0 - <1 a>0- é>1

Propriété :
Puisque la fonction exponentielle réallise unetiofede R sur ]0;+00[ :

Siaetb sont deux nombres réels, aloda: b- &= €|

3) Limites et croissances comparées

e* e
lim — = +o0, et quel que soit le réet, lim — =+oo

X+ Y Xt Y

lim xe* =0, et quel que soit le réet, lim x“€ =0

X — —00 X - —00

(on retiendra qu’en présence d'une expression aué&ent polynémes et exponentielles, ce sont tosjms expressions
exponentielles « qui I'emportent »)

Approximation affine de I'exponentielle au voisinag de 0
La fonction exp est dérivable en 0 et €@p=1. De plus exp(0)=1

h —
Ainsi, pour tout réeh, €" =1+h+hg(h) aveclim ¢(h) = 0. On en déduit donc quém € . 1 g

4) Dérivée d’'une fonction composée avec I'exponealie

Théoréeme :
Soitu une fonction dérivable sur un intervalléilors :

La fonction f (x) = '™ est dérivable suret pour toutx JR , | f'(x) = u'(X) ™

Ce résultat s'utilise aussi dans I'autre sens :
Une primitive d’'une fonction de la formg'e' serae”.
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5) Propriétés algébriques de la fonction exponentie
Les propriétés algébriques de la fonction expoebatiiécoulent de celles de la fonction logarithmépérien.

Propriétés :
Pour tous réela etb,
.1 b €& n
a+bh _ a a _— a-b _ a — a
e =¢g'x@ el=— et == () =¢
e e
Preuve :

D'une partin(e**®) = a+ b, et d'autre partin(e*x €) =In(&) +In( &) = a |
Ainsi " = e? x¢”
Les autres formules se déduisent facilement

Remarque :
On retrouvee’ =1, e' =e, e =

.
L'exponentielle est assimilable a upaissance du nombree, ainsi, les regles de calcul précédentes sonbgnes a
celles sur les puissances

6) Puissance réelle d’'un nombre positif, fonction gissance
Lorsque a est un nombre strictement positif, pour tout entielatif n, on a In(@")=nlna; donc

a" =exp(ln@")) =e

nina

De méme, on définit :

Définition :
Pour tout nombre réeb0, et pour tout nombre régl ondéfinit le réela® commea® = ¢

blna

Cette définition généralise celle connue pour dg®sants entiers naturels, relatifs ou rationneis dombre strictement
positif.

Propriétés :
Les régles de calcul connues dans le cas d'exgosatiers s'étendent aux exposants non entiers :
Pour tous réels a>0 et a™>0, et pour tous réeldb: e
b b
, b b a by a a
=1 a’a’ = a™" (ad) =ad" (ab) =a” —=a"" —:(—j

a.b ar b ar

. . TR - |05+
Pour tout réed>0, on peut donc définir la fonction puissance
X f(x=a=¢e"?

xlna

La dérivée dé est la fonction définie suR par f'(x) = (Ina)e

xIna

Commee
Ainsi :

> 0 pour tout réek, on en déduit que est du signe déna. 1o

2
Sia>1, alorslna > Oet la fonctionf est strictement croissante sSRr

Si0<a<1, alorslna < 0Oet la fonctionf est strictement décroissante &ur
1\ 4
(en bleu,x - (Ej et en rougex — 2%) >

> 2

E T R T
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