FONCTIONS EXPONENTIELLES
Introduite seule

1) Problématigue - Rappel sur les puissances
On connait les fonctions puissances> X', avec :

nUN 3*=3x3x3 nUZ 3

Q|

1 b
n0Q : 32 =/3 et de maniére généradd = 93
Problématigue Comment définir3”, puisquerr n'est pas un nombre rationnel ?

On connait les propriétés des fonctions puissamcgamment :
{am+n =a"x 3"

| pourm etn rationnes et poura>0
(am) :am<n

1
(attention a>0 car sinon on pourrait écrire I—l:(—l)l=(—l)2x;=((—])2)2:\/—1= 1, ce qui est bien

évidemment faux !)

Nous allons chercher (si elle existe !) une forrctigorolongeant ces propriétés aux réels, c'est autiee
fonctionf définie, dérivable (donc continue) sHr, telle que pour tout et touty réels :

Fx+y)= f(9x (Y *)

2) Propriétés d'une telle fonction

Remarque :

Les fonctions identiguement constant&8 et =1 sont solutions

Dans toute la suite, on considérera une fonatmmidentiquement nulle

2-1) Il existe doncx, R tel que f (x,) Z0
Alors l'égalité (*) permet d'écrire que(x, +0) = f (x,)x f(0), et puisquef (x,) Z 0, on a doncf (0)=1

2-2)f ne s'annule jamais

Par l'absurde, s'il existait un réelel que f (a) =0, alors on aurait :
Pour tout réex f(x)= f(x—a+ad= f(x- 9 f(a=0

Or on suppose quen'est pas la fonction identiquement nulle.
L'hypothése de départ est donc absurde.

Ainsi, pour tout réeh, f(a)#0

2-3) Pour tout réed fixé, on considere les fonctiorgs:t — f(a+t) eth:t - f(a) f(t).

Puisque est dérivable suR , g eth le sont et pour toutréel,

g'(t)= f'(a+t) eth'(t) = f(a) f'(1)

Puisquef(a+t)= f(a) f(t) = g(f)= HD, alorsg'(t) = h(t)

En particulier pout =0, f'(a) = f'(0) f (a)

Ceci étant vrai pour tout réa) on peut conclure qu'il exiskeréel, tel quef’(x) = kf(X) aveck = f'(0)

2-4) Conséquences de 2-1, 2-2 et 2-3)

Puisqué ne s'annule jamais, est continue Buret puisquef (0) =1, alors pour tout réed, on a f (x) >0
Ainsi :

k >0 = f est strictement croissante SRr.

k <0 =f est strictement décroissante ®ir

k =0 = f est constante
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3) Construction d'une solution dans le cak=1
On cherche a construire UNE fonction définie, ammgi, dérivable suR , telle que :

{f’(x) = (%)

f(0)=1
On découpe lintervalle [0;2] a l'aide des réejs=0 ; x =0,1 ;...;xs=19 et x,= :
Grace a I'approximation affine deen x, pour toutn, on trouve :
f(x,+0,1)= f(x,)+ 0,1f ', )= f (x, ) O.If & F 1,1f
d’ou, de proche en proche :
f(0)=1; f(0,1)= L¥ (OF 1, et pour toun>0, f(x)=11f (x_)=11T
En découpant l'intervalle [-2 ;0] a I'aide des s2g} =0 ; y,=-0,1 ;...;y;,,=—-19 et y,=-
Grace a I'approximation affine deen y, pour toutn, on trouve :

F(Y,—0,)= f (y,)- 0.1 (, )= f (¥, )~ 0.1f (y, & 0,9 ¢,
d’ou, de proche en proche :

f(0)=1; f(-0,2)= 0,4 (Ox O,‘etpour toun>0, f(y,)=0,9f(y,,)=0,9

On obtient la courbe :

(00]

exp(x)
N

N
Y A

2 -1 0 1 2 X

Comparaison de différents pas

Soitn le nombre de graduations, kﬂ:i.
n

On découpe lintervalle [0 ;1] a l'aide desréejs=0 ; x=h; x=2h ;.. et Xx= niF1
Gréce a I'approximation affine deen x, pour toutk , on trouve :

f(x +h)= f(x)+hf'(xx)= f(>)+ hi =1+ h {

d’ou, de proche en proche :

f (%) =@+ h)"

La feuille de calcul ci-dessous montre différerggpproximations de la fonction solution avec diffésepas de
division de l'intervalle [0 ;1]
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AlB| ¢ |DJE|J]F] & | H[V]J] K |

1 In= 5 n= 10 n= 20

2 |h= 02 h= 0/ h= 0,05

3 |k |xk [[(1+h)"% k xk  (1+h1*k k xk [1+k0"k

4 oo 1 0 ] 1 0 ] 1
5 102 1,2 1 01 11 1 005 1,05
5] 204 1,44 2 0z 1,21 2 I 11025
7 306 1,728 3 03 1,331 3 015 1157625
g 408 20736 4. 04 1 4641 4 02 12155063
g 5001 248832 5 05 1 61051 5025 1276216
10 6 0OF 1771561 G 03] 1,3400956
11 7oor 1,94587171 7035 14071004
12 8 08 214353531 3 04 14774554
13 9 09 23579476 9 045 1 5513282
14 10 1 259374248 10 05| 1 6288946

0,55 1,7103394
06 1,7958563
065 1,5856491
07 19799316

18| 25 .
19 Jf/ — 075 20789282

20 / 0 0,5 21525746
2| 15 - 085 22920153

—
h
-
—

—
om
-
o]

-
-
-
[x]

-
=

-
h

-
m

-
-

27 ' /”' —— =&l 18 04 24066182
23 1 19 095 25269502
24| ¢ 20 1 26532977
gg 0010203204050 070209 1

27

La formule (recopiable en bas) contenue dans laled5 est « =B4+$B$2 »

La formule (recopiable en bas) contenue dans laleaC4 est « =(1+$B$2)"A4 »
Dans F5 :=F4+$F$2 et dans G4 : =(1+$F$2)"E4

Dans J5 : =J4+$J$2 et dans K4 :=(1+$J$2)"14

Avec un pas$ de plus en plus petit, le tracé obtenu est degatyslus proche de la courbe représentative de la
fonction exponentielle

4) La fonction exponentielle

Définition :

On appelle exponentielleA fonctionf définie continue dérivable siR, et telle que :
f'(x) = (X

{ f(0)=1

On note f (X) = exp(x) ou f(X) =expx

Preuve de l'unicité :

Si une autre fonctiog vérifie égalemen{g (0= o(% , alors en posartt(x) :M, ona:
9(0)=1 9(x)

h'(X) = 999~ f§>9 @ = f(x)g(X) - f§>9 4 =0, donch est constante. Commig0) =1, on conclut

(9(9) (9(%)

; _f( _ _
que pour toukréel,h(x)=——=1< f(X)= g(X
9(x)
Cas général :
. , e . 1] f'(X) = kf(X .

L'unique fonctiorf définie continue et dérivable siir, vérifiant : f(0)=1 , est la fonctionx — exp(kx)

Page 3/7 jgcuaz@hotmail.com




5) Propriétés algébriques de la fonction exponentie
f'(x) = f(X) >0 doncf est strictement croissante dRr, donc réalise une bijection strictement croissdet®

dans f (R) . Ainsi pour tous réela etb :
lexp@)< expb )= a< l et|exp@)= expb)= a=H

De plus :
1 exp(x) . L .
1) exp(x)=——— 2) expx-y)=——— 3) exp( .j: expg , nON
exp) exp(y) 2% | =[] et
4) exp(x)=(expx)" pour toutnCZ, et pour tout rationnel,exp(x )= ( expx)’
Preuve :

1) Pour toutxOR, exp(x+(—x)) = exf( X)x exf-X et par aiIIeursexp(x+(—x)) =exf = > On conclut

ainsi que pour touk[JR, exp(-x)=

exp(x)

2) En conjuguant la formulexp(x + y) = exp( X)x exg y) et exp(—y)=;, on obtient le résultat attendu
e

xp(y)
3) Par récurrence sur(IN : évident sh=1, et siexp(ij = |_| expg |, alors
i=1

1=1
i=1 i=1

4) On applique la formule précédente pour tousqdesx. Ainsi exp(nx)= ( expx)n avecnN

n+l

:nl )I(jx expX.,) =(||11| exp jy em) =[] el

1=1

De plus, sinlJZ, on posem=-nN. On applique la propriétéra: exp(mx)=(expx)m, et on revient @ :

1 = expx ¥ ( ex®". CQFD

expnx)=(expx) " - expEnx) [ (expx) "

La formule exp(x )=(exx)’, r0Q est admise.

NOTATION :
Pour toutr rationnel, on aexp( )= exp( x 1= ( exp(d)

Si on notee=exp(l), exp({ ) peut se notee' .
On généraliseen notant pour tout x réel € pour exp(x).

6) Propriétés analytiques de la fonction exponentie

Propriétés :

lim e =+ lim e*=0"
X — +oo X — —00
Preuve :

1) Pour toutx]0;+e[ , on pose f (x)=¢& - x. f est dérivable sufj0;+«[ comme différence de deux
fonctions qui le sont, et pour tout]]0;+eo[ , f'(x) =€ ~1>0, carx>0= f(x)> f(0) = 1. f est strictement
croissante suf0;+eo[ . En particulier, pour touxd]0;+eo[ , f(x)> f(0) = €~ x>1= &>1+ >,

Puisque lim % x =+co, on conclut par minoration quém €* = +co .

X — 400 X — +0o
1

2) En posanX = x, on obtient lim €*= lim €*. Or lim e* =+w et * ==

X — —co X o 40 X 540 e

. On en conclut donc que

. , _ . 1
lim e = lim e* = lim <=0
X — —00 X 5 400 Xﬂ+ooe
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Tableau de variations : Courbe représentative

X -0 +ioz
1404
o
¥ 1204
¢ / 100
0 204
G0
G0
204
Autres limites : NP
- -2 u}
e e*
lim — =+, et quel que soit le réef, lim — = +oo
Xt Y X—+o0 ¥
lim xe‘ =0, et quel que soit le réet, lim x"e =0
X — —00 X — —00

(on retiendra qu’en présence d’'une expression ou&sent polyndmes et exponentielles, ce sont tosjms
expressions exponentielles « qui 'emportent »)

Preuve :

1) Pour toutXD]O;+00[ , on posef (x) =¢ —% X. f est dérivable su}0;+00[ comme différence de deux fonctions

qui le sont, et pour toukD]O;+00[, f'(x) =€ - x. Or nous avons vu dans la question précédentepque tout

XD]O;+00[, € >1+ xe &—- x>1.f est strictement croissante S]ﬁ;+00[. En particulier, pour touixD]O;+00[,

f(x)> f(0) = e"—%xz>1«:» é‘>—; X+1=> é>—; %. Par division pax>0, on obtiente—>%x
X

X

. .1 , , . €
Puisquelim = x =+, on conclut par minoration quBm — = +co .

X - +00 2 Xt Y
Si a £0, le résultat est évident (ce n’est pas une forrdéterminée)
Sia>0,

. e ¢ € €
Sia<l,a=1-f,avecff<0.0naalors— = —=——=—XxX A
X X xx ¥ x
. . L L € : o
D'aprés le résultat précédent, orien — = +oo, et puisqueB <0 = = >0, on a lim x# =+
X — +oo X X — 00

1 a
e a
. e e . 1 . 1
Sia>1,alors— = = .Sionposel =—X = X=au,onauralim u=Ilim —Xx=+co,
X

Xa X a X - +00 X—+00 cf
1 1,
e _1¢ e . 1¢ : : .
Ainsi, =—— et lim = lim —— =+oc0. Puisquelim v’ =+ , on en conclut par composition que :
X a u X0 Y u-+o oy U Vo +oo
eX
lim — =+
Xt Y

X

o . - . X . . Lo @
2) En posank = , on obtientlim xe& = lim — Xé* = lim —— =0, par inversion de la I|m|t§|m — = +00
X - —00 X -+ X = 400 e — 400

Approximation affine de I'exponentielle au voisinag de 0
La fonction exp est dérivable en 0 et éRp=1. De plus exp(0)=1

h_
€ 1:1

Ainsi, pour tout réeh, €" =1+ h+ hp(h aveclr!rrtl) #(h) =0. On en déduit donc qum
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Dérivée d’'une fonction composée avec I'exponentiell

Théoréme :
Soitu une fonction dérivable sur un ensembleAlors :

La fonction f (x) = € est dérivable sub et pour toutx I D, | f'(x) = u'(X) &

Ce résultat s'utilise aussi dans l'autre sens :
Une primitive d’'une fonction de la forméée’ serae”.

7) Puissance d’'un nombre positif, fonction puissarmcréelle
Lorsque a est un nombre strictement positif, pour tout entielatif n, on a In(a")=nlna; donc
a" =exp(In@"))= e"?

De méme, on définit :

Définition :
Pour tout nombre réeb0, et pour tout nombre réel ondéfinit le réela” commea® = €2

Cette définition généralise celle connue pour dg@esants entiers naturels, relatifs ou rationneis dombre

strictement positif. Elle répond donc au problerneédans le paragraphe 1

Propriétés :
Les régles de calcul connues dans le cas d'exposargrs s'étendent aux exposants non entiers :
Pour tous réela>0 eta’>0, et pour tous réelsetb’ :

b b b
: b a Ly a a
1 =1 a’a” = a™*’ (ad)’ =& d° (") =a” —=a" —,b=(—,j
a a a
Preuves Pour tous réela>0 eta™>0, et pour tous réelsetb' :
P=gU=go=¢g=1
abaU - blna eblna éin a-bin a_ éb+b Ina ‘,f b
(aa') — é)ln (axd) — é[lnaﬂna] = @natbnd _ dna fna_ B4
(ab)b (eblna) — (eh'”"‘) _ gna_ b
a_b - eblna =eb|na—t1|na: éb—b’)lna — ab—b
ab’ eb’Ina
b
ab - eblna _ bina—bind _ é)(lna—ln d) _ bln( ] a
e o T I
Etude des fonctions puissance réelle :
f iR -]0; +oo[
Pour tout réed>0, on peut donc définir la fonction puissance |
X f(x)=4a=¢e"?
La dérivée dé est la fonction définie suR par f'(x) = (In a)&"?
Commee™? >0 pour tout réek, on en déduit qué est du signe déa.
Ainsi :
Si a>1, alorslna>0et la fonction f est strictementSi0O<a<1, alors Ina<Oet la fonction f est
croissante suR strictement décroissante sBr
Si a>1, alors Ina>0, donc lim xlIna=+~, d'ou|Si 0<a<l, alorslna<0, donc limx Ina=-, d’ou
X — too X — +00
par composition, lim € =+, et limxIna=-o,|par composition, lim €"*=0, et limxIna=+o,
X — +00 X — —00 X — —00 X - 400
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d’o0 par compositionJim € =0

X — —co

d’ol par composition)im €"? = +oo

X — +oo

x| —oo 4o

+oo
x:q.n'2x

X

—G0

+co

Flx) =038

T,
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