FONCTIONS LOGARITHMES

1) Propriété - définition
La fonction exponentielle réalise une bijectionesur]0;+oo[ .

Autrement dit, pour toutk 0]0;+eo[, I'équation ke = k admet une solution | ,* /
0

unique dansR .

+oo

Cette solution est appelée logarithme népériek denoté Irk . Autrement dit :

2) Définition et premieres proprités :

La fonction logarithme népériemotée In, est la fonction qui a tout réeb 0 associe le réein(x) dont I'exponentielle
estx. Ainsi, In(1)=0 care’ =1 et et In(e)=1 cae' = e

3) Lien avec la fonction exponentielle

. y =exp(x) x=Iny
On a l'équivalence: =
y>0 , xR y>0 , xR

Autrement dit, les courbes représentatives, et C, des fonctions

f:x > Inxetg:Xx - € sont symétriques par rapport a la droite d'éqona
y = X (premiere bissectrice)

En effet,

= exp(x x=In '
l\/l(x;y)DCf<=»y P&) = Y < M(y;x0C

y>0 , xOR y>0 , xOR ?
De plus,

Pour tout réek , In(€*) = x et pour tout réek >0 , €"* =x
On dit que la fonction In est [@jection réciprogue définie sur]0;+00[de la fonction exp.

4) Propriétés algébriques :

Les propriétés suivantes sont fondamentales ettéaistiques de la fonction logarithme
Pour tous nombresetb strictement positifs :

1) In(axb) =In a+In b et pour toutn ON", In(ﬁ ajzznlln(q)
1= i=1

2) In(lj:—lnb et |n[3j:|na—|nb
b b

3) In(a")=rIna (pour tout rationnef) (ce dernier résultat est trés utilisé dans deblpmes d'ordre financier)

1

1 1
Cas particulier : Pour>0, v/a =(a)2 donc In(va) = Eln a

Preuves
1) Notonsa = €, XOR etb=¢’, yOR. Onaalorsx=In(a) et y=In(b), d'oti on déduit :

axb=¢&x &= & doncin(axb)=x+ y=In(a+In(H

1 1
Par récurrence : si=1, le résultatln[ a,.J:ZIn(aT) est évident, et si pour une certaine valeurdN , on a
i=1

In(ﬂajzéln(a) , alorsln[ﬁa}lnf(ﬂ a]x %}In[lj ajﬂn( .)= 2 In(3) +in| @+1)=§|n( 3

2) Dune part, In(bx%jzln(l):o, et dautre part, In(bx%jzln(b)ﬂn(—i) On a donc [Iégalité

In(b)+|n(%}z0 - In(—i}z—ln(b). Enfin, In(gjzln(aX%j:In a+|n(%jzln(a)—ln(b)
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3) Notonsa=¢€, xdJR. On a alorsx=ln(a). Soit rJQ. On a donca' =(e“)r = € (d’'aprés les propriétés

algébriques de la fonction exponentielle), ddml(:a') =rx=rln(a)

Equation fonctionnelle :
La fonction logarithme vérifie donc I'équation faieonelle f (xx y) = f(x) + f(y)

5) Propriétés analytiques :
De la symétrie des deux courbes par rapport eelmigre bissectrice, on tire :

Propriété :
La fonction In est strictement croissante s]0r+00[.

Preuves :

Preuve 1 Notonsa =€, xJR etb=¢’, yOR. Onaalorsx=In(a) et y=1In(b)
De la stricte croissance de la focntion expondatieh déduit :

a<be &€<¢d

= X <Y (car la fonction exponentielle est strictemenisgante suiR )

= In(a) <In(b) par définition

Preuve 2 :

A partir du calcul de la dérivée

Corollaire :

Sia etb sont deux réels strictement positigss b = In(a) <In(b)
En patrticulier, puisque In(1)=0,

O<a<l= In(a)<Oeta>1= In(a)>0

Propriétés lim Inx =+ etlimln x = —oo
X — +0o X-0
x>0

Preuve :
1) Pour tout nombre A fixé (si grand soit-il), ilffit de prendrex > e” pour assuretn x > A

2) Pour la deuxi@éme limite, il suffit de poskr = % Onaalordn(X)=In (%) =-In(x) = In(x) =-In( X)

Puisquelim X =+ on a alordimIn (X) = +e donclim~In(X)=—c, c’est-a-direlimIn x = —co
X-0 X-0 X-0 X-0
x>0 x>0 x>0 x>0

Propriété 1a fonction f : x> f(X) =In X est dérivable sw]O;+oo[ et pour toutxD]O;+00[, on af’(x) =1 :
X

Preuve Pour touta>0, on a
__In(a+h)-lna _ . k-I 1 1 1 1 k =In(a+h) e“=a+h
lim =lim — =2 ave -

a | =In(a)

| =lim = =
h-0 a+h-a clegk—g kelegl-g (g} €
k-1

e =a

Conséqguence :

' 1 : : !
Pour toutXD]O;+00[ , (X) =—>0, donc la fonction In est strictement croissante ]Q;|+00[.
X

Corollaire :
La fonction In est continue sub;+00[.
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Nouvelle définition :

On peut définir la fonction In comme la fonctiorgfidie sur ]0;+00[, qui s'annule en 1 et dont la dérivée est la fonct
inverse. On dit que la fonction In est la PRIMITI\E la fonction inverse, su}0;+00[, qui s'annule en 1

On retrouve avec cette nouvelle définition touessgdropriétés analytiques annoncée ci-dessus

x 0 1 + oo 2

710 - + :
T oo ootz 3 4 b

— o0 =

-3

6) Derivée d'une fonction composée avec le logaritie

Théoréme :
Soitu une fonction dérivable sur un intervallet telle que, pour toutdel, on aitu(x) strictement positive ; alors :

La fonction Inu est dérivable suret la dérivée de lno est—
u

Ce théoreme s'utilise aussi dans I'autre sens :

Une primitive d’une fonction de la forme- seraln|u| =Inu siu est strictement positive.
u

7) Limites particulieres
Outre les limiteslim In x = —co et lim In X = 400, on a également :

x-0" X — +00

. Inx , . . Inx
1) lim — =0, et quel que soit le réet >0, lim — =0

X — +oo X X — o0 X

2) Iirr(lj xIn x=0, et quel que soit le réet >0, Iin?) X7In x=0
X X -

x>0 x>0

(on retiendra gu’en présence d’une expression oeésent polyndbmes et logarithmes, ce sont toujlgexpressions
polynomiales « qui I'emportent »)
Démonstration

1) Pour toutxD]1;+00[, on pose f () =In(x)—2\/;<. f est dérivable suﬂ0;+oo[ comme différence de deux

418, :1_—\/;. Ainsi, pour toutx J]1;+oo], Jx>1 donc
X /X X

f’(x) <0. La fonctionf est donc strictement décroissante Httoo[ . Ainsi, pour toutx O]1;+eo[, f (x) < f(1).

Puisquef (1) = In(1) - 2/1=-2< (, o nen déduit que pour tostd]L;+oo[ , f(x) <0 = In(x) < 2/x.

I I
M <2—\/;, c’est-ét-dire0<M <£. Mais puisquelim 2 =0, le théoréme
X X X Jx X4 ([ x

fonctions qui le sont, et pour towt]0;+eo[ , f'(x)

Ainsi, pour toutxJ]L;+eo[, 0<

. Inx
des gendarmes nous permet de conclurelque— =0
X—to ¥
Soita >0
1
PosonsX = X'. Puisquex]0;+e[ , on a alorsx = X< et lim X = lim x” =+oo
X — +00 X — +00
1

. Inx _ . InX@e
De plus lim —- = lim

Xt Y X 400 X

. 1InX | ) P
= lim ———— =0 d'apres le résultat précédent.
X - 400 a X
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. 1 1 . 1
2) Si on pose X==< X=—, on a alors limX=lim==+c, et on aura donc
X X-0 x>0 X
x>0 x>0
1. 1 In X
limxIn x=lim —In—==1I|im ————=0
Xx-0 X o+ X X X o +00 X

x>0

PosonsX = X'. Puisquex]0;+[ , on a alorsx = X" etlim X =lim x¥* =0

X-0 X-0
x>0 x>0

1

1
De plusllm X7 In x—Ilm Xln X« —Ilm — Xn X=0 d'apres le résultat précédent.
-0

><>0

8) Puissance d’'un nombre positif, fonction puissarmcréelle
Lorsque a est un nombre strictement positif, pour tout entielatif n, on a In(@")=nlna; donc

a" =exp(In@"))=é&"*

De méme, on définit :

Définition :
Pour tout nombre réeb0, et pour tout nombre rélel ondéfinit le réela” commea® = €2

Cette définition généralise celle connue pour d@®gants entiers naturels, relatifs ou rationneis dombre strictement

positif. Elle répond donc au probleme posé damatagraphe 1

Propriétés :
Les régles de calcul connues dans le cas d'exposati¢rs s'étendent aux exposants non entiers :
Pour tous réela>0 eta>0, et pour tous réelsetb’ :

, b a .y a _(aY)
=1 a’a” = " (ad)" =& d° (") =a” gzab i ?z(—j

Preuves :
Pour tous réela>0 eta™>0, et pour tous réetsetb’:

P==go=¢g=1
abat:{ — blna eUlna éin abin a_ éb+b Jna _ d} b
(aa') — é)ln (axd) _ é[lna+lna] — @natbnd _ dna fna_  Jrd

( b)b' :(ebma)b' L} b'n(é“'"a) — bna_ b

Q

b |
a _ e _ Abna-Hina _ éb—b’)lna_ b- 15
b~ _phna =€ U =a
a’ &

b | b
a - e = gbna-bind _ é)(lna—ln d) — ebln( ] _a
arb eblna d

Etude des fonctions puissance réelle :

N _ _ f iR o]0t
Pour tout réed>0, on peut donc définir la fonction puissance
x> f(y=a=g"°

La dérivée dé est la fonction définie suR par f'(x) = (In a) &"®

xIna

Commee™® >0 pour tout réek, on en déduit qu est du signe din a.
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Ainsi :

Si a>1, alorsIna>0et la fonction f est strictementSi0<a<1, alorslna<0et la fonction f est strictemen

—

croissante suR décroissante suR
Sia>1, alorsina>0, donc lim xln a=+c , d'ou parf Si 0<a<1], alorslna<0, donc lim xln a=-w, dou
X — too X — +00
composition, lim €""® =+c , et lim xIn a= -, d’ol| par composition,lim €"® =0, et lim xIn a=+o, d’ol
X — +oo X - —00 X - —00 X — +oo
par composition,lim €' =0 par composition,lim €*"? = +oo
X— —00 X — +oo
r | -t + x | —oo +co

Fx=[zf

Flx)=08" e \
o
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