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Démonstration par récurrence

Soit une propriété P, quidépend d'un entier naturel n et qu’il faut démontrer « POUR TOUT n »
Principe de la démonstration par récurrence :
» INITIALISATION : On vérifie que la propriété est vraie au rang 0 (ouaurang Ng )

» HEREDITE : On suppose que la propriété est vraie a un rang n donné quelconque et
on démontre qu'elle reste vraie au rang n+1 (ouavecntelque N=Ng )

Y

CONCLUSION : On peut alors conclure que la propriété P, est vraie quelque soit

I'entier naturel n (ou VN =ng silinitialisation concerne le rang Ng )

* + n
Exemple : Démontrons par récurrenceque VNneN VXxelR (l+ X) >1+nx

* n
Soit Py, la propriété <« Pour un certain entier n non nu/ Vx R (] + X) >1+nx »

INITIALISATION : Vérifions que cette propriété est vraie pour N =1

1

En effet on a bien VXER+ (l+ X) =1+Xx>1+1xX

HEREDITE : Pour un entier N # 0 donné, démontrons que si Pn est vraie alors Pn+1 est également vraie
* n n+1
VX € R Supposons que (]-I'X) > 1 + nx et démontrons que (]-I'X) > ]"'(ﬂ*!)X

Comme VXeRY 14x>0 ona (1+ x)n >1+nx < (1+ x)n x (1+x) = (1+nx) x (1+x)

n+1 n+1

c’est-a-dire (l+ X) >1+X+nX+ I‘IX2 c’est-a-dire (l+ X) 2

>1+(n+1)x+nx

Comme Vx e R nX2 >0 onobtient que 1+(n +1)x+nx2 21+(n +1)X

n+1

ET on obtient bien que (l+ X) 21+(n +1)X

On vient de démontrer I’'hérédité c’est-a-dire Pn = Pn+1 pour unrang N # 0 donné quelconque

+ n *
CONCLUSION : La propriété VXeR (l+ X) >1+4NX est vraie pour tout N € N

Exercice n° 1 : Démontrer que la suite (un) définie par Ug = 2 et Up, 1 =1+

1+up
vérifie VNeN 1<u, <2
3

Exercice n° 2 : Démontrerque YNeN n>2 alors n”—n estun multiple de 3
Piste de travail : Un entier m estun multiplede3 < 3k eN tel que m=3k



