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Méthode

Calcul de limites

Dans de nombreux calculs de limites, I'application des théorémes généraux
(limite d'une somme, d'un produit, d'un quotient) ne permet pas de conclure
directement. On dit alors qu'on est en présence d'une « forme indéfterminée »,
Dans la plupart des cas il est possible, en modifiant I'écriture de I'expression dont
on cherche la limite, de se retrouver dans une situation ol I'on peut conclure en
appliquant les théorémes connus: on dit alors que I'on a /evé /indétermination.

Les formes indéterminées au programme sont au nombre de quatre :
* une pour la somme, symbolisée par « co—oco »;
* une pour le produit, symbolisée par « Oxc » ;

e deux pour le quotient , symbolisées par « % » et « — »,

oo

ATTENTION/

Dans un calcul de limite il est indispensable , avant de chercher a modifier une
écriture, de sassurer que les théorémes généraux ne permettent pas de conclure
directement.

Pour tous les exemples qui suivent, nous supposerons cette étape franchie.

A) Forme indéterminée symbolisée par « « -« »,

Méthode générale : factoriser le terme prépondérant pour faire apparditre des
formes de limite connue.

Exemple 1
Limite en +oo de f définie par f(x) = 2x% - Bx + 1

Dans une fonction polynéme, le terme prépondérant au voisinage de /'infini est le

terme de plus haut degreé.

5 1
Pour x>0, f(x)=2x3(1-— +— ).
0 (x) ( o ol )

En modifiant I'écriture de f(x) nous avons fait apparditre des formes de limites

connues. Nous pouvons maintenant conclure a I'aide des théorémes généraux:

. 5 . 1 . 5 1
lim —=0 —=0 1+ —-—=)=1.
xg\;\w 22 et xl;r\;\<>o W donc xli)n;\w( + o 23 )

De plus  lim 2x3 =+co. Alors lim f(x) = 4.
X — 40 X —+00
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Ainsi:  lim (2x3 —=5x2 +1) = lim 2x3 = +oo.
X —>4o0 X—+oo
Exemple 2

Limite en +o de f définie par f(x) = x -/x

Pour x>0, f(x) :x(l—ﬂ) = x(l—%) car pour x>0, x = (/x)?.
xILn:mT_O donc len:m(l_\/_) 1. Comme XILwa +o0 0N dedu:fxl_l)rnoof(x) +o0
Exemple 3

Limite en +oo de f définie par f(x) = \N4x° +1 - x

Pour x>0, Vv4x% +1 = 4x2(1+L2):\/4x2 1+L2=|2x| 1+ﬁ.
X

Donc pour x >0, f(x)=2x /1+——x x (2 /1+——1)
Or lim x=+ et lim (2 /1+——1) 1 donc I|m f(x) = +oo.
X —>+o0 X —>+o0 4x

Exemple 4
Limite en +o de f définie par f(x)=~x% +1-x

Une factorisation identique a celle de I'exercice précédent ne nous permet pas

de conclure. En effet: pour x>0, f(x)=x ( 1+i.2 —1) et I'application des
X

théorémes nous raméne a une autre forme indéterminée « cox 0 ».

Multiplions et divisons f(x) par son Vx2 +1+x (on fait ainsi
apparditre au numérateur l'identité remarquable (a+b)(a—b)= a® —-b?%):

\/x2+1—x)(\/x2+1+x):(x2+1)—x2: 1
VX% +1+x VX% +1+x \/x2+1+x'

Alors lim (VX2 +1+x)=+w donc lim f(x)=0.

X —>+oo X —+o0

pour x>0, f(x):(
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Exemple 5
Limite en +o de f définie par f(x)=x+1-Inx
1 Inx
Pour x>0, f(x)=x(1+ ———)
lim le et lim In—X—O donc lim (1+l—|n—x) 1.
X —+00 X X—+00 X X —+o0 X
D'autre part lim x=+c. Alors  lim f(x) =+
X —+oo X——00
Exemple 6

Limite en O de f définie par f(x) = é + Inx

Pour x>0, f(x) =%(l+xlnx).

Or Ilmoxlnx 0 donc hm(1+xlnx) 1. Comme hm%—+oo onha hm f(x) = +oo.
X— X—0

Exemple 7

Limite en +o de f définie par f(x) = -x + X

Pour tout réel x,

fx) = e3X(1-—5) = e3X(1 - xe™¥) = e3X[1 - 1(3xe—3x)]
e
Posons Y =3x. Alors f(x)= ey[l——(Ye_y)] Ona |lim Y =+c et

X —+oo

d'une part I|m Ye™ Y _o donc hm [1——(\/e_y)] 1, d'autre part

Y -0 Y oo

lim e” = +e. Alors lim ey[l——(Ye_y)] 4+ et donc lim f(x) = +e.

Y >+ —+oo X —>+o0

B) Forme indéterminée symbolisée par « 0x«~ ».

Méthode générale: développer I'expression pour faire apparaltre des formes
de limite connue.

Exemple 8
Limite en +o de f définie par f(x) = %( 1+Jx )
1 Jx_1 1
Dével 0, N
éveloppons : pour x>0, f(x) T % = x i
lim le et lim ——==0 donc lim f(x)=0.

X—+o0 X X400 A/ X X—>+o0
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Exemple 9
Limite en O de f définie par f(x) = x /n%

Pour x>0, f(x)=x(-Inx)=-xInx.
Or lim xInx=0 donc limof(x):O.
X—

X—0

Exemple 10
Limite en +oo de f définie par f(x) = (x? +x) e*

X 1 xe™ . Or pour tout réel a>0, lim x*e™=0.

X —>+oo

Pour tout réel x, f(x) = x%e~

Donc lim xe ™ =0 et lim x?¢ X =0.0nendéduit lim f(x)=0.

X —>+oo X —>+oo X—>+oo

Exemple 11
Limite en — de f définie par f(x)=e*In(1+e* )

X
Pour tout réel x, f(x)= @. Posons Y =eX. Alors f(x)= ln(l\; Y)
e

or limyY=0 et Jim "1 gonc lim f(x)=1.

X—>—o0 Y0 X—>—o0

Exemple 12
1
Limite en 07 de f définie par f(x)=x e X

1 1

< .-1 -1 eX 1 e’
Pour x>0, f(x)=xeX e " =e T.Posons \/=;.Alors f(x)=e v

x
Y Y

) . e ) _
limY=40 et |im —=+c.Donc lim e 1

e .
— =+ et alors lim f(x)=+c.
X—0" Y 5+4e0 Y 4o Y X—0*
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C) Forme indéterminée symbolisée par « % »,

Méthode générale: simplifier par le facteur qui tend vers 0, ou bien faire
apparaitre des formes de limite connue.

Exemple 13

2
Limite en 2 de f définie par f(x) = al x+ XZ- B

Pour tout réel x, x%+x—6=(x—2)(x+3) donc pour tout x de R —{2},

f(x) = w_ms et lim(x+3)=5 donc lim f(x)=5.
-2 X—2 X—2
Exemple 14
o e _JIx-1
Limite en 1 de f définie par f(x) = 7

Pour faire apparditre le facteur x -1 au numérateur, multiplions et divisons f(x)
par la quantité conjuguée du numérateur.

x -DEx +1) x—1 1

Pour x>0 et x=#1, f(x)= (

(x-DEx+1)  (x-D/x+1) Jx+1°
1 : 1
Or >I<|Ln1\/_+1 3 donc >I<|Ln1f(x) =5
Exemple 15
Limite en O de f définie par f(x) = sin3x
Pour x#0, f(x)=3 sin3x . Posons Y =3x. Alors f(x)=3 %
limY=0 et Ilm ﬂ—1 donc Ilm f(x)=3x1=3.
X—0 Y
Exemple 16
Limite en O de f définie par f(x) = _ inx
P In(x + 1)
Pour x>0, f(x)=|n—x.0r' liminx = -~ et Imwzl.
In(x +1) X—0 x—0 X
X

Donc lim f(x) = —oo
X—0

Page
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Exemple 17
X -
Limite en O de f définie par f(x) = € ﬁ
X+ X
X _ X
Pour xe R-{-1,0}, f(x)= -l 1 .Or lim< 1:1 et
1+x X-0 X

lim —— =1 donc lim f(x)=1.
x—01+ X X—0

D) Forme indéterminée symbolisée par « = ».

oo

Méthode générale: factoriser le terme prépondérant au numérateur et au
dénominateur puis simplifier, ou bien faire apparaitre
des formes de limite connue.

Exemple 18
2
Limite en — de f définie par f(x) = X" +x-3
5x +4

f est une fonction rationnelle, c'est a dire un quotient de fonctions polynémes.

1 3 13
2%+ =) A+ ——5)
Pour x#0, f(x)= 2x_2x*"_2X7 2x 2x*’
Bx(l+—) 9 14 *
5x Bx
1 3 . 13
Lo 3 _o 1+ - 3y_1
Jim o =0 et [lim Sz =0 donc lim (1422 —>2)
lim =2 —0 donc lim (1+—)=1,
X—=—00 JX X ——oc0 5)(

D'autre part: lim 2X _ -, Donc lim f(x)=—=.
X ——o0 5 X —>—00

2
Ainsi: lim f(x)= lim 2xt _ lim 2—x=—oo.
X ——o0 X—— HX X——0 D
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Exemple 19
[ 2
Limite en +~ de f définie par f(x) = X+x—X4+1
o+
X+ x2(1+—) x+x 145 x(1+ 1+ ) 1+ 1+i
p 0, f(x)= Xt Xt
our X > =
X+4 x+4 x(1+ ) 1+i
X
lim (1+ 1+—) 2 et lim (1+ ) 1 donc lim f(x)=2.
X —>+o0 X —+oo X —>+o0
Exemple 20
Limite en += de f définie par f(x) = Inx + 3
Inx - 1
Inx(1+—) 1+i
Pour x>e, f(x)= Inlx = lnlx .Or lim Inx =+ donc
Inx(1-—) 1-— Xee
Inx Inx
lim >—20 et lim ——=0.Dou lim f(x)=1.
X—+e0 IN X X—+e0 IN X X —>400
Exemple 21
Limite en + de f définie par f(x) = In2x +3)
Inx
In[x(2+§)] Inx+|n(2+§) ln(2+§)
Pour x>1, f(x)= X = X —1+ X"
Inx Inx Inx
lim (2+ ) 2 et I|m InY =In2 donc lim In(2+ ) In2.
X —>+oo X—>eo
In(2+—)
D'autre part lim Inx =+ donc lim ———X-=0. Alors lim f(x)=1.
X —>+o0 X —>+o0 Inx X —>+00

Exemple 22
Limite en +o de f définie par f(x) = Inx 5
1+x
Pour x>0, f(x)=|n—x X >.0r lim ln_x:O et
X 1+x X—>4o0 X

: X . X .1 .
lim 5= lim == lim ==0 donc lim f(x)=0.
X—+e0 ] + X X400 X X—>400 X X —>+o0
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Exemple 23

Limite en +~ de f définie par f(x) =
e* -3

2eX(+- 1y 2041
_ 2eX° _ 2eX L x
Pour x #In3, f(x)= 3 = 3 .Or lim e
eX(l_i) 1- 2 X —+oo

e eX

Donc lim L=O et lim i=O.Alors lim f(x)=2.

X —+oo Zex X —+oo ex X—+0

Exemple 24
eX -1
Jx

Limite en + de f définie par f(x) =

|

_ﬁ. Xe+z>o\/—

1
==

Pour x>0, f(x)= T

X ‘N
N | =

ex X

. . e .
lim — =+0.Donc lim — =+ etalors lim f(x)=+c.

X —+o0 XOC X—+o0 X X —+00

2e* +1

Or lim =0 et pour tout réel a
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