Ensemble C des nombres complexes
Partie |

. Forme algébrique d’un nombre complexe.
Théoréme
I existe un ensemble, noté C ,de nombres appelés nombres complexes, tel que :
e (C contient R ;
e (C est muni d’une addition et d’une multiplication pour lesquelles les régles de calcul sont
les mémes que dans R ;
e |l existe dans C un nombre non réel, noté i, vérifiant i>=-1:

Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique sous la forme ( dite algebrique ) :
z=a+ib ou a et b sontdesréels.

Définitions Pour le complexez=a+ib
Le réel a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z).
Le réel b est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z).
Sib=0alorsz=a+ 0i estnoté z=a etzestun réel.
Sia=0alorsz=0+ib estnotéz=ib etzestappelé imaginaire pur.
Le complexe 0 + Oi noté O est a la fois réel et imaginaire pur.

Premiéres conséquences
Pour a, b, a’, b’ réels,
atib=a +ib’ & (a=a’eth=b")(cequitraduit I’'unicité de 1’écriture algébrique )
atib=0 < (a=0-eth=0)

Opposé d’un complexe
Siz=a+ibavec aetb réels alors on appelle opposé de z le complexe noté (—z)
telque: -z =-a+i(-b)

Il. Représentation géométrique d’un nombre complexe
Le plan est rapporté au repere orthonormal direct (O ; u,v)

Définitions
Soit le complexe z=a+ib, (aetbréels.)
- Le point M(a;b) est appelé le point image de z. by M(z)
On le note souvent M(z). V(z)
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- Le vecteur V [bj est le vecteur image de z.

On le note souvent V (z). ol a

- Le complexe z est ’affixe du point M et I'affixe du vecteur V .
On le note souvent z,, ou z;.

Propriété : Affixe d’un vecteur AB

Ona Zzz =Zg—1Z, B(zs)

\ A(za)




Propriétés
Pour tous vecteurs U et V et tout réel o *
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et z 5 =0z;

en particulier : L5="4;
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Affixe du milieu d’un segment

Si | est le milieu du segment [AB] alors
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I11. Conjugué d’un nombre complexe :
Définition

On appelle conjugué du complexe z=a + i b, a et b réels, le complexe noté Z et

définipar: z=a—ib.
b M(a + i b)

Interprétation géométrique
Les images de deux complexes conjugués O a
sont symétriques par rapport a 1’axe

des abscisses (appelé souvent axe des réels).

b M’(a—ib)

Remarque: z+z=2a=2Re(z) et z—z=2ib=2ilm(z2)".

Théorémes_Soit z un nombre complexe.
z est réel si et seulementsi Z=2.

z est imaginaire pur si et seulementsi Z=-2

Propriétés Pour tous complexes z et z” :
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o 1=7,2+2'=2+27",22'=2.7" ¢t (Z”)=(Z) pour tout entier n.
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Si z=a+ib avecaetbréels alors z.z=a’+Db?.

IV. Equation du second degré :

Equation du second degré a coefficients réels dans C : az’ +bz+c= O, aréel #0,betc
reels. Leréel A=b?—4ac estle discriminant de I’équation.




: : . . —b— A
e Si A> 0 alors I’équation admet deux solutions réelles z, = —b-~A
2a
e Si A=0 alors I’équation admet une solution réelle double =z = -5
a

et z,

e Si A<O0 alors I’équation admet deux solutions complexes conjuguées

—b—i-A —b+iJ-A
z = o NTA et z,= —PYINTA
2a 2a
Remarque : dans tous les cas az’+bz+c=a(z-z ) z-z,)

V. Module et arguments d’un nombre complexe non nul.

Définition

_-b+JA
2a

Soit z un nombre complexe non nul d’image M dans le plan muni d’un repére orthonormal
direct (O ; u; v), etsoit (r, 6) un couple de coordonnées polaires du point M dans (O; u).

- le réel r est appelé module de z et noté |z|;

- le réel @ est appelé argument de z et noté arg(z).
Onadonc: |z|=r=0M et

arg(z) =0 = (G, W)[Z;z]
_}.ﬂ.
Remarques v

e
=

e Le complexe 0 a pour module 0 mais n’ a pas o 7
d’argument.

e Tout complexe non nul z a une infinité d’arguments. Si 6 est I’'un d’eux, tout

autre argument de z est de la forme 6 + K2x, K € Z. On écrit alors :
= arg(z)= 6 [mod 2n]  (ousimplement[27x]).

Conséquences
= Siz=a+ibavecaetb réels alors |z| =ya’+b? .

= Le module de tout réel x est la valeur absolue de x.
= z réel non nul équivaut a arg(z) =0 [n].
. .. , . R T
z imaginaire pur non nul équivaut a arg(z) = 3 [r].

= Soit z un complexe non nul :

arg{z)=-arg{z} (mod 2m) R

arg{-z}=mn+arg{z} (mod 2m) :

M(z)
b
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V1. Formes trisonométriques d’un nombre complexe non nul.
Théoréme
Soit z=a+ib, avec a et b réels, un complexe non nul.
Si |z| =retsiarg(z)= 6 [mod2=] alors
a=rcosO et b=rsind
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Définition
Soit z un nombre complexe non nul de module r et dont un argument est 6 .
L’ écriture z=r (cos0O +isin 0 ) est appelée forme trigonométrique de z.

Relations de passage entre forme algébrique et formes trigonométriques.

Forme algébrique r=+Ja?+b? : cos0= 9 ot sind = b Formes
z=a+ib r r trigonométriques

aetbréels <

_ z=r(cos6+isin®)
a=rcos® et b=rsind

Propriété : Egalité de deux complexes
Deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont le méme module et des arguments
égaux modulo 27t

Théoreme :
Si z=r(cos@+ising) avecr>0,alors |z|=r et & =arg(z)[27]

VII. Propriétés des modules et arguments.
Propriétés des modules : Pour tous complexes z et z” :

. |z =0 < z=0.
© ===
- 2| =2z ou |z} =2z
. |z+ 2| <|z]+|z| (inégalité triangulaire )
. |2z =|z||z]
Ll 1 = l Z- H siz #0.
zl |7 lz| 7
. Le module d’un produit de n nombres complexes est égal au produit des modules de ces

complexes. En particulier : pour tout entier naturel n, |z"|=1z| ".

Propriétés des arguments : Pour tous complexes non nuls z et z’

. arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [27]

. arg (%) =—arg(z) [27]

. rg (z;l) =arg(z’)—arg(z) [2~x]

. La premiere propriété s’étend au produit de n nombres complexes non nuls. En

particulier : pour tout entier naturel n, arg (z')=n arg(z) [2n]



Propriété : Formule de Moivre
Pour tout réel @ et tout entier naturel n, (cos@+isin 49)” =cos(né)+isin(no)

VIII. Distances et angles orientés

Longueur d’un segment [AB]

AB = ‘ZB— A‘

Mesure de I’angle (Jﬁ)
A et B étant deux points distincts
(G,AB) = arg(zB - ZA) (mod 2r)
Mesure de I’angle (?/i , @)
A, B et C étant trois points distinets B
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-z
A,CBi=arg B % (mod 2m)
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Consequences o
Les points A, B et C étant trois points
- . o : p=2n
distincts, les points A, b et C sont aligneés si, et seulement si, arg =0 [n]
Z,-Z
A“C

les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si, et seulement si,
ZB-ZC _ E [Tc].

arg
ZA' C 2



