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[Explications : la notation d’un nombre complexe a l'aide de «I'exponentielle complexe »|  (derniére maj le 22/04/2012)

, . . X . N . , '
> I'exponentielle réelle : ¢~ avec x€ R est un nombre réel (elle fait I'étude en classe de Terminale, d'une fonction de IR dans IR )

. ix . .
> Iexponentielle complexe : € * avec x€ R est un nombre complexe (€ C) ET on peut la «considérer » comme une notation

1. Si xe R alors f(x) =e* estune fonction de R dans R qui est appelée : la fonction exponentielle a base e~ 2,7
Cette fonction est étudiée au lycée en classe de Terminale....

A retenir : e* est un nombre réel ( qui est strictement positif )

k
La fonction f définie par f(x)=eX est une bijection de R dans R

2. Si xe R alors f(x) =e'X estune « fonction de R dans C » ( fonction non connue au lycée en classe de Terminale )

ET on peut considérer que e!* avec xe R est une notation qui peut étre utilisée pour écrire un nombre complexe de
module 1....
Cette notation est un nombre complexe (eIX € C ) de module 1 et d’argument X etona: e® =cosx +isinx

i(x+2m) _ eix

2.1) Quand x varie de —eo a+oo :Commeona:e , cette notation est 27 périodique

2.2) Soit (O ., j ) un repére orthonormé direct et soit x un nombre réel tel que X € [0; 275[ : on peut « géométriquement »

définir le nombre x comme étant « la mesure principale » en radian de 'angle (i, OM) avec un point M quelconque qui se
trouve sur le cercle trigonométrique ET la représentation graphique de cette notation !X est le cercle de centre O de rayon 1
Py

A retenir : € est un nombre complexe de module égal a 1 (il est « trés facile » de vérifier que

Remarque : Si M est un point du plan de coordonnées (a;b) telles que a2 -i—b2 =1

Soit z =a+1ib laffixe dece point M ,ona z#0

Et ll est « facile » de vérifier que a> +b> =1¢>30¢€[0:21] telque a=cos(6) et b=sin()

A retenir :

VOe R alors z=e® oz= cos () +isin(8) < |z| =1 Me Cercle(centre = O, rayon =1) < HOM“ =1

« L’intérét » de la notation Z = e'e est «évident » quand on connait la propriété fondamentale de la fonction exponentielle

réelle (ou la regle sur les puissances entiéres qui est « généralisable » aux puissances réelles ou complexes) , c'est-a-dire :
i(61+6 i i . i

Vo eR VO, e R el( 1+02) _ 01 x 62 (transformation d’une somme en un produit)

CONCLUSION : voir le formulaire a comprendre et a retenir : paragraphe 4 en page 2

3. Size C alors f(z)= eZ est une fonction de C dans C ( fonction non connue au lycée en classe de Terminale)

Sionpose z=a+ib avec a€ R et be R, ONADONC f(z) :e(a+lb) = eaelb =e? (cosb+isinb)

Remarque : Comme e” € R et (cosb+isinb)e C donc f(z) =e” = e@+b) ¢ ¢

Cette fonction de C dans C fait I'objet d’une étude aprés le BAC («en Master » de mathématiques)

A retenir : Le plan complexe C « est équivalent a » RXR c'est-a-dire qu’'un nombre complexe z est équivalent & un couple
(a;b) de2nombresréels. Etsi z € C, onpeutécrireque Z=a +ib avec a et b 2 nombres réels qui représentent la
partie réelle et la partie imaginaire du nombre z ......

Eton a également : e” =e? 1P =e? xel P = (cosb+isinb) :(ea cosb)+i(ea sinb)
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4. Conclusion sur la notation d’'un nombre complexe « avec I'exponentielle complexe »

: (formules importantes a connaitre)
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Il est indispensable que vous connaissiez sur le bout des doigts N ey iy
certaines valeurs remarquables de Iexponentielle « if », en
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Théoréme (Propriétés algébriques de 'exponentielle « if ») Scient 0,8 R et n € M.
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(1] Conjugaison : et =g =z

. . it | o—if . i _ o—if

(ii} Formules d'Euler : cosfl = — et sinfl = —5

. . Y i sal

(ili) Transformation des sommes en produits : pllf+8) — it il

(iv) Formule de Moivre :  [{cosf+isind)” = cos(nd) + isin(nf).

—

vze C", la notation z = |z|><ele avec |7| = “O—M“ et O=arg(z) = mesure[ (i.0M) } est la notation exponentiell

d'unnombre z#0, etsiona: z=a+ib avec a€ R et be R tels que (a;b)#(0;0) on a les relations suivantes :

1) |z| = \/a2 + b2 Cette notation permet d’écrire : (siz#0etsiz #0)

, . ) o~/ , . e+e/)
2) cos(9)=; zXz =|z|e19><z el® =lz|x|z el( <
\/a2+b2
3) sin(6) = b |Z><Z'|:|Z|><|z'
S22 arg(zxz')=0+0+2kn

’ VA , , s =
Autre formule :si z#0etsi z'#0, ona arg(—) = arg(z) —arg(z’) + 2kn = une mesure de 1'angle (OM ,OM)
z
3
Remarque : La notation exponentielle d’un nombre complexe z # O utilise généralement la mesure arg(z) =0 € {—g s TE {

Commeonal= lxelo (le nombre réel 1 est égal au complexe de module 1 et« d’angle nul » dont une mesure est 06=0 radian)
Résoudre I'équation (E) dans C revient & chercher des nombres complexes z tels que

5. Application / exercice : Résoudre I'équation (E) : Z3 =1 dans C

e
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L’équation (E) a donc 3 solutions o5 .
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