Nombres complexes

1 Définitions
Définition 1 On appelle ensemble des nombres complexes et on note C ’ensemble des nombres qui

s’écrivent sous la forme a + ib avec a € R, b € R et ol i est un nombre tel que 7% = —1.
a est la partie réelle de z, b est la partie imaginaire. a + b est la forme algébrique de z.

Remarque 1 Vae R:a=a+0.i€C.DoncRCC

Egalité de deux complexes : a+ib=a' +il' ©a=d et b=V

Définition 2 Le complexe conjugué de z =a +ibest Z=a —ib

Proposition 1 26R<:>2:z| ‘zeiR@Z:—z

SI“,_.N'

eps - _ _ _ . 21
Proposition 2 |Z=2 ; 2z14+20=21+20 ; 2z1.20 =212 ; si zzyé():()

Remarque 2 Si P est un polynéme & coefficients réels : P (o) =0= P (a) =0.

24 12 (24
Exercice 1 Mettre sous forme algébrique z = w

5—1
2+ 32z 24 —Z
Exercice 2 Montrer que Vz € C : * iz cRet LJZ € iR
z4+Zz 34+ 22z

1.1 Interprétation géométrique

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; i, ¥') qu’on appelle dans cette situation plan
complexe.

Si z = a + ib, on appelle image de z le point M d’abscisse a et d’ordonnée b.

On dit aussi que M a pour affixe z.

SiV=axi+ yU , le complexe z = x + iy est appelé affixe de 1%

1.2 Module et Argument

z=a+1b
-
p=lz|=0M = HOMH = Va2 102
[ i /R Akl b (Z) —
! Siz#O:Qzarg(z)z(ﬁ,OM)
X 0 i a=pcosf et b= psinf
o U a

Remarque 3 arg(z) est défini a 2k pres.
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Remarque 4 z € R* & arg(z) = km et z € iR* & arg(z) = g +kr (keZ)

Remarque 5 z; = 25 < |21| = |22] et arg(z1) = arg(zq) + 2kn (k € Z)

Proposition 3 Si A, B,C, D ont pour affixes respectives z 4, 2B, zc, 2p :

HITB)H:‘Z:B_ZA| ; (U,E):arg(zg—zA) : (E,@):argu
ZB — ZA

Remarque 6 | 2.z = |z|*

Remarque 7 On a z=a+ib = pcosf + ipsinf = p(cos O + isin §)

Cette derniere forme d’écriture de z est appelée forme trigonométrique . Elle se note aussi sous forme
condensée : [p; 0.
z=a+ib = p(cosh +isinf) = [p; 0]

Exercice 3 Déterminer module et argument des complexes z; = —1 +i et 25 = V3 +1

Exercice 4 Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O; 1, v) .
Déterminer I’ensemble des points M dont ’affixe z vérifie :

1. R(z) =3 3. |r— 144 =3
2. S(2) =2 4. arg(2+2—3i)=g+k7roﬁkez

—

Exercice 5 Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O; @, ¥)
Soient A, B, C les points d’affixes respectives 2v/3, —v/3 + 3i et —v/3 — 3.

1. Calculer les longueurs AB, BC' et AC. Conclusion

-3 A o ; 2C — ZA m
2. Donner une mesure de (AB, AC) et en déduire que arg <) =3 + 2km (k€ Z)

ZB — %A
. Z2C — ZA
3. Justifier que | ——| =1.
ZB — %A
7T . T ZC — ZA s .. T
4. Retrouver les valeurs de cos — et de sin — en montrant que ——— = cos — + isin —
3 3 ZB — ZA 3 3

2 Produit et quotient de nombres complexes

On montre que [p1;01] X [p2;62] = [pap2; 01 + 62] . D’otr

‘ |z122] = |21 |22] et arg(z122) = arg(z1) + arg(za) + 2k:7r‘

On en déduit : Sin € Z: [p;0]" = [p";nb] . Dot

‘ |2 = |2|" et arg(z")=mnarg(z) + 2k77‘

Cas particulier : p = 1. On obtient alors la formule de De Moivre dite aussi de De Moivre-Laplace

‘ (cos@ +isinf)" = Cosne—i—isinne‘
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;0
On montre également : P13 1] = {pl;ﬂl — 02] . Dot :

[p2; 02] p2
2y 1] et arg(ﬂ) = arg(z1) — arg(z2) + 2km
zZ9 ‘2’2| zZ9

1+14v3 3
Exercice 6 Déterminer module et argument de z; = ;_7“/_ et 2o = (\/5 — z) .
—1

Exercice 7 A l'aide de la formule de Moivre, exprimer cos 3x et sin 3z en fonction de sinz et cosx

3 Equation du second degré dans C

Soit & résoudre az? + bz + ¢ = 0 avec a,b et c réels. (a # 0). Soit A = b* — 4ac.

1. Si A > 0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 possede deux solutions réelles :

—b— VA _-b+vA

=—— et
“1 2a = 2a

2. Si A =0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 posséde une racine double réelle : z = ;—
a

3. Si A <0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 possede deux racines complexes conjuguées :

—b—ivV—A  —b+iV-A

=— Y = ¢
1 2a a2 2a
Exercice 8 Résoudre dans C :
1. 224+41=0 3. 22422-3=0 5. 2242242=0
2. 224241=0 4. 922 —4224+49=10 6. 2 —2224+4=0

4 Exponentielle complexe

‘V@ER:EiG:COSQ+iSiHQ‘

Tout nombre complexe de module p et d’argument 6 peut donc s’écrire sous la forme z = pe®®. Clest la
forme exponentielle de z. ‘

z=a+1ib= p(cosf + isinf) = [p; 6] = pe'
Formules d’Euler : On a ¢ = cosf + isinf. Donc e %% = cos 6 — isin
Par addition puis par soustraction de ces 2 égalités, on obtient les formules d’Euler :

¢t 4 =if it _ o—if
cos = ——— et sinf=———
2 21

Exercice 9 Ecrire sous forme exponentielle

1. et 3. i
2. -7 4. —i

Exercice 10 En utilisant les formules d’Euler, montrer

1 1
1. cos’z = 5—1—5(:052:1:

, 11

2. sin“x = — — = cos 2x
2 2

1 1
3. sinx cos3xr = 3 sin4x — 3 sin 2x



