POLYNOMES, COMPLEXES, INEGALITES

Ex. 1 Soit P € R[X] tel que Vz € R, P(z) > 0. Montrer qu'’il existe A, B € R[X] tels que P = A% + B2
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Ex. 2 Soit n € N*. Montrer sin rm_
n

k=1

Ex. 3 Soit P un polynome unitaire de R[X] de degré n € N*. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si
Vz e C, |P(2)] > |Imz|™

Ex. 4 Pour n € N*, on pose P, = (X? — X + 1)" — X?* + X" — 1. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles
X3 — X2+ X — 1 divise P, et donner le reste de la division euclidienne dans les autres cas.

Ex. 5 Pour k € N, on pose Py(X) = (X — 1)*(X + 1)*. Montrer que (P, ..., P,) est une famille libre. Trouver les

n
racines de E P.
k=0

Ex. 6 Soit P,(X) = XF(1 - X)n*

a) Montrer que (Py)o<k<n est une base de R,[X]. b) Décomposer Q(X) X™(1— X)™) dans cette base.
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Ex. 7 Pour d € N, on pose (}) = ( ) d'( * ) Soit A Iendomorphisme de R[X] défini par A(P) =
P(X +1) - P(X). ‘
a) Déterminer Ker A et A((ﬁ)) pour tout d € N.
b) Soit P € Ry[X] tel que Vn € Z, P(n) € Z. Montrer qu’il existe (cg,- -+ ,¢,) € Z" tel que :
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¢) Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que Vn € Z, P(n) € Z.




