Eléments propres

Droites stables

Soit E un K-espace vectoriel. Proposition Soit u € L(E). Soit x € E non nul.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. x est vecteur directeur d’une droite stable par u.
2. Il existe A € K tel que u(x) = Ax.
3. Il existe A € K tel que x € Ker(u — Ald).
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Vecteurs propres, valeurs propres

Définition
1. X € K est une valeur propre de u ssi il existe x # 0 tel que u(x) = Ax.
2. x est alors un vecteur propre de u associé a \.

3. Ex(u) = Ker(u — Ald) = {x € E|u(x) = Ax} est le sous-espace propre
(SEP) associé a \.

4. L'ensemble des valeurs propres de u est son spectre, noté : Sp(u)

Remarque S'il n'y a pas d’ambiguité, on note Ey pour Ex(u).
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Remarques

1.

Si u n'est pas injectif, Ker u = Eo(u).

2. u induit sur Ex une homothétie (de rapport A).

3. Les éléments non nuls de E) sont les vps associés a \.
4.
5

. Une vap est associée 3 une infinité de veps, un vep est associé a une vap

X € K est une valeur propre de u ssi Ker(u — Ald) # {0}.

et une seule.

S'il est non nul, le noyau de u est le sous-espace propre associé a 0 (en
particulier, u est bijectif ssi 0 n'est pas valeur propre).

. En dimension finie=n, dim Ex(u) = n — rg(u — A Id).
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Exemples

1. Si h est I'homothétie de rapport k. k est valeur propre de h et tout x # 0
est vecteur propre. (E = Ex(h))

2. 1 et —1 sont les vaps d'une symétrie (non triviale). (E = E1(s) ® E_1(s))
3. 1 et 0 sont les vaps d'un projecteur (non trivial). (E = Eo(p) @ E1(p))

4, E=C>®(R), et u: f > f'. Tout réel X est vap, les vecteurs propres
associés étant t — Ket, K # 0.

5. E=K[X] et u: P+ P’. Seul 0 est vap, et les vps associés sont les
polynémes de degré 0.

6. P+~ XP n'a pas de valeur propre dans K[X].

7. Dans R?, la rotation d'angle g n'a pas de valeur propre (pas de droite
stable).
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Les SEP sont en somme directe

Théoréme Soit p > 2. Si A1, A2, ..., A\p sont p valeurs propres 2 3 2 distinctes
de u € L(E), alors les SEP associés sont en somme directe.
Démonstration Par récurrence sur p.
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Conséquences

1. Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont
indépendants (en part, un vep ne peut étre associé a 2 vaps distinctes).

2. Sidim E = n, u admet au plus n valeurs propres.

Remarque Les SEPs sont toujours en somme directe mais ne sont pas toujours
supplémentaires (cf les exemples ci-dessus).
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Endomorphismes qui commutent

Proposition Si u et v commutent, les SEPs de u sont stables par v.

Démonstration u — Ald et v commutent.
Cas particulier Les SEPs de u sont stables par u. La restriction de u & Ex(u)

est une homothétie de rapport .
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Valeurs propres de P(u)

Lemme Si P € K[X] et u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(\)x.
Démonstration On constate u(x) = Ax, cqfd.
Réciproque fausse si K = R Considérer la rotation de R? d'angle g u*=1d

alors que u n'admet aucun vecteur propre !
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Les valeurs propres sont racines des polynémes annulateurs

Conséquence Si P est annulateur de v, alors toute vap de u est racine de P.
(Réciproque fausse : toutes les racines de P ne sont pas néc. valeurs propres!)
Démonstration La seule vap de P(u) = 0 est clairement 0!

Cependant, les polynémes annulateurs de u formant un idéal, on peut
facilement fabriquer des poyndmes annulateurs ayant des racines arbitraires. (P
annulateur = (X — a)P annulateur.)
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Exemple des endomorphismes nilpotents

Exemple Si u est nilpotent, alors Sp(u) = {0}.
Remarque Réciproque fausse! ex : P+ P’ dans K[X] ou f o p, avec p

. . ' 1 7r
projecteur orthogonal sur le plan P, f la rotation d'axe D = P et d'angle 5
La seule droite stable est D, noyau de f o p, donc 0 est |'unique vap.



Eléments propres

Identification canonique

Dans la suite, les espaces vectoriels sont de dimension finie.
On identifie canoniquement les matrices colonnes (de ./, 1(K)) aux éléments
de K" et la matrice A € .#,(K) et I'endormorphisme X — AX.
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Définitions dans le cas d’'une matrice

Définition Soit A € .#(n)(K). La matrice colonne X # 0 (identifiée
canoniquement a un élément de K") est un vp associé a la vap A € K ssi
AX = AX. Le SEP associé a \ est :

Ex(A) = {X € K"|AX = AX}

Le spectre de A est |'ensemble de ses valeurs propres.
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Propriétés

> Les SEPs de A sont en somme directe.

» A admet au plus n vaps.

» Si P est annulateur de A, les vaps de A sont racines de P.
0 -1
1 0

est annulateur). En revanche, E;(A) = Vect((1, —1)) et E_;(A) = Vect((1,/)).
On distinguera si nécessaire Spy(A) = 0 et Spe(A) = {—i,i}.

Remarque Soit A = ( . A n'admet aucune valeur propre réelle (X? 4 1
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Matrices de rang 1

Exemple Soit A une matrice de rang 1 vps? vaps? Montrer que A est
nilpotente ssi Tr(A) = 0.



Eléments propres

Matrices de rang 1

Exemple Soit A une matrice de rang 1 vps? vaps? Montrer que A est
nilpotente ssi Tr(A) = 0. Poser A = CL. Tr(A) = LC et A2 = Tr(A)A.

X(X — Tr(A)) est annulateur. Si Tr(A) = 0, A est nilpotent. Ker(A) = Ker(L).
Si Tr(A) # 0, SEP associé Vect(C) = Im(A).
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Polyndme caractéristique

Définitions On pose xa : t € K — det(A — tl,).

1. C'est une application polynomiale. Le polynéme associé est appelé
polyndme caractéristique de A.

2. La multiplicité m()) de la valeur propre A est sa multiplicité en tant que
racine de ya.

Proposition )\ est valeur propre de A ssi elle est racine du polynéme
caractéristique.

Démonstration Il existe X # 0 tel que AX = AX ssi Ker(A — Al,) # {0} ssi
I'endomorphisme associé 3 A — A\, n'est pas injectif, ssi A — \l, n'est pas
inversible, ssi det(A — Al,) = 0.

Proposition A et ‘A ont le méme polyndme caractéristique. En particulier,
elles ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités (mais pas les
mémes SEP en général I)
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Exemples de calculs

Exemple Matrice triangulaire

3 -1 1
Exemple (calcul pratique en dimension 3). A= |4 -1 2
2 -1 2
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Matrice compagnon

Exemple (Matrice de Frobénius). Polynéme caractéristique de

0 0 -+ 0 ao

1 0 . a
A=1o

: i 0 :

o .- 0 1 ap

Cette matrice représente f telle que f(ex) = €xt1...

(ona xa(t) = (=1)"(t" — an—1t""* —--- — a0).)

NB : A — A, admet n — 1 lignes indépendantes, donc les SEPS de A sont de
dimension 1.
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Coefficients du polyndme caractéristique

Proposition (coefficients)

xa(X) = (=1)"(X" = Tr(A)X" 1 + - + (=1)"det(A))

Démonstration Posons A = (Cy|---|Cy) et I, = (Ui]---|Un). Alors

xa(A) =det(Cy — AUy, - -+, Co — AU,). En développant par multilinéarité :

xa() => (N DY det(Aq, )
k=0

1<ji<-<jg<n

ol Aj,,... i, est la matrice obtenue a partir de A en remplagant les colonnes ji,
<oy Jk par Uy, ..., Uj,. On reconnait le coefficient dominant (—1)", le
coefficient du degré n — 1 : Tr(A), le coefficient constant : det(A).

Cas particulier Si n =2, xa = X? — Tr(A)X + det(A).



Eléments propres

Trace et déterminant en fonction des valeurs propres

Proposition A € #,(K) admet au plus n valeurs propres, comptées avec
multiplicité (i.e., une vap d’ordre p est comptée p fois).
Conséquence Si xa est scindé, Tr(A) = Z m(A) - A et

A€ESp(A)
det(A H AmA
AESp(A)
Ces formules s'appliquent toujours lorsque K = C.

. L . 1 . .
Exercice 1 En particulier, apcr, la matrice Ay = A — ;I,, est inversible. (Toute

matrice est limite -terme & terme- d’une suite de matrices inversibles).
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Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique

Proposition Si A et A’ sont semblables, alors xa = xa’.
Démonstration Soit P € GL,(K) tel que A= PA’P~. Pour tout t,
det(A — tl,) = det(P(A" — tl,)P~" = det(A" — tl,)
cqfd
1 1
caractéristique mais ne sont pas semblables.

Exercice 2 xag = xBa si A et B € #,(K). On commencera par le cas A
inversible.

L. 1 0 1 0 A N
Remarque Réciproque fausse : 0 et 1 ont méme polyndme
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Multiplicité et dimension du SEP

Conséquence On appelle polynéme caractéristique de u le polynéme
caractéristique de sa matrice dans une base quelconque. Les racines de x, sont
exactement les vaps de u. On définit Sp(u) I'ensemble des vaps de u, m(}\) la
multiplicité de ses valeurs propres.

Proposition Pour toute valeur propre de u :

1 <dim Ex(u) < m())

Démonstration La premiére inégalité vient de la définition (Ex(u) # {0}).
Notons ni la dimension de E,\k(u). Dans une base adaptée aux SEPs de u, u
admet une matrice triangulaire par blocs donc la « diagonale » s'écrit :

diag(Atlng, -+ s Aplny, B)
(ot B est un bloc carré). Il vient :
Xu(t) = (A = )™ -+ (Ao — 1) x8(1)
On constate m(Ag) > ny, cqfd.
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Algorithme de Leverrier

Compléments Pour montrer |'existence de la planéte Neptune, Leverrier doit
résoudre un systéme différentiel linéaire de 14 équations a 14 inconnues. La
résolution passe par le calcul du polynéme caractéristique de la matrice du
systéme, élément de .#14(R).

Si on calcule « naivement » le polynéme, on doit effectuer 14! opérations (env.
100 milliards). C'est un peu trop, surtout au XIX -iéme siécle.
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Principe : En supposant que la matrice admet 14 valeurs propres 2 3 2

14
distinctes dans C, alors Tr(A¥) = Z AF (pourquoi ?)

i=1
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Principe : En supposant que la matrice admet 14 valeurs propres 2 3 2

14
distinctes dans C, alors Tr(A¥) = Z AF (pourquoi ?)

i=1
Leverrier calcule les traces des matrices A¥, k = 0..13. complexité O(n*) : n
produits de matrices (n, n), chaque coefficient occasionne 2n opérations
environ, le calcul de la trace étant négligeable. (ici n = 14).
Il applique les formules de Newton, qui donnent des relations entre les
coefficients et les sommes des puissances k-éme des racines d'un polynéme.
Exemple Pour P(X) = aX? + bX + ¢, si A1 et Az sont les racines,
X422 = (A1 + X2)? — 2010 = (b2 — 2¢) /4%
Ainsi, il "suffit" de résoudre un systéme de 14 équations a 14 inconnues, donc
environ 142 /2 opérations (négligeable devant n*).
Finalement, une complexité de I'ordre de n* (env. 40000 opérations).
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Recherche d'hyperplans stables

Soit A la matrice de f. Les hyperplans sont les noyaux de formes linéaires non
nulles, on cherche donc les matrices-lignes non nulles L qui vérifient :

LX =0= LAX =0, c'est-a-dire Ker(L) C Ker(LA). Comme ce sont des
matrices lignes (matrices de formes linéaires), on en déduit la CNS : il existe
X € K tq LA = AL, soit, en transposant : "A."L = \fL.

Conclusion : il suffit de chercher les vecteurs propres de *A.



Réduction

Endomorphismes ou matrices diagonalisables

Théoréme Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. il existe une base B dans laquelle Mg(u) est diagonale
2. il existe une base de vecteurs propres
3. les SEPs de u sont supplémentaires
4

. la somme des dimensions des SEP est égale a dim E (NB : > dim E
convient).

Définition Si I'une de ces conditions est vraie, alors u € L(E) est
diagonalisable.

Définition A est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale
(i.e., I'endo canoniquement associé est diagonalisable).

Proposition u est diagonalisable ssi il existe des supplémentaires Fi, ..., Fp tels
que u induise une homothétie sur chaque F;.



Réduction

Projecteurs spectraux

Proposition Si u est diagonalisable, on associe a chaque A € Sp(u) le
projecteur sur Ex(u) de direction €D, Eu(u). Alors u = Z APa.
AESp(u)
Remarque On constate u* = E )\kpA.
A€Sp(u)
On en déduit : si Ly,..., L, sont les polynémes de Lagrange associés aux valeurs
propres, Li(u) = px;, c-a-d que ces projecteurs sont des polynémes en u.
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CNS de diagonalisabilité

Proposition Si x, scindé, alors u est diagonalisable ssi m(\) = dim Ex(u) pour
tout A € Sp(u).
Remarque On |'applique en particulier si K = C.
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CS de diagonalisabilité

Proposition (Condition suffisante de diagonalisabilité) Si x. (resp. xa )est

scindé a racines simples, alors u (resp. A) est diagonalisable.

Démonstration On a pour toute vap A : 1 < dim Ex(u) < m()\) =1, donc
Z dim Ex(u) = dim E, cqfd.

AeSp(u)

Remarque Réciproque fausse, par ex Id a pour polynéme caractéristique

1-x)".
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CNS de diagonalisabilité

Proposition Les trois conditions sont équivalentes :
1. u est diagonalisable
2. P(X) = H (X — ) est annulateur de u
AESp(u)
3. u admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

Démonstration (1) = (2) : les endomorphismes u — Aj ld commutent deux a
deux, donc si x € Ex;(u), alors P(u)(x) = [];;;(u — Ajld) o (v — A7 ld)(x) =0,
le résultat est donc vrai pour tout x € E puisque les SEP sont supplémentaires.
(2) = (3) : clair.
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(3) = (1) : Par récurrence sur m = deg P, montrons que si u est un
endomorphisme de dimension finie qui annule P polynéme scindé a racines
simples, alors u est diagonalisable.

Sim=1, alors u — A1 Id = 0, donc u est une homothétie.

Soit m € N*. Supposons le résultat vrai pour tout polynéme de degré m. Soit
P scindé, a racines simples, de degré m + 1, annulateur d’'un endomorphisme u.
D’'aprés le théoréme du rang,

dim E = dim Ker(u — Am+1 1d) + dim Im(v — Ay Id)

Or u induit sur Im(u — Am+1 1d) un endomorphisme v. v admet comme
m
polyndme annulateur H(X — Ai), donc par hypothése de récurrence,

i=1
Im(u — Ams1 Id) = @7, Ker(v — ;). Clairement
Ker(v — Ajld) C Ker(u — A;1d), on en déduit :
m+1

Z dimKer(u — X;) > dim E
i-1

cqfd.
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Polyndmes annulateurs d'un endomorphisme diagonalisable

Remarque Lorsque u est diagonalisable, P(X) = H (X — ) engendre
AESp(u)
I'idéal des polynémes annulateurs de u.



Réduction

Exercice

A

Exercice 3 Soit M (é A)' CNS sur A pour que M soit diagonalisable ?
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Exercice

A

Exercice 3 Soit M (é A)' CNS sur A pour que M soit diagonalisable ?

Si P annulateur SRS de M, alors P et XP’ sont annulateurs de A, donc A est
DZ et ses valeurs propres sont racines de P et de XP’, donc de X (car P’ et P
n'ont aucune racine commune). Dot Sp(A) = {0} et comme A est DZ, A= 0.
Réciproque claire.
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Exemples

Exemples
1. A définie par a; = 1 : A%> = nA, donc A dz...

n—

1
2. Acirculante. A= aka. Jtelque Jip=1, Jij1i=1et J; =0

k=0
sinon....En déduire det(A).
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Sous-espaces stables

Conséquence Soit u € L(E), et F un sev de E stable par u. Si u est DZ, alors
sa restriction a F est DZ.

Démonstration Un polynéme scindé a racines simples annule u, donc sa
restriction.
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Sous-espaces stables

Conséquence Soit u € L(E), et F un sev de E stable par u. Si u est DZ, alors
sa restriction a F est DZ.

Démonstration Un polynéme scindé a racines simples annule u, donc sa
restriction.

Conséquence Si u et v € L(E) commutent et sont diagonalisables, alors on
peut les diagonaliser dans la méme base.

Démonstration Les SEPS de u sont stables par v. Or chaque SEP de u est
stable par v, donc la restriction de v y est diagonalisable. On fixe une base de
diagonalisation de v sur chacun de ces sevs. Leur réunion est une base de
vecteurs propres pour u et pour v.
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Théoréme spectral

Théoréme (Théoréme spectral) Toute matrice symétrique réelle est
diagonalisable. (admis, démontré dans le cours d'algébre bilinéaire.)
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Endomorphismes ou matrices trigonalisables

Définition u € L(E) est trigonalisable si et seulement s'il existe une base de E
dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
Définition A € .#,(K) est trigonalisable ssi elle est semblable a une matrice

triangulaire supérieure.



Réduction

Exercice 3 Un endomorphisme u ou une matrice A est trigonalisable ssi leur
polynéme caractéristique est scindé.

Démonstration Le sens direct est évident. La réciproque se démontre par
récurrence. On va montrer que pour tout n € N*, sin=dimE et u € L(E) ou
si A € #n(K), alors si leur polyndme caractéristique est scindé, u et A sont
trigonalisables.

Si n =1, résultat clair. Soit n € N*. On suppose le résultat vrai si dim E = n.
Supposons maintenant dim E = n+ 1. Soit u € L(E). xu est scindé, donc u
admet un vecteur propre e; associé a une vap A1. Avec le T.B.l, on se donne
une base (e1, ..., ent1) de E, dans laquelle la matrice est triangulaire par blocs :

A= M(u) = <’})1 /\fh)

On constate xa = (X — A1)xm, donc xm, est scindé.

My € #,(K) donc par hypothése de récurrence, il existe P € GL,(K) tel que
My = PTP™1, T étant triangulaire supérieure.

La matrice Q = diag(1, P) est inversible et

QI M(u)Q = (Aol LT)

donc u est trigonalisable.



Réduction

Cas particulier K = C

Conséquence Si K = C, tout endomorphisme (en dimension finie) et toute
matrice est trigonalisable.

Exercice 4 Si y, est scindé, Tr(u*) = Z m(A)A* pour tout k € N.
A



Réduction

Le polynéme caractéristique est annulateur

Théoréme (Cayley-Hamilton) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Ona: xu(u)=0.

De méme, si A € #,(K), alors xa(A) = 0.

Démonstration Soit x un vecteur non nul. Comme E est de dimension finie, il

existe m maximal tel que (x, u(x), ..., u™*(x)) soit libre. On a en particulier
u™(x) = aoX + ... + am—1u0™ " (x) = Q(u)(x) (les coeffs sont non tous nuls).
Dans une base adaptée a F = Vect(x, u(x), ..., u™"*(x), la matrice de u est

triangulaire par blocs, le premier bloc diagonal étant une matrice de Frobénius
(ou compagnon), dont le polynéme caractéristique est (—1)™(X™ — Q(X)). En
calculant les déterminants par blocs, on voit (X — Q(X)) divise xu. Or
u™(x) — Q(u)(x) = 0, ce qui entraine x,(u)(x) =0.

On a montré x,(u) = 0.



Réduction

Exemple Montrer que A € .#,(K) est nilpotente ssi Yk € N*, Tr(A¥) = 0.



Réduction

Exemple Montrer que A € .#,(K) est nilpotente ssi Yk € N*, Tr(A¥) = 0.
Si A est nilpotente, alors A* aussi et son polynéme caractéristique est (—X)",
donc Tr(A%) = 0.

La réciproque se fait par récurrence en justifiant ker(A) = 0 puis en utilisant
une matrice triangulaire par blocs semblable a A.



Applications

Puissances d'une matrice

4 -1
2 1
Sp(A) = {2,3} donc A DZ. E>(A) = Vect(1,2) et E3(A) = Vect(1,1).

(11 o (2 1
m(l z)etp *(_1 1)_

Il vient A":P(3 0) P11

Exemple Soit A= . On veut calculer A". On diagonalise :

0o 2"
Exemple Généralisation avec une matrice trigonalisable...
Remarque Cas particulier : si D est diagonalisable, N nilpotente, et

ND = DN, alors
p_ P p—k prk
(D+ NP = E (k)D N

k=0



Applications

Récurrence double

Exemple Déterminer les suites u, v telles que :

Upt1 = Up + 4v,
Vh4+1 = Up + Vn

Es = Vect(2,1), E_; = Vect(-2,1).



Applications

Puissance d'une matrice avec un polynéme annulateur

Soit A une matrice, et P un polyndme annulateur, on écrit la division

euclidienne :
X = P(X) - Q(X) + Re(X)

Aors AF = Rk(A). Si I'ordre de A n'est pas trop grand, on peut choisir P = xa
et calculer facilement les coefficients de Ry.



Applications

Exemple : théoréme ergodique

Exemple automate fini a 3 états, avec la matrice de transitions :

7 2 0
A=|0 0 1
2 2 0

(pij= probabilité de passer de I'état i a I'état j.)

utiliser la trace pour trouver la vap —1/2.

rq : Eo = Vect(1,-1,0), E1(A) = Vect(1,1,1), E_;,2(A) = Vect(—-1,2,1).

On calcule Ry pour XK = X(X — 1)(X 4 1/2) Qx(X) + Ri(X).

On montre AX = 2, A% + by A avec ap — 2/3 et by — 1/3, et on en déduit que

11 1
A 5 2/3A2 +1/3A=2(1 1 1
3\1 11

et donc (p, q,r) - AX — (1/3,1/3,1/3) (th. ergodique : les conditions initiales
n'interviennent pas).



Applications

Suites vérifiant une relation de récurrence linéaire

Théoréme L’'ensemble E des suites complexes u telle que, pour tout n € N :

Untp = aoUn + @1Unt+1 + -+ 3p—1Untp—1

avec ap # 0, est un sev de K, de dimension p.
Démonstration E est clairement un sev de K" et I'application E :
ur (o, - ,Up—1) est un isomorphisme de E sur KP, cqfd.



Applications

Détermination pratique

Posons X, = *(tn, "+ , Untp—1) €t
0 1 o .- 0
A—
ao a1 . - ap71

Alors Xp11 = AX, et donc X, = A"Xp. Supposons A= PAP~!, et posons
Y, = P71 X,. Il vient : Y, = A"Y, (changement de base), et finalement :

Xn = PA"Yy

On voit tout I'intérét de la manceuvre si A est diagonalisable. Or, le polynéme
caractéristique de A est :

a(X) = (C1)"(X" = 5" ax¥)



Applications

Remarque Les n — 1 derniéres colonnes de A sont échelonnées, donc
indépendantes, donc les SEPS de A sont de dimension 1. Ainsi, A est
diagonalisable ssi A admet n vaps distinctes. Or, (ASTUCE!) si

V =*(vo,..., va—1) est vep de A, alors en particulier :

Vi = )\Vo

Vo = )\V]_

V1l = AVp_2

on constate vp =0 = vy = vo = --- = v,_1 = 0, contradiction. Si A est
diagonalisable, on peut donc imposer vo = 1, et donc chosir P de sorte que la
premiére ligne de P soit (1---1). up est alors la somme des coordonnées de

n

A"Yp, donc de la forme u, = Z G

i=1



Applications

Suites complexes récurrentes linéaires d'ordre 2

Théoréme Soit (un) une suite complexe telle que Uny2 = ai1tni1 + aoun. (a1,
a € Cetap #0.)
Soit X? — a1.X — ap = 0 son équation caractéristique et A son discriminant.

1. Si A #0, il existe deux racines o # 8 et up, = Gia" + GS".

2. Si A =0, il existe une racine double « et u, = Cia" + Gna".



Applications

Démonstration On cherche les racines de xa(X) = X% — a1 X —ao. Si A #0, il
y a deux racines complexes « # 3, et X, = Pdiag(a”, ") Yo. On choisit
P = ( 1 1 ),il vient u, = Gia" + G5".
P21 P22
Si A =0, il y a une racine double «, non nulle car, par hypothése, ag # 0. A

n'est pas diagonalisable car sinon elle serait déja égale & al>, donc semblable a

—a° 2« «

0 1 1 1 .
On constate A = ( > ) et P= ( 1 +a) convient. Or

a"  na"”

1
T" = 0 o ) De la, X, = PT"Yp et u, = Gia" + Gona”.



Applications

Cas des suites réelles

Corollaire Soit (un) une suite réelle telle que Uni2 = a1uni1 + aoun.(31, a0 € C
et ag #0.)
Soit X2 — 21X — ap = 0 son équation caractéristique et A son discriminant.

1. Si A >0, il existe deux racines réelles o # 3 et u, = Gia" + GS5".

2. Si A =0, il existe une racine double a et u, = Gia" + Gna".

3. Si A < 0, deux racines imaginaires conjuguées re’® et re=%
un = r"(Cy cos(nf) + Czsin(nd)).

Démonstration Il suffit de remarquer que u, = Re(un) et appliquer le théoréme.

et
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