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Article 1.

Les recherches dans lesquelles on s’occupe des directions de diverses droites dans
I’espace sont, la plupart du temps, portées a leur plus haut point d’évidence et de
simplicité, si I'on se sert, comme auxiliaire, d’une surface sphérique d’un rayon égal
a 1, décrite autour d’un centre arbitraire, et dont les différents points seront censés
représenter les directions des droites paralléles aux rayons terminés a cette surface.
La situation de tous les points dans l’espace étant déterminée par trois coordonnées
savoir, par les distances a trois plans fixes normaux entre eux, il faut, avant tout, consi-
dérer les directions des axes normaux & ces plans : nous désignerons par (1), (2), (3)
les points de la surface de la sphére qui représentent ces directions; leur distance
mutuelle sera donc un quadrant. Du reste, nous supposerons les directions des axes
allant vers les régions pour lesquelles les coordonnées correspondantes regoivent un
accroissement.

Article II.

Il ne sera pas inutile de mettre ici sous les yeux quelques propositions qui sont
d’un usage fréquent dans les questions de ce genre.

1°) L’angle de deux droites qui se coupent a pour mesure ’angle compris entre les
points qui, sur la surface de la sphére, répondent a leurs directions.

2°) La situation d’un plan quelconque peut étre représentée par le grand cercle de
la sphére, dont le plan lui est paralléle.

3°) L’angle entre deux plans est égal a angle sphérique compris entre les deux
grands cercles qui les représentent, et, par conséquent, a pour mesure I’arc intercepté
entre les pdles de ces grands cercles. Par suite, I'inclinaison d’une droite sur un plan a
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pour mesure I’arc mené normalement du point qui répond a la direction de la droite,
au grand cercle qui représente la situation du plan.

4°) Désignant par x, y, z, ', y', 2/, les coordonnées de deux points, par r la
distance entre ces points, et par L le point qui, sur la surface de la sphere, représente
la direction de la droite menée du premier point au second, on aura

' =z +rcos(1)L,
y' =y +rcos(2)L,
2" =z +rcos(3)L.

5°) De 1a on déduit facilement qu’on a, en général, 5]
cos?(1)L + cos?(2) L + cos?(3)L = 1,
et, en désignant par L' un autre point quelconque de la surface de la sphere,

cos(1)L cos(1)L" + cos(2) L cos(2) L' + cos(3) L cos(3) L' = cos LL'

6°) Théoréme. En désignant par L, L', L" L", quatre points sur la surface de la
spheére, et par A langle que les arcs LL', L"L"" forment a leur point de concours, on

aura
cos LL" cos L'L"" — cos LL"" cos L'L" = sin LL' sin L" L"" cos A

Démonstration. Dénotons de plus, par la lettre A, le point méme de concours, et

posons
AL = t, ALl — tl, AL — t”, AL — t///;

nous avons ainsi :

cos LL" = costcost” 4+ sintsint”cosA,

" "

cos L'L"" = cost’ cost” 4 sint’ sint" cosA,

" n

cos LL" = costcost” +sintsint” cosA,

cos L'L"” = cost’ cost” + sint’'sint”cosA,
et, par conséquent,

cos LL" cos L'L"" —cos LL"" cos L'L" . ..

costcost”sint' sint”

" n

...=cosA| +cost’ cost’” sintsint” — costcost” sint'sint”

—cost cost”sintsint’”’

"

= cos A(costsint’ — sint cost’)(cost” sint"" — sint” cost”)

= cos Asin(t' —t)sin(t"” —t")
=cosAsin LL'sin L' L.

D’ailleurs, comme il part du point A deux branches de chaque grand cercle, il se forme
en ce point deux angles, dont I'un est le complément de l'autre a 180 degrés : mais
notre analyse montre qu’on doit prendre les branches dont les directions concordent
avec le sens de la marche du point L vers L', et du point L” vers L' : ceci compris, [6]
on voit en méme temps que, les grands cercles concourant en deux points, on peut
prendre arbitrairement celui des deux qu’on voudra. Au lieu de ’angle A, on peut aussi
prendre I’arc compris entre les poles des grands cercles dont font partie les arcs LL/,
L"L" mais il est évident qu'on doit prendre les poles qui sont situés semblablement

page 2



Recherches générales sur les surfaces courbes C.-F. Gauss

par rapport a ces arcs, c’est-a-dire que les deux poéles soient situés a droite, quand on
marche de L vers L', et de L vers L', ou bien tous les deux & gauche.

7°) Soient L, L', L" trois points sur la surface de la sphére, et posons, pour abréger,
cos(1) L=z, cos(2) L=y, cos(3) L= z,
cos(1)L'= o/, cos(2)L'= 1y, cos(3)L'= 7/,
cos(1)L"= 2", cos(2)L"'=y", cos(3)L"'= 2",
et

zy’z” +x/yllz —I—x”yz' —:L’y"z’ _ l‘lyZ” _ JCNyIZ — A.

Que A désigne celui des poles du grand cercle, dont I'arc LL’ fait partie, qui est placé
par rapport & cet arc de la méme maniére que le point (1) est placé par rapport a
Parc (2), (3). Alors on aura, d’apres le théoréme précédent,

yz' —y'z = cos(1)Asin(2)(3) sin LL',
ou, & cause de (2)(3) = 90 degrés,
yz' —y'2 = cos(1)Asin LL',
et, de la méme maniere,
zx’ — 2'x = cos(2)Asin LL,
zy — 'y = cos(3)Asin LL'.

Multipliant ces équations respectivement par z”’, 3", 2”, et ajoutant, nous obtiendrons,
au moyen du second théoreme rapporté au n°5,

A = cos \L" sin LL'

11 faut maintenant distinguer trois cas. Premiérement, chaque fois que L” est situé
sur le grand cercle dont fait partie 'arc LL’, on aura AL” = 90 degrés, et par suite,
A = 0. Mais quand L” est situé hors de ce grand cercle, on aura le deuzié¢me cas, s’il
est dans le méme hémisphere que A; le troisiéme, s’il est dans ’hémisphere opposé :
dans ces derniers cas, les points L, L', L formeront un triangle sphérique, et seront
placés, dans le deuxieme cas, dans le méme ordre que les points (1), (2), (3), et, dans
le troisiéme cas, dans I’ordre opposé. En désignant simplement par L, L', L” les angles
de ce triangle et par p la perpendiculaire menée, sur la surface de la sphére, du point
L" au co6té LL’, on aura

sinp=sin Lsin LL” =sinL'sin L’L"”, et ML" =90° Fp,

le signe supérieur devant étre pris dans le deuxiéme cas, et le signe supérieur dans le
troisieme. De la aussi nous tirons

sin L' sin LL'sinL'L"
sin L"” sin LL” sin L'L"”

+A =sin Lsin LL sin LL"

Il est d’ailleurs évident que le premier cas peut étre censé compris dans le deuxieme
ou le troisiéme, et I'on voit sans embarras que +A est égal a six fois le volume de la
pyramide formée entre les points L, L', L” et le centre de la sphére. Enfin, on tire de
1a avec la plus grande facilité, que la méme expression :l:%A exprime généralement
le volume d’une pyramide quelconque comprise entre l'origine des coordonnées et les
points dont x, y, z; x’, ¥/, 2’; 2", 3", 2" sont les coordonnées.
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Article III.

Une surface courbe est dite avoir une courbure continue en un point A situé sur
elle, si les directions de toutes les droites menées du point A a tous les points de
la surface infiniment peu distants de A, ne s’écartent qu’infiniment peu d’un seul et
méme plan passant par A : ce plan est dit tangent a la surface au point A. Si I'on
ne peut satisfaire a cette condition en quelque point, la continuité de la courbure
est interrompue en cet endroit, comme il arrive, par exemple, au sommet du cone.
Les recherches présentes seront restreintes aux surfaces courbes, ou aux portions de
surface, pour lesquelles la continuité de courbure n’est nulle part interrompue. Nous
observons seulement ici, que les méthodes qui servent a déterminer la position du plan
tangent perdent leur valeur pour les points singuliers dans lesquels la continuité de
courbure est interrompue, et doivent conduire a des indéterminations.

Article TV.

La situation d’un plan tangent est connue commodément par la position de la
droite qui lui est normale au point A; cette droite est dite aussi, normale a cette
surface courbe. Nous représenterons la direction de cette normale par le point L sur
la surface de la sphere auxiliaire, et nous poserons

cos(1)L =X, cos(2)L=Y, cos(3)L = Z,

nous désignons par x, y, z les coordonnées du point A. Soient, de plus, z+ dz, y+ dy,
z + dz les coordonnées d’un autre point A’ pris sur la surface courbe; ds sa distance
infiniment petite au point A; enfin A le point de la surface sphérique représentant la
direction de I’élément AA’. On aura aussi

dz = ds.cos(1)A\, dy = ds.cos(2)A, dz = ds.cos(3)A,
et, puisque 'on doit avoir AL = 90 degrés,
X cos(1)A + Y cos(2)A + Z cos(3)A = 0.
De la combinaison de ces équations dérive
Xdx+Ydy+ Zdz=0.

On a deux méthodes générales pour montrer le caractére d’une surface courbe. La
premiére méthode se sert de ’équation entre les coordonnées x, y, z, que nous suppo-
serons réduite a la forme W = 0, ou W sera fonction des indéterminées z, y, z. Soit
la différentielle complete de la fonction W,

dW = Pdx + Qdy + Rdz
on aura, pour la surface courbe,
Pdx+ Qdy+ Rdz =0,
et, par suite,
Pcos(1)X + Q cos(2)A + Rcos(3)A = 0.

Comme cette équation, de méme que celle que nous avons établie plus haut, doit
avoir lieu pour les directions de tous les éléments ds sur la surface courbe, on verra
facilement que z, y, z doivent étre proportionnels a P,Q, R, et, par suite, comme
X?+Y?+ 2% =1, on aura, ou

P B Q B R

VP2 +Q* + R? VP2 +Q?+ RY VP24 Q* + R?
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ou

_ —P _ -Q _ -R

—_— Y= —Y———— = —.
VP2 +Q*+ R? VP2 + Q2 + R? VP2 +Q? + R?

La seconde méthode exprime les coordonnées sous forme de fonctions de deux
variables p et ¢. Supposons que, par la différentiation de ces fonctions, il vienne

dz = adp + d’'dgq,
dy = bdp + ' dg,
dz = cdp + ¢’ dg.

Par la substitution de ces valeurs dans la formule donnée plus haut, on obtient
(aX +bY +cZ)dp+ (' X + VY + ' Z)dg = 0.

Comme cette équation doit avoir lieu indépendamment des valeurs des différentielles
dp, dgq, on devra avoir, évidemment,

aX +bY +cZ =0, dX+bVY+JZ=0
d’ott nous voyons que z, y, z doivent étre proportionnels aux quantités

b’ — cb, ca' —ac, ab’ — ba’.

Ainsi, en posant, pour abréger,

V(be! — )2 + (ca’ — ac')? + (ab/ — ba')? = A,

on aura, ou

X:bc’fcb/’ Y:ca’fac’ Z:ab’fba”

ou , ,
cb — b ac — ca ba’ — ab’

A A A

A ces deux méthodes générales, vient s’ajouter une troisieme, dans laquelle une
des coordonnées, z par exemple, se présente sous forme de fonction des deux autres z,
y. Cette méthode n’est évidemment autre chose qu’un cas particulier de la premiére
méthode ou de la seconde. Si ’on pose

X =

dz = tdx + udy,

on aura, ou

- —t B —Uu - 1
V12 +u? VI +u? VIt +u2
ou
t u —1

VI+ 2 +u?’ VI+ 2 +u?’ VI+2+u?
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Article V.

Les deux solutions trouvées dans I'art. [V précédent se rapportent, évidemment,
a des points opposés de la surface sphérique, ou a des directions opposées; ce qui
est dans la nature méme des choses, puisque ’on peut mener une normale aux deux
faces (plage) d’une surface courbe. Sil’on veut distinguer entre elles ces deux régions,
contigués a sa surface, et appeler I'une extérieure et 'autre intérieure, nous pourrons
attribuer a I'une et a l'autre normale sa solution convenable, au moyen du théoreme
développé dans le 7° de l’art. I, et en méme temps nous aurons un critérium pour
distinguer une région de I'autre.

Dans la premiére méthode, ce critérium sera donné par le signe de la valeur de
la quantité W. Généralement parlant, la surface courbe sépare les parties de 1’espace
pour lesquelles W a une valeur positive, des parties pour lesquelles la valeur de W
devient négative. Mais ce théoreme fait voir facilement que si W acquiert une valeur
positive vers la face extérieure, et que I’on congoive une normale menée en dehors, on
devra adopter la premiere solution. Du reste, dans chaque cas, on jugera facilement
si la méme regle pour le signe de W a lieu pour la surface entiere, ou si elle varie
avec les différentes parties. Tant que les coefficients P, (), R ont des valeurs finies, et
ne deviennent pas nuls tous les trois a la fois, la loi de la continuité empéchera toute
incertitude.

Si nous suivons la deuziéme méthode, nous pouvons concevoir sur la surface courbe
deux systémes de lignes courbes : I'un, pour lequel p est variable et ¢ constant ; ’autre,
pour lequel ¢ est variable, p constant ; la position mutuelle de ces lignes par rapport a
la région extérieure, doit décider laquelle des solutions il faut adopter. Toutes les fois
que les trois lignes suivantes, savoir, la branche de la ligne du premier systéme qui
partant de A croit avec p, la branche du second systeme partant de A et croissant avec
q, et la normale menée vers le coté extérieur, sont placées d’une maniére semblable a
celle des axes des x, y, z & partir de l'origine des abscisses (par exemple, si, tant pour
ces trois lignes que pour les trois autres, on peut concevoir la premiere dirigée vers la
gauche, la deuxiéme vers la droite, et la troisieme de bas en haut), la premiére solution
doit étre adoptée ; mais chaque fois que la position mutuelle des trois premiéres lignes
sera opposée a la position mutuelle des trois axes des x, y, z, la seconde solution aura
lieu.

Dans la troisiéme méthode il faut voir si, quand z prend un accroissement positif,
x et y ne changeant point, le passage se fait vers la région extérieure ou intérieure.
Dans le premier cas, pour la normale dirigée vers I’extérieur, la premieére solution aura
lieu ; dans le second cas, la seconde.

Article VI.

De méme qu’en transportant a la surface de la sphere la direction de la normale a la
surface courbe, a chaque point déterminé de cette surface répond un point déterminé
de la spheére; de méme aussi une ligne quelconque, ou une figure quelconque sur la
premieére surface, sera représentée par une ligne ou une figure correspondante sur
la seconde. Dans la comparaison de deux figures se correspondant de cette maniére
mutuellement, dont I'une sera comme 'image de l'autre, deux points essentiels sont
surtout a considérer; I’'un, quand on n’a égard qu’a la quantité seulement ; I'autre,
quand, en faisant abstraction des relations quantitatives, on ne s’attache qu’a la seule
position.

Le premier de ces points sera la base de quelques notions, qu’il parait utile d’ad-
mettre dans la doctrine des surfaces courbes. Savoir, a chaque partie de la surface
courbe enfermée dans des limites déterminées, nous assignons une courbure totale ou
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entiere, qui est exprimée par l'aire de la figure qui lui correspond sur la surface sphé-
rique. Il faut distinguer avec soin de cette courbure totale, la courbure en quelque sorte
spécifique, que nous appellerons mesure de la courbure : cette derniére est rapportée a
un point de la surface, et désignera le quotient qu’on obtient quand on divise la cour-
bure totale de ’élément superficiel adjacent au point par I'aire de cet élément, et, par
conséquent, indique le rapport des aires infiniment petites qui se correspondent mu-
tuellement sur la surface courbe et sur la surface sphérique. L’utilité de ces innovations
sera abondamment justifiée, comme nous l’espérons, par ce que nous expliquerons par
la suite. Quant a ce qui regarde la terminologie, nous nous sommes surtout attaché
a écarter toute ambiguité ; c’est pourquoi nous n’avons pas jugé convenable de suivre
strictement ’analogie de la terminologie ordinairement adoptée dans la doctrine des
lignes courbes planes (quoique non approuvée de tous), suivant laquelle par la mesure
de la courbure on eiit dii entendre simplement la courbure, et par courbure entiere,
I'amplitude. Mais pourquoi se montrer difficile sur les mots, pourvu qu’il n’y ait pas
vide d’idées, et que la diction ne donne pas lieu a une interprétation erronée ?

La position de la figure sur la surface sphérique peut étre semblable ou opposée
(inverse) a la position de la figure correspondante sur la surface courbe : le premier
cas a lieu, quand deux lignes sur la surface courbe, partant du méme point dans des
directions différentes, mais non opposées, sont représentées sur la surface de la sphere
par des lignes semblablement placées, savoir, quand 'image de la ligne placée a droite
est elle-méme a droite dans le second cas, le contraire a lieu. Nous distinguerons ces
deux cas par le signe positif ou négatif de la mesure de la courbure ; mais évidemment
cette distinction ne peut avoir lieu qu’autant que sur chaque surface nous prenons
une région déterminée, dans laquelle on doit concevoir la figure. Dans la sphere auxi-
liaire, nous emploierons toujours la face extérieure, opposée au centre ; dans la surface
courbe, on peut aussi adopter la face extérieure, ou celle qui est considérée comme
extérieure, ou plutdt la région a laquelle on congoit élevée une normale : car évidem-
ment, par rapport & la similitude des figures, rien n’est changé, si sur la surface courbe
on transporte a la région opposée tant la figure que sa normale, pourvu que son image
soit toujours peinte dans la méme région de la surface sphérique.

Le signe positif ou négatif, que nous avons assigné a la mesure de la courbure pour
la position d’une figure infiniment petite, nous I’étendons aussi a la courbure totale
d’une figure finie sur la surface courbe. Si cependant nous voulons embrasser cette
matiere dans toute sa généralité, il est besoin de quelques éclaircissements, que nous
ne ferons que toucher ici en passant. Quand la figure sur la surface courbe est de telle
nature qu’a chacun des points dans son intérieur répond sur la surface de la sphere
un point différent, la définition n’a pas besoin d’explication ultérieure. Mais chaque
fois que cette condition n’a pas lieu, il sera nécessaire de faire entrer en compte deux
ou plusieurs fois certaines parties de la figure sur la surface sphérique, d’ou, pour une
position semblable ou opposée, pourra naitre une accumulation ou une destruction.
Le plus simple, en pareil cas, est de concevoir la figure sur la surface courbe divisée en
parties telles, que chacune, considérée isolément, satisfasse a la condition précédente,
d’attribuer a chacune d’elles sa courbure totale, en en déterminant la quantité par
I'aire de la figure correspondante sur sa surface sphérique, et le signe par la position,
et enfin d’assigner a la figure entiere la courbure totale provenant de I'addition des
courbures totales qui répondent aux différentes parties. Ainsi généralement la cour-
bure totale d’une figure est égale & [ kdo, en dénotant par do I'élément de laire de
la figure, et par k la mesure de la courbure en un point quelconque. Quant a ce qui
appartient a la représentation géométrique de cette intégrale, ce qu’il y a de principal
sur ce sujet revient a ce qui suit. Au contour de la figure sur la surface courbe (sous
la restriction de lart.IIT) correspondra toujours sur la surface sphérique une ligne
revenant sur elle-méme. Si elle ne se coupe point elle-méme en aucun endroit, elle
partagera toute la surface sphérique en deux parties, dont I'une répondra a la figure
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sur la surface courbe, et dont laire (prise positivement ou négativement suivant que
par rapport & son contour elle est placée d’'une maniére semblable & celle de la figure
sur la surface courbe par rapport au sien, ou d’une maniére inverse), donnera la cour-
bure totale de cette derniere. Mais chaque fois que cette ligne se coupe elle-méme une
ou plusieurs fois, elle présentera une figure compliquée, & laquelle cependant on peut
attribuer une aire déterminée avec autant de raison qu’aux figures sans nceuds; et
cette aire, comprise comme elle doit 1’étre, donnera toujours une valeur exacte de la
courbure totale. Nous nous réservons cependant de donner & une autre occasion une
exposition plus étendue sur le sujet des figures congues de la maniére la plus générale.

Article VII.

Cherchons maintenant une formule pour exprimer la mesure de la courbure pour un
point quelconque de la surface courbe. En dénotant par do ’aire d’un élément de cette
surface, Zdo sera l'aire de la projection de cet élément sur le plan des coordonnées z,
y; et, par suite, si d¥ est l'aire de 1’élément correspondant sur la surface sphérique,
ZdY sera l'aire de la projection sur le méme plan : le signe positif ou négatif de Z
indiquera que la situation de la projection est semblable ou opposée a la situation de
I’élément projeté. Ces projections ont donc évidemment entre elles le méme rapport
quant a la quantité, et aussi le méme rapport quant a leur situation, que les éléments
eux-mémes. Considérons maintenant un élément triangulaire sur la surface courbe, et
supposons que les coordonnées des trois points, qui forment sa projection, sont

x’ y7
T + dz, y + dy,
T+ dx, y + oy,

Le double de laire de ce triangle sera exprimé par la formule
dz.dy — dy.dz,

et sous une forme positive ou négative, suivant que la position du c6té qui joint le
premier point au troisiéme par rapport au c6té qui joint le premier point au second
est semblable, ou opposée a la position de I’axe des coordonnées y, par rapport a ’axe
des coordonnées x.

Par conséquent, si les coordonnées de trois points, qui forment la projection de
I’élément correspondant sur la surface sphérique, prises a partir du centre de la sphere,
sont

X, Y,
X + dX, Y + dv,
X 46X, Y +6Y,

le double de l'aire de cette projection sera exprimé par
dX.0Y — dY.6X,

et le signe de cette expression se détermine de la méme maniere que ci-dessus. Donc
la mesure de la courbure en ce lieu de la surface sera
b — dX.0Y — dY.0 X

 dx.dy — dy.dx

Si nous supposons que la nature de la surface est donnée suivant le troisieme
mode considéré dans I'art. IV, on aura X et Y sous forme de fonctions des quantités
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x et y; dou

dX = %—;{daH— %—)y(dy,
5X = ‘%5% aa—)y(ay,
dy = %dwr %dy,
5Y = ?9—Y6x+ g—yay

Par la substitution de ces valeurs, I’expression précédente se change en celle-ci :

Posant, comme plus haut,

et de plus,

ou

X ovy 0X9Y
Ox Oy Oy Ox’

-, o
oxr 7 oy

S N

Ox2 Oz dy 0y?

dt =Tdz+ Udy,

nous aurons, d’apreés des formules données plus haut,

et, de 1a,

ou

et aussi

X =-tZ, Y =-uZ

dX = —Zdt —tdZ,
dY = —Zdu — udZ,
(1+t* +u?)dZ + Z(tdt + udu) = 0,

dZ = —Z3(tdt + udu),
dX = —Z3(1 +v?)dt + Z3tudu,

dY = +Z3tudt — Z3(1 + t?) du

X
= -
X
% =
oy

or
oy

B

Z3 (1 +u*)T + tul],
Z3[~(1+u*)U + tuV],
Z3tuT — (1 +tHU],

Z3[tuU — (1 +t*)V].

du =Udz + Vdy,

1+ +u?)2? =1,

En substituant ces valeurs dans l’expression précédente, il vient

k=Z%TV - U (1 +t* +u?) = ZY(TV - U?)

TV —U?

(1+¢2+u2)?
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Article VIII.

Par un choix convenable de l'origine et des axes des coordonnées, on peut faire
facilement que, pour un point déterminé A, les valeurs des quantités ¢, u, U s’éva-
nouissent. D’abord les deux premieres conditions sont remplies, si I’on prend le plan
tangent en ce point pour plan des coordonnées x, y. Si, de plus, on place l'origine en
ce point, ’expression des coordonnées z acquiert évidemment cette forme,

__ 10,2 o 1ys/0,2
z=5T°2"+ U zy + 5V°y" + Q,
ou € sera d’un ordre plus élevé que le second. Faisant ensuite tourner dans leur plan
les axes des x, y d'un angle M, tel qu’on ait

2U°
tan2M = —
an TO—VO’

on voit facilement que ’équation prendra cette forme,

z=3T2* + VY + Q

et 'on satisfait ainsi a la troisieme condition. Cela fait, on voit que :

1°) Si la surface courbe est coupée par un plan normal, et passant par l'axe des

coordonnées z, le rayon de courbure de la section au point A sera égal a %, le signe

positif ou négatif indiquant que la courbe tourne sa concavité ou sa convexité vers la
région ou les coordonnées z sont positives.

2°) De la méme maniére, % sera au point A le rayon de courbure d’'une courbe
plane, section de la surface courbe par le plan passant par le plan des y, z,

3°) En posant = rcosp,y = rsinp, on a
z = %(TCOSQ@—i—VSichp) +Q

d’ou l'on conclut que, si la section est faite par un plan normal en A a la surface, et
faisant avec 'axe des x 1’angle ¢, le rayon de courbure au point A sera égal a

1
Tcos? p+ Vsin?p’

4°) Chaque fois donc qu’on aura T' = V| les rayons de courbure seront égaux dans
tous les plans normaux. Mais, si T et V' sont inégaux, il est évident, puisque, pour une
valeur quelconque de I'angle ¢, T cos? ¢+ V sin? ¢ tombe entre T et V, que les rayons
de courbure dans les sections principales, considérées dans les 1° et 2°, se rapportent
aux courbures extrémes, savoir : I'un a la courbure maximum, l'autre a la courbure
minimum, si T et V sont affectés du méme signe ; et, au contraire, I’'un a la plus grande
convexité, 'autre a la plus grande concavité, si T' et V ont des signes contraires. Ces
conclusions contiennent presque tout ce que l'illustre Euler nous a enseigné le premier
sur la courbure des surfaces.

5°) La mesure de la courbure de la surface en un point A prend I’expression trés-
simple k = TV, d’otl nous avons :

Théoréme. La mesure de la courbure en un point quelconque d’une surface est égale
a une fraction, dont le numérateur est l'unité, et dont le dénominateur est le produit
des deux rayons de courbures extrémes dans les sections faites par les plans normaux.

On voit en méme temps que la mesure de la courbure est positive pour les surfaces
concavo-concaves ou convexo-convexes (ce qui ne fait pas une différence essentielle),

page 10

19]

[20]



Recherches générales sur les surfaces courbes C.-F. Gauss

et négative pour les concavo-convexes. Si la surface est composée de parties de chaque
espece, sur leurs confins la mesure de la courbure devra s’annuler. On s’étendra plus
longuement dans la suite sur la nature des surfaces courbes pour lesquelles la mesure
de la courbure est partout nulle.

Article IX.
. L [21]
La formule générale pour la mesure de la courbure donnée a la fin de l’art. VII est
de toutes la plus simple, puisqu’elle implique seulement cing éléments; nous serons
conduits a une formule plus compliquée, renfermant neuf éléments, si nous voulons
employer la premiére maniére d’exprimer la nature d’une surface'. En conservant les
notations de ’art. IV, nous poserons, de plus,
oW _p o*wW —0 o*w _
Ox2 T 9y ’ 022 ’
o*wW _ pr o*wW _ o*wW _
Oy Oz " Oz 0z T Oxdy ’
de sorte qu’on ait
dP = P'dx +R'dy + Q" dz,
dQ = R"dx +Q'dy + P" dz,
dR = Q"dz+P"dy + R d=.
Comme on a déja t = f%, nous trouvons, par la différentiation,
R?*dt = — RAP + PdR = (PQ" — RP')dz + (PP" — RR")dy
+ (PR — RQ")dz,
ou, en éliminant dz a 'aide de I’équation Pdx + Qdy + Rdz =0,
R3*dt = (~R*P’' +2PRQ" — P?’R')dx
+ (PRP" + QRQ" — PQR' — R*R")dy.
On obtient, en outre, de la méme maniere,
R3du = (PRP" + QRQ" — PQR' — R*R")dx
+ (—R?Q’ +2QRP" — Q*R')dy.
Nous tirons de la, [22]

R3T = —R?P’' + 2PRQ" — PR/,
R3U = PRP" + QRQ" + PQR' — R*R",
R3V = —R*Q' + 2QRP" — Q*R/.

En substituant ces valeurs dans la formule de I'art. VII, nous obtenons, pour la mesure
de la courbure k, 'expression symétrique suivante,

(PQ T Q2 + R2)2k —_ PQ(Q/R/ _ P//Z) + QQ(P/R/ _ Q//Q)
+R2(P/Q/ _ R//2) + 2QR(Q//R// _ P/P//)
+ 2PR(P//RI/ _ Q/Q//) + 2PQ(P//Q// _ R/R//)

1. Voir page 9 (de la traduction originale).
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Article X.

On obtiendra une formule encore plus compliquée, composée de quinze éléments,
en suivant la seconde méthode générale 2 pour exprimer la nature des surfaces courbes.
Il est cependant tres important de I’élaborer aussi.

En conservant les signes de l'art. IV, posons, en outre,

i Pe 0k
op2 opdg o2
@:ﬁ 82?] :5/ @:ﬁ//
opr 7 0Opdq T 0¢? ’
Y P R
ap2_77 apaq_’77 an_’y
Faisons encore, pour abréger,
bc' —cb = A,
ca' —ac = B,
abl —ba' = C.
On a d’abord
Adz 4+ Bdy+ Cdz =0,
ou

A B
dz——adx—édy

mais aussi, quand z est considérée comme fonction de x,y, on a
0z f A
oxr ~  C’
0z B
—=u=——.
oy C

Nous tirons de dz = adp + a’dg, dy = bdp + b’ dg,

Cdp =bdz —ad'dy,
Cdq = —bdzx + ady,

Les différentielles compleétes de ¢ et de u sont donc

ocC 0A 0A ocC
3 _ - i / 4 o e _
CPdt = <A o Cap>(b de —d'dy) + (C 94 A 8q)(bd:ﬂ ady),
. oC 0B 0B ocC
3 _ o il / ! o - _
C°du = <B op C 8p)(b dz —a'dy) + (C’ 34 B aq)(bdz ady).

2. Cette seconde méthode est un systéme de coordonnées, longitudes et latitudes, généralisé.
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Si maintenant, dans ces formules, nous substituons

0A
——=df+by —cf —br,
op
0A
G2 B by — B — b,
dq

B
9B _ a'y+ca —ay —ca,
op

B
87 =dy +ed —ay — o,
dq
oC
— =bVa+af —ba —d'B,
Ip
oC
& Vo taf’ —ba — B,
dq

et si nous considérons que les valeurs des différentielles d¢, du, ainsi obtenues, doivent
étre respectivement égales, indépendamment des différentielles dz, dy, aux quantités
Tdxr + Udy, Udx + V dy, nous trouverons, apres quelques transformations qui se
présentent assez naturellement, [24]
C*T = oAb + BBY? + 7Cb"”
— 20’ AbY — 28’ Bbb' — 2+'Cbb
+ a//AAbQ 4 5”Bb2 + 7”Cb2,

C3U = —aAd't — BBd'Y —~Ca'V
+ ' A(ab’ +ba’) + ' B(ab’ + ba’) ++'C(ab’ + ba'),
—a”"Aab — " Bab — ~v'Cab,

C3V = aAd’? + BBa’? +yCd?
— 20/ Aaad’ — 28 Baa' — 2/ Cad’
+ O//Aa,2 —|—ﬁ”Ba2 +7//Ca2'

Si donc, pour abréger, nous posons

(1) Aa + BB+ Cy = D,
(2) Ad' + BB +Cv =D,
(3) Aa// + Bﬂ// + C’YI/ — D//,
on a

C3T = Db? —2D'bb’ + D"b?,
C*U = —Dad't/ + D'(ab/ + ba’) — D" ab,
C3V = Da? — 2D'ad’ + D"a?.
De la, en faisant le développement,
CS(TV —U?) = (DD" — D"*)(ab/ — ba’)* = (DD" — D"*)C?,
et, par conséquent, la formule, pour la mesure de la courbure,

DD — D/2

=@ rog
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Article XI.

A T'aide de la formule que nous venons de trouver, nous en établirons une autre,
qui doit étre rangée parmi les théoremes les plus féconds dans la doctrine des surfaces
courbes. Introduisons les notations suivantes :

a?+ b+ =F,
aa’ +bb +cd = F,
a? + v+ ? =G,
ac+ bB 4+ ¢y =m,
ao/ + b8 +cy =m/,
ad’ + 08" +cy' =m”,
da+bB+cy=n,
ado +Vp +cy =,
ad" +V B+ =n",
A*+B*+C?=EG - F? = A.

N

~ ot
— D — D D

(=2}

A~ o~~~
oo

=)

Eliminons des équations (1), (4), (7) les quantités 3, 7, ce que nous ferons en les
multipliant par b’ — cb’, ¥’C — ' B, ¢B’ — bC et les ajoutant, il viendra

[A(bd — cb) + a(V'C — ¢ B) + d/(¢B — bC)]a
= Db —cb') + m'C — ¢ B) + n(cB — bC),

équation que nous transformons facilement en celle-ci,
AD = aA + a(nF — mG) + a'(mF — nE).

De la méme maniére, I’élimination des quantités «, v ou «, 3, des mémes équations,
donne

BD = BA +b(nF —mG) + V' (mF —nkE),
CD =~A +¢(nF — mG) + ¢ (mF — nE).

En multipliant ces trois équations par o/, 8", 7", et les ajoutant, on obtient
(10) DD" = (ad” + BB" +vy")A +m" (nF — mG) +n" (mF — nE).
Si nous traitons de la méme maniére les équations (2), (5), (8), il vient

AD' =d'A+a(n'F —m'G) +d' (m'F —n'E),
BDI — B/A+ b(n/F _ m/G) + b/(mlF _ n/E),
CD' =~vA+c(n'F—m'G)+(m'F —n'E);

ces équations étant multipliées par o/, 8, v/, leur addition donne
D? = (a? + 8% +9?)A+m/(n'F —m'G) +n/(m'F —n'E).
La combinaison de cette équation avec 1’équation (10) donne

DD" — D2 —(aa” + BB" + 7" — o2 — B 7/2)A
+ E(n? —nn") + F(nm” — 2m/n’ +mn”) + G(m'> — mm”).
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Il est évident qu’on a
oF OF OF 0
— =2 —— —9m/ 2 Al ’
ap m, 94 m, ap m +n, f +n,
%:211'7 %:271”,
op dq
ou
_19E mt = 19F n_ OF 109G
2op’ 20q’ dg  *0p’
_oF 0B o =196 n_19G
dp 209q’ 20p’ 20q’
D’ailleurs on peut facilement s’assurer qu’on a
on on'  Om"” Om/
" " mo_ 2 g2 g2 Y0 Y0 _
LOPE  0°F | 0%G

-2 g2 +3p6q_§8p2.

Si nous substituons ces diverses expressions dans la formule que nous avons trouvée
a la fin de l'art. X précédent pour la mesure de la courbure, nous parvenons a la
formule suivante, qui ne contient que les seules quantités E, F', G, et leurs quotients

différentiels du premier et du second ordre,

oC 0G _OF oG  [0G\*
— 2y2 — - - -
4(EG — F*)?k anaq 8p5q+<8p)
0BG  OBOG _,0BOF | OFOF _,0F 0G
Op 0qg = Oq Op dq 0q Op Oq Op Op
0BG _,0BOF (OB’
Op Op dp 0q dq
O2F 2F 982G
— J— 2 J—
2AEG—F )(an 28p3q + ap2)

Article XII.

Comme on a

dz? 4+ dy? + d2? = Edp? + 2F dpdq + Gd¢?,

on voit que \/ Edp? + 2F dpdqg + G dq? est I'expression générale de I’élément linéaire
sur une surface courbe. L’analyse développée dans l’article précédent nous apprend
ainsi que, pour trouver la mesure de la courbure, on n’a pas besoin des formules finies,
qui donnent les coordonnées x, y, z comme des fonctions des indéterminées p, ¢, mais
qu’il suffit de I'expression générale de la grandeur d’un élément linéaire quelconque.
Procédons a quelques applications de cet important théoréme.

Supposons que notre surface courbe puisse étre développée sur une autre surface,
courbe ou plane, de fagon qu’a chaque point de la premiere surface, déterminé par les
coordonnées z, y, z, réponde un point déterminé de la seconde surface, dont les coor-
données soient 2/, v/, 2. Evidemment z’, v/, 2’ pourront aussi étre considérées comme
des fonctions des indéterminées p, ¢, d’olt viendra, pour 'élément /da2 + dy? + dz2,

I’expression

VE'dp? + 2F dpdq + G d¢?,
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E', F', G’ désignant aussi des fonctions de p, g. Mais on voit, par la notion méme du
développement d’une surface sur une surface, que les éléments correspondants sur les
deux surfaces sont nécessairement égaux, et qu’ainsi on a identiquement

E=F, F=F, E=¢
donc la formule de D’article précédent conduit spontanément a ce beau théoréeme :

Théoreme. Si une surface courbe est développée sur une autre surface quelconque,
la mesure de la courbure en chaque point reste invariable. Evidemment aussi, une
partie quelconque finie d’une surface courbe, aprés son développement sur une autre
surface courbe, conservera la méme courbure totale.

Le cas spécial, auquel les géometres ont restreint jusqu’ici leurs recherches, consiste
dans les surfaces développables sur un plan. Notre théorie apprend spontanément que
la mesure de la courbure de telles surfaces en un point quelconque est zéro; par
conséquent, si leur nature est exprimée suivant la troisieme méthode, on aura partout

o (02N
0x? 0y? oxdy)

Ce critérium, quoique bien connu, n’est pas démontré la plupart du temps, a notre
avis du moins, avec la rigueur qu’on pourrait désirer.

Article XIII.

Ce que nous avons exposé dans D'art. XII précédent se rattache a une maniere
particuliére de considérer les surfaces, digne au plus haut point d’étre cultivée avec
soin par les géomeétres. Quand 1’on considere une surface non comme la limite d’un
solide, mais comme un solide flexible quoique inextensible, dont une des dimensions
est regardée comme évanouissante, les propriétés de la surface dépendent, en partie
de la forme & laquelle on la congoit réduite, en partie sont absolues, et restent in-
variables, suivant quelque forme qu’on la fléchisse. C’est a ces dernieéres propriétés,
dont la recherche ouvre a la géométrie un champ nouveau et fertile, que doivent étre
rapportées la mesure de la courbure et la courbure totale, dans le sens que nous avons
donné a ces expressions; a elles aussi appartiennent la doctrine des lignes les plus
courtes, et la plus grande partie de ce que nous nous réservons de traiter plus tard.

Dans ce genre de considérations, une surface plane et une surface développable sur
un plan, par exemple une surface cylindrique, conique, etc., sont regardées comme es-
sentiellement identiques, et la maniere naturelle d’exprimer généralement le caractére
de la surface ainsi considérée est toujours fondée sur la formule

VEdp? + 2F dpdq + Gdg?,
qui lie I’élément linéaire aux deux indéterminées p, q. Mais, avant de poursuivre

ultérieurement ce sujet, il faut s’occuper d’abord des principes de la théorie des lignes
de plus courte distance sur une surface courbe.
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Article XIV.

La nature d’une ligne courbe dans I’espace est donnée généralement de telle sorte,
que les coordonnées x, y, z répondant & ses divers points, se présentent sous la forme
de fonctions d’une variable que nous dénoterons par w. La longueur d’une telle ligne,
depuis un point initial arbitraire jusqu’au point dont les coordonnées sont z, y, z est
exprimée par 'intégrale

dz )\ dy 2 dz\?
/ w\/(dw) + <dw) * <dw>
Si 'on suppose que la position de la ligne courbe éprouve une variation infiniment

petite, de facon que les coordonnées des divers points recoivent les variations dz,
0y, 0z, on trouve la variation de toute la longueur

B dzd(dz) + dyd(dy) + dzd(dz2)
Vda? + dy? + d2? ,

expression que nous changeons en cette forme,

oxd dz
\/dx2 + dy? + dz2

dxdz + dydy + dzdz _ L sud dy
JdZ 1 i 1 42 YN\ Va2 + d + a2

+0zd dz
Vda?2 + dy? + dz2

Dans le cas ou la ligne est la plus courte entre ses points extrémes, on sait que tout
ce qui se trouve sous le signe intégral doit s’évanouir. Quand la ligne doit étre sur une
surface donnée par 1’équation

Pdx + Qdy + Rdz =0,
les variations dx, 0y, 0z doivent satisfaire aussi a I’équation
Pox+Qdy+ Rz =0;

d’ou, par des principes connus, on voit facilement que les différentielles

d dz d dy d dz
\/dx2+dy2+d22 ’ \/de—l—dyQ—i—sz ’ \/dx2+dy2+dz2 ’

doivent étre respectivement proportionnelles aux quantités P, ), R. Soient mainte-
nant dr ’élément d’une ligne courbe, A un point sur la surface de la sphere représen-
tant la direction de cet élément, L un point sur la surface de la spheére représentant
la direction de la normale a la surface courbe; soient enfin &, 7, ¢ les coordonnées du
point A, et z, y, z les coordonnées du point L par rapport au centre de la sphere. On
aura ainsi

dz = &dr, dy = ndr, dz = (dr;
d’out il résulte que les différentielles ci-dessus deviennent d¢, dn, d¢. Et comme les
quantités P, @), R sont proportionnelles a z, y, z, le caractere de la ligne de plus
courte distance consiste dans les équations
d¢ dnp d¢

X Y 7z’
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Du reste, on voit facilement que /d&2 + dn2 + d¢? est égal, sur la surface sphé-
rique, au petit arc qui mesure I'angle compris entre les directions des tangentes, au

r
commencement et a la fin de ’élément dr, et que, par suite, il est égal & —, si p

dénote le rayon de courbure en ce lieu de la courbe la plus courte. On aura ainsi
pd¢ = X dr, pdn =Y dr, pd¢ = Zdr.

Article XV.

Supposons que sur la surface courbe, il parte d’'un point donné A une multitude
de courbes de plus courte distance, que nous distinguerons entre elles par I’angle que
forme le premier élément de chacune d’elles avec le premier élément de 1'une de ces
lignes prise pour la premiere; soient ¢ cet angle, ou plus généralement une fonction
de cet angle, et r la longueur de la ligne la plus courte du point A jusqu’au point
dont les coordonnées sont z, y, z. Comme, a des valeurs déterminées des variables
r, @, répondent des points déterminés de la surface, les coordonnées z, y, z peuvent
étre considérées comme des fonctions de r, ¢. Nous conserverons d’ailleurs la méme
signification que dans l'art. XIV précédent aux notations A\, L, &, n, (, X, Y, Z, de
fagon a les rapporter généralement & un point quelconque d’une quelconque des lignes
de plus courte distance.

Toutes les lignes de plus courte distance, qui sont d’une égale longueur r, se ter-
mineront a une autre ligne, dont nous désignerons par v la longueur comptée d’une
origine arbitraire. On pourra ainsi considérer v comme une fonction des indétermi-
nées et si nous désignons par un point sur la surface de la spheére correspondant a la
direction de I’élément dv, et par &, 1, (' les coordonnées de ce point par rapport au
centre de la sphére, nous aurons

oz , 0v oy  ,0v 0z , 0v

dp C0p  dp Tap 9 °0yp

De la et de
Ox _¢ @ B 0z

5_ _C7

ar or
il suit - - b s ) )
Qv Oydy 020z oo s oon OV 00
87’a¢+87“3<,0+8r8<p (€€ +m +<C)3g0 COS AN i

Désignons le premier membre de cette équation, qui sera aussi fonction de r, ¢, par
S'; sa différentiation suivant r donne

9S8 P’z dx O*ydx 0%°2dz | 9 oz oy 2 02\ >

=t —t s —ti () Tl) (=

ar  0r2 ¢  0r2 ¢  0r? ¢ dp \ \ Or or or
_ 00z onoy 9(0z 0

Torde | ordy + Ordp  20p

Mais €2 + n? + (2 = 1 par suite, sa différentielle est égale & zéro, et, par l'article
précédent, nous avons, si p désigne toujours le rayon de courbure dans la ligne r,

66 _X v X _z
o p’ or  p’ o p’
Nous obtenons ainsi
05 1 ov 1 ov
7:*X/ YI 217:7 L)\iz
ar p( §+Yn + C)&p pcos o 0,
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puisque )\ est situé sur le grand cercle dont le pdle est L. De la nous concluons que S
est indépendant de r, et, par conséquent, fonction seulement de ¢ ; mais pour r = 0,
il est évident qu’on a v = 0, par conséquent aussi dv/dy, et S = 0 indépendamment
de . Ainsi, nécessairement, on devra avoir généralement S = 0, et aussi cos AN = 0,
c’est-a-dire A\ = 90°. De 1A nous tirons :

Théoreme. — Si 'on méne sur une surface courbe d’un méme point initial une
multitude de lignes de plus courte distance de méme longueur, la ligne qui joindra
leurs extrémités sera normale a chacune d’elles.

Nous avons tenu a déduire ce théoréme de la propriété fondamentale des lignes de
plus courte distance. Du reste, on peut se convaincre de sa vérité, sans aucun calcul,
par le raisonnement suivant : Soient AB, AB’ deux lignes de plus courte distance de
méme longueur, comprenant en A un angle infiniment petit; et supposons que 'un
des angles de I’élément BB’ avec les lignes BA, BA’ differe d’une quantité finie de
I’angle droit, d’ou, par la loi de la continuité, I'un sera plus grand, I'autre moindre
que l'angle droit. Supposons que 'angle en B = 90° — w, et prenons sur la ligne AB
un point C, tel qu’on ait

BC = BB’ cosecw

Comme on peut considérer le triangle infiniment petit BB’'C' comme plan, on aura
CB' = BC cosw,
et, par suite,

AC + CB' = AC + BC cosw
= AB — BC(1 — cosw)
= AB' — BC(1 — cosw),

c’est-a-dire le passage du point A & B’ par le point C plus court que la ligne de plus
courte distance; ce qui est absurde.

Article XVI.

Au théoréme de I'art. XV précédent, nous associons un autre théoréme, que nous
énoncons ainsi : 5%, sur une surface courbe, on congoit une ligne quelconque, de chacun
des points de laquelle partent, sous des angles droits et vers la méme 1égion, une
quantité innombrable de lignes de plus courte distance de méme longueur, la courbe
qui joindra leurs autres extrémités, les coupera toutes sous des angles droits. Pour le
démontrer, on n’a rien a changer a ’analyse précédente, si ce n’est que ¢ doit désigner
la longueur de la courbe donnée comptée d’un point arbitraire, ou, si ’on aime mieux,
une fonction de cette longueur. Ainsi, tous les raisonnements auront également lieu,
avec cette modification, que la vérité de I’équation S = 0 pour r = 0 est maintenant
comprise dans 'hypothese méme. Du reste, cet autre théoréme est plus général que le
précédent, qu’il peut aussi étre censé comprendre, si pour ligne donnée nous adoptons
un cercle infiniment petit décrit autour de A comme centre. Enfin, nous avertissons
qu’ici encore des considérations géométriques peuvent tenir lieu de ’analyse. Comme
elles se présentent assez naturellement, nous ne nous y arréterons pas.
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Article XVII.

Revenons a la formule \/ Edp? + 2Fdpdg + Gdg?, qui exprime généralement la
grandeur de I’élément linéaire sur une surface courbe, et, avant tout, examinons la
signification géométrique des coefficients E, F, G. Déja, dans 'art. V, nous avons
averti qu’on peut concevoir, sur la surface courbe, deux systémes de lignes : I'un, pour
lequel p seul est variable, g constant ; 'autre, dans lequel g seul est variable, p constant.
Un point quelconque de la surface peut donc étre considéré comme l'intersection d’une
ligne du premier systéme avec une ligne du second ; et alors ’élément de la premiere
ligne adjacente & ce point, et répondant & la variation dp, sera égal & v/E dp et I'élément
de la seconde ligne répondant & la variation dg sera égal & VG dg enfin, en désignant
par 6 l'angle compris entre ces éléments, on voit facilement que cosw = ——. Et

VEG

l’aire de I’élément du parallélogramme compris sur la surface courbe entre deux lignes
du premier systeme, auxquelles répondent ¢, g+ dg, et deux lignes du second systeme,
auxquelles répondent p, p + dp, sera vV EG — F2dpdg.

Une ligne quelconque sur la surface courbe, n’appartenant a aucun de ces systemes,
prend naissance quand p et ¢ sont regardés comme fonctions d’une variable nouvelle,
ou l'une comme fonction de l'autre. Soit s la longueur d’une telle courbe comptée
d’une origine arbitraire, et vers une direction quelconque regardée comme positive.
Désignons par 6 I'angle fait par ’élément ds = \/Edp2 + 2Fdpdq + Gdg?, avec une
ligne du premier systéme menée par l'origine de 1’élément, et, pour ne laisser aucune
ambiguité, nous supposerons que cet angle part toujours de cette branche de la ligne
pour laquelle les valeurs de p augmentent, et qu’on le prend positivement du c6té vers
lequel les valeurs de g augmentent. Cela ainsi compris, on voit facilement qu’on a

Edp+ Fd
cosfds = \/Edp—i— \/écoswdq — Ldp+ f1dg

VE
v/ _ 2
sinfds = VGsinwdg = E\GFEqu

Article XVIII.

Nous chercherons maintenant quelle est la condition pour que cette ligne soit la
plus courte. Puisque la longueur de s est exprimée par 'intégrale

5= / VEdp? + 2F dpdq + Gdg?,

la condition du minimum exige que la variation de cette intégrale, venant d’un chan-
gement infiniment petit dans la situation de cette ligne, devienne zéro. Le calcul, pour
cette recherche, se fait plus commodément dans ce cas, si nous considérons p comme
fonction de ¢. Cela fait, si la variation est désignée par la caractéristique §, nous avons

(%—5 dp? + 2%—5 dpdg + % dq2)5p + (2Edp + 2F dq)d(dp)

05 = 2ds
Edp+ Fdgq
ds
oF oF oG
5 o W? + 25, dpdg + 57 dg* o Edp+ Fdg
+ P 2ds ds ’
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et ’on sait que ’expression sous le signe intégral doit s’évanouir indépendamment de
p. On a ainsi

OF oF oG

— dp? + 2—dpdg + —d¢® = 2dsd

op W T2, pdat 5 de (
dsd(FE cos )

VE

_ (Edp“Lng)dE —2VEG - F2dqdf

Edp+ F E E
<dp+dq>(8 dp+ 2 dq)—wEG—F?dqde

E 0 aq

S

Edp+qu)

= 2dsd(VEcosf) = —2dsdf VEsinf

De la nous tirons, pour la ligue la plus courte, ’équation de condition suivante :

VEG =P =4 dp+ dp o+ 45y - - 1 g
qu’on peut aussi écrire ainsi :
VEG — F2d0 = %ng—k %aa—fdp— %I;dp— %%dq
Du reste, a ’aide de I’équation
E Op F
VEG—F20q ' VEG-F?

on peut éliminer, de la précédente équation, I'angle 6, et développer ainsi I’équation
différentielle du second ordre entre p et ¢, qui se trouverait cependant plus compliquée
et moins utile pour les applications que la précédente.

cot @ =

Article XIX.

Les formules générales que nous avons trouvées pour la mesure de la courbure
et pour la variation de direction de la ligne de plus courte distance dans ’art. XI et
Part. XVIII, deviennent beaucoup plus simples, si les quantités p, ¢ sont choisies de
telle sorte que les lignes du premier systéme coupent toujours orthogonalement les
lignes du second systéme, c’est-a-dire de telle sorte, qu'on ait généralement w = 90°
ou F' = 0. Alors on a, pour la mesure de la courbure,

2
aprak = p2E 00 E<8G> +goEC G<8E>

0q Oq Op Jdp Op dq
0’E  9°G
—2EG( e+ )

et, pour la variation de I'angle 6,

oE oG
VEGA) = L=—dp— 1 ="dq.
G 28(] D Zap q

Parmi les divers cas dans lesquels a lieu cette condition d’orthogonalité, tient
le premier rang celui ou toutes les lignes de 'un ou lautre systéme, par exemple
du premier, sont des lignes de plus courte distance. La, en effet, pour une valeur
constante de ¢, I’angle 6 devient zéro; d’out I’équation qu’on vient de donner pour la
variation de # montre qu’on doit avoir dFE/dq = 0, ou que le coefficient E doit étre
indépendant de ¢, c’est-a-dire que E doit étre ou constant ou fonction seulement de
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p. Le plus simple sera d’adopter pour p la longueur méme de chaque ligne du premier
systeme, et méme chaque fois que toutes les lignes du premier systéme concourent
en un point, de compter cette longueur de ce point, ou, s’il n’y a pas de commune
intersection, d’une ligne quelconque du second systeme. Ceci compris, on voit que p
et ¢ désignent maintenant les mémes quantités que, dans I'art. XV et I'art. XVI, nous
avions exprimées par r et p, et qu'on F = 1. Ainsi, les deux formules précédentes se
transforment en celles-ci :

2 2
Mﬁk:(aG> —2GaG

op op?’
VGdo = —%Z—qu,
P
ou, en posant \/é =1m,
1 0%>m om
k=———— df = ———d
m Op?’ 0

Généralement parlant, m sera fonction de p,q, et mdq lexpression de 1’élément
d’une ligne quelconque, du second systéme. Mais dans le cas particulier ou toutes
les lignes p partent du méme point, évidemment, pour p = 0, on doit avoir m = 0
donc si, dans ce cas, nous adoptons pour g I’angle méme que le premier élément d’une
ligne quelconque du premier systeme fait avec I’élément de I'une d’elles arbitrairement
choisie, comme pour une valeur infiniment petite de p, I’élément d’une ligne du second
systéme (qu’on peut considérer comme un cercle décrit du rayon p), est égal pdg, on
aura, pour une valeur infiniment petite de p,m = p, et ainsi, pour p = 0, on aura en
méme temps m =0 et Im/dp = 1.

Article XX.

Arrétons-nous encore a la méme supposition, savoir, que p désigne la longueur de
la ligne la plus courte, menée d’un point déterminé A & un point quelconque de la
surface, et g 'angle que le premier élément de cette ligne fait avec le premier élément
d’une autre ligne donnée de plus courte distance, partant de A. Soient B un point
déterminé sur cette ligue pour laquelle ¢ = 0, et C' un autre point déterminé de la
surface, pour lequel nous désignerons simplement par A la valeur de g. Supposons
les points B et C' joints par la ligne la plus courte, dont les parties, comptées du
point B, seront désignées, comme dans l’art. XVIII, par s, et, comme dans ce méme
article, § désignera ’angle qu’un élément quelconque ds fait avec ’élément dp soient
enfin 6°,0' les valeurs de I'angle 6 aux points B et C. Nous avons ainsi sur la surface
courbe un triangle formé par des lignes de plus courte distance, dont les angles en B
et C, que nous désignerons simplement par ces mémes lettres, seront égaux, 'un au
complément de 6° & 180 degrés, autre a 1’angle §’. Mais comme il est facile de voir,
par notre analyse, que tous les angles sont exprimés, non en degrés, mais en nombres,
de fagon que l'angle 57°17'45"” | auquel correspond ’arc égal au rayon, est pris pour
unité, on doit poser, en désignant par 27 la circonférence du cercle,

0°=x—B, ¢ =C.

Cherchons maintenant la courbure totale de ce triangle, qui est égale & [ kdo, do
désignant 1’élément superficiel du triangle; et comme cet élément est exprimé par
mdpdgq, il faut prendre l'intégrale f f kmdpdg pour toute la surface du triangle.

1 0*m
Commengons par 'intégration suivant p, laquelle, a cause de k = E R donne
m op
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om
dg (const. — ) pour la courbure totale de laire située entre les lignes du premier

dp
systeme auxquelles correspondent les valeurs de la seconde indéterminée ¢, q + dg.
Comme cette courbure doit devenir nulle pour p = 0, la quantité constante introduite
m
par l'intégration doit étre égale a la valeur de — pour p = 0, c’est-a-dire a l'unité.

Ip
. om .. om
Nous avons ainsi dg [ 1 — o ) ou il faut prendre pour o la valeur correspondante

a la fin de cette aire sur la ligne C'B. Mais, dans cette ligne, on a, par le paragraphe
précédent,

—dg = —dé,

Op e
d’oul notre expression se change en dg + df. Par une seconde intégration prise depuis
g = 0 jusqu’a ¢ = A, nous obtenons la courbure totale du triangle

=A+0 -0°=A+B+C—m.

La courbure totale est égale a l'aire de cette partie de la surface sphérique qui corres-
pond au triangle, affectée du signe positif ou négatif, suivant que la surface courbe,
sur laquelle est situé le triangle, est concavo-concave ou concavo-convexe ; pour unité
d’aire, on doit prendre le carré, dont le coté est 'unité (le rayon de la sphére), et, par
suite, la surface totale de la sphere égale 47. La partie de la surface sphérique corres-
pondante au triangle est ainsi, a la surface entiére de la sphere, comme +(A+B+C—)
est & 4. Ce théoréme, qu’on doit regarder, si nous ne nous trompons, comme un des
plus élégants de la théorie des surfaces courbes, peut aussi étre énoncé de la maniére
suivante :

L’exces sur 180 degrés de la somme des angles d’un triangle formé sur une sur-
face courbe concavo-concave par des lignes de plus courte distance, ou la différence a
180 degrés de la somme des angles d’un triangle formé sur une surface courbe concavo-
conveze par des lignes de plus courte distance, a pour mesure l’aire de la partie de la
surface sphérique qui correspond d ce triangle, par les directions des normales, pourvu
qu’on égale la surface entiére a 720 degrés.

Plus généralement, dans un polygone quelconque de n c6tés, formés chacun par des
lignes de plus courte distance, 'exces de la somme des angles sur (2n —4) droits, ou la
différence a (2n—4) droits (suivant la nature de la surface courbe), est égal a 'aire du
polygone correspondant sur la surface de la spheére, comme il découle spontanément
du théoreme précédent par le partage du polygone en triangles.

Article XXI.

Rendons aux lettres p, ¢, E, F, G, 7 les significations générales que nous leur
avions données plus haut, et supposons, en outre, que la nature de la surface courbe
est déterminée d’une manieére semblable par deux autres variables p’, ¢/, dans laquelle
I’élément linéaire s’exprime par

\/E’ dp’? + 2F"dp’ dg’ + G’ dq’2,

Ainsi, & un point quelconque de la surface défini par des valeurs déterminées des
variables p, ¢, répondront des valeurs déterminées des variables p’, ¢, celles-ci seront
donc fonctions de p, g, et nous supposerons qu’on obtient, par leur différentiation,

dp’ = adp + Bdgq,
d¢’ = ydp + ddg.
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Proposons-nous de chercher la signification géométrique de ces coefficients «,

B,7,90.

On peut ainsi concevoir maintenant sur la surface courbe quatre systémes de lignes
pour lesquelles q, p, ¢’, p’ sont respectivement constantes. Si par le point déterminé
auquel répondent les valeurs p, q, p’, ¢’ des variables, nous supposons qu’on méne
quatre lignes appartenant a chacun de ces systémes, aux variations positives dp, dg,
dp’, d¢’ répondront les éléments

VEdp, VGdq, VE'dp, VG'dq.

Nous désignerons les angles que les directions de ces éléments font avec une di-
rection fixe arbitraire, par M, N, M’, N’, en comptant dans le sens ou est placée la
seconde par rapport & la premiére, de fagon que sin(N — M) soit une quantité posi-
tive : nous supposerons (ce qui est permis) que la quatriéme est placée dans le méme
sens par rapport a la troisiéme, de fagon que sin(N/ — M’) soit aussi une quantité
positive. Cela compris ainsi, si nous considérons un autre point, infiniment peu dis-
tant du premier, auquel correspondent les valeurs p+dp, g +dq, p’ +dp’, ¢ +dq’ des
variables, avec un peu d’attention nous reconnaitrons qu’on a en général, c’est-a-dire
indépendamment des valeurs des variations dp, dg, p'dp’, ¢'d¢,

VEdp-sin M + VGdg-sin N = VE'dp' -sin M’ + VG'dq - sin N/,

puisque chacune de ces expressions n’est autre chose que la distance du nouveau point
a la ligne a partir de laquelle commencent les angles des directions. Mais nous avons,
par la notation déja introduite plus haut, N — M = w, et, par analogie, nous poserons
N' — M’ = ', et, de plus, N — M’ = 1). L’équation que nous venons de trouver peut
ainsi se mettre sous la forme suivante :
VEdp - sin(M' —w + 1) + VGdq- sin(M' + )
=VE'dp -sin M' + VG'dq - sin(M' + '),
ou sous celle-ci :
VEdp -sin(N' —w —w' + ) + VGdq - sin(N' — o' + 1)
=VE'dp’ -sin(N' — ') + VG'dq - sin(N')

Et comme I'équation doit évidemment étre indépendante de la direction initiale, on
peut prendre celle-ci & volonté. En posant ainsi dans la seconde forme N’ = 0, ou
dans la premiere M’ = 0, nous obtenons les équations suivantes :

VE'sinw' dp’ = VEsin(w + w' — ) dp + VGsin(w' — ) dgq,
VG sinw' d¢’ = VEsin(y — w)dp + VGsinydg;

comme ces équations doivent étre identiques avec celles-ci,

dp" = adp + Bdg,
dq’ = vdp + ddg

elles donneront la détermination suivante des coefficients «, 3,7, d :

oo \/f sin(w 4+ w’ — ) 5= G sin(w — 1)
E sin w’ ’ £ sinw’
_ [ E sin(@ —w) 5— \/6 sin ¢
TTVE T sine VG’ sinw!
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On doit leur adjoindre les équations

F/
COSW = —— cosw = ——
EG’ E'G"’

i EG — F? sinw' E'G' — F”?
1n = _— 1n = -
@ EG Y=V T B

Par suite, les quatre équations peuvent aussi étre présentées ainsi :
oV/E'G — F2 =EG sin(w + w’ — 1),
BVE'G — F? = VGG sin(w' — o),
WE'G — F? = VEE' sin(¢ — w),
) m = VGEFE' sin Y,
Comme, par les substitutions dp’ = adp + Sdq, dp’ = vdp + ddq, le trindme
E'dp? + 2F'dp' dq’ + G’ dg"?

doit se changer en Edp? 4+ 2F dpdq + G'dg?, on obtient facilement
EG — F? = (E'G - F*)(ad — B7)?

et comme, vice versa, le second trinéme doit se changer de nouveau dans le premier
par la substitution

(a0 = By)dp=ddp’ — Bdq’,  (ad — By)dg = —ydp’ — add/,
nous trouvons
E6* —2F~6 + GH? = 7EE5:§2Q E,
EfB6 — F(ad + By) + Gay = %F’,
EpB? —2Faf + Ga? = %G'.

Article XXII.

Descendons de la recherche générale de l'article précédent a l'application tres-
large dans laquelle, en laissant encore a p et ¢ leur signification la plus générale, nous
adoptons pour p’, ¢, les quantités désignées dans Part. XV par 7, ¢ (lettres dont
nous nous servirons ici aussi), de sorte que, pour un point quelconque de la surface,
r soit la plus courte distance a un point déterminé, et ¢ ’angle en ce point entre le
premier élément de 7 et une direction fixe. Nous avons ainsi £/ = 1, F' = 0,w = 90
degrés ; ous poserons, de plus, VG’ = m, de sorte que I’élément linéaire quelconque
devienne = \/dr2 4+ m2dp?. Par suite, les quatre équations trouvées dans art. XV
pour «, 3,7, 6, donnent :

1) VEcos(w 1) = 5.
(2) VG cosy = %’

3) VEsin(p - ) = mE.
(4) VGsiny = m%
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Mais la derniere et 'avant-derniére donnent

or\> or Or or\ 2
EG-F*=E(—| —2F—— —

©) ¢ (3q) dp dq +G(3p) ’
or or\op or _0r\ 0y
© (an Fap>aq - (Faq Gap) o

C’est de ces équations qu’on doit tirer la détermination des quantités r, ¢, et (si
besoin est) m, en p et ¢ savoir : Uintégration de ’équation (5) donnera r, et, ceci
trouvé, lintégration de I’équation (6) donnera ¢, et 'une ou 'autre des équations (1),
(2), ¥ enfin, on aura m par 'une ou 'autre des équations (3), (4).

L’intégration générale des équations (5), (6) doit nécessairement introduire deux
fonctions arbitraires, et nous comprendrons facilement leur signification, si nous fai-
sons attention que ces équations ne sont pas limitées au cas que nous considérons
ici, mais qu’elles ont encore lieu, si I'on prend r et ¢ dans la signification générale
de T'art. XVI, de facon que r soit la longueur de la ligne la plus courte menée nor-
malement & une ligne arbitraire déterminée, et ¢ une fonction arbitraire de la partie
de la ligne qui est interceptée entre la ligne indéfinie de plus courte distance, et un
point arbitraire déterminé. La solution générale doit ainsi embrasser tout cela d’une
maniere indéfinie, et les fonctions arbitraires deviendront définies, quand cette ligue
arbitraire et la fonction des parties que ¢ doit donner sont assignées. Dans notre cas,
on peut adopter un cercle infiniment petit, ayant son centre au point d’ou ’on compte
les distances r, et ¢ désignera les parties mémes de ce cercle divisées par le rayon;
d’ott 'on conclut facilement que les équations (5) et (6) suffisent complétement pour
notre cas, pourvu que ce qu’elles laissent indéfini soit assujetti a cette condition, que
r et ¢ conviennent pour ce point initial, et pour les points qui en sont infiniment peu
distants.

D’ailleurs, pour ce qui regarde l'intégration méme des équations (5), (6), on sait
qu’elle peut se réduire & l'intégration d’équations aux différentielles partielles ordi-
naires, qui cependant sont la plupart des temps si compliquées, qu’il y a peu d’avan-
tage & en tirer. Au contraire, le développement en séries qui suffisent abondamment
aux besoins de la pratique, tant qu’il ne s’agit que de parties médiocres de la surface,
n’est sujet a aucunes difficultés, et les formules rapportées ouvrent ainsi une source
féconde pour la solution d’un grand nombre de probléemes tres-importants. Mais, en
cet endroit, nous ne développerons qu’un seul exemple pour montrer le caractere de
la méthode.

Article XXIII.

Nous considérerons le cas ou toutes les lignes pour lesquelles p est constant sont
des lignes de plus courte dislance, coupant orthogonalement la ligne pour laquelle
@ = 0, et que nous pourrons regarder comme ligne des abscisses. Soient A le point
pour lequel » = 0, D un point quelconque sur la ligne des abscisses, B un point
quelconque sur la ligne de plus courte distance normale & AD en D, et BD = ¢, de
fagon qu’on puisse considérer p comme ’abscisse, ¢ comme 'ordonnée du point B
nous prenons les abscisses positives sur la branche de la ligne des abscisses a laquelle
répond ¢ = 0 tandis que nous regardons r toujours comme une quantité positive;
nous prenons les ordonnées positives dans la région ou ¢ est compris entre 0 et 180
degrés.

Par le théoreme de ’art. X VI, nous aurons w = 90°, F = 0 et G = 1 nous poserons
de plus VE = n. n sera ainsi fonction de p et ¢, et telle que pour ¢ = 0 elle doit étre
égale a 1. L’application & notre cas de la formule rapportée dans I'art. XVIII montre
que, dans une ligne quelconque de plus courte distance, on doit avoir df = (9n/dq)dp,
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0 désignant l'angle compris entre 1’élément de cette ligne et 1’élément de la ligne pour
laquelle ¢ est constant. Comme déja la ligne des abscisses est une ligne de plus courte
distance, et que, pour elle, partout § = 0, on voit que, pour ¢ = 0, on doit avoir
partout On/dq = 0. De la donc nous concluons que, si n est développée en série
suivant les puissances croissantes de ¢, elle doit avoir la forme suivante :

n =1+ f¢* + g¢* + hg® + etc.,
ou f,g,h,etc., seront fonctions de p, et nous poserons

f=f+fp+f'p +etc,
g=9°+9'p+g"p* +etc.,

h=h°+hp+h'p?+etc.,

ou (48]
n=1+f°+ f'pq® + f'p*q* + etc.,
+9°¢®  +9'pg’ +ete.,
+ h°g¢* + ete.

Article XXIV.

Les équations de I'art. XII donnent, dans le cas dont nous nous occupons,

., Or _or _ O
nsmqpfa—p, cosy = ¢’ ncosz/)fmap,

e —m2% 22 (OY L (oY 201 0p  Ordp _
smw—maq, n-=n <8q> ap) n 9 9s " opop =0

A Taide de ces équations, dont la cinquieme et la sixiéme sont déja comprises dans
les autres, on pourra développer les séries pour r, ¢, 1, m, ou pour des fonctions
quelconques de ces quantités; nous allons traiter ici celles qui sont les plus dignes
d’attention.

Comme, pour des valeurs infiniment petites de p, ¢, on doit avoir 2 = p® + ¢? la
série pour r? commencera par les termes p? + ¢2; nous obtiendrons les termes d’un
ordre plus élevé par la méthode des coefficients indéterminés 3, & I’aide de 1’équation

(18(7"2))2 + 6%(#) = 42,

ndp
savoir :
742 :p2+ %fop2q2 + %f/p?’qQ + (%f// _ %f///)p4q2+.“
1] +¢+ 3907 + 29074
+ (%ho _ %fof/)pqul.
. . 10,4
Nous avons ensuite, au moyen de la formule rsin ¢ = 2—6—(7" ), [49]
n op
rsing =p— £ f°pg° — 110 — (31" + %) +
2] - 394> — 24'p*¢’

—(2n° = Efof°)pa’,

3. Nous avons jugé superflu d’écrire ici le calcul, qui peut étre un peu abrégé par quelques artifices.
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et, par la formule r cosy = %82(7"2),
q

reost =q+ 2f°p*q+ 31 pPq + (f" — L ff)pta+ ...
3] +29°p°¢* + 290

+ (%ho o %fo]co)p2q3'

L’une et 'autre formule font connaitre ’angle . Ensuite, quant au calcul de I'angle ¢,
les séries pour 7 cos p, r sin ¢ se développent tres-élégamment au moyen des équations
aux différentielles partielles,

g (rcos ) = ncospsiny — rsin 9y
2(7“ COS ) = COs @ cos 1) — rsin 9
9 )
8p(rSimp) =nsinysiny +rcosy - 87;’

0 0
—(rsing) =sinpcosy +rcosp - 8—907
q

dp
n.cosy - g—z +sin - Z—i =0,
dont la combinaison donne [50]
s )
r51:3¢ . 8—p(rcosg0) + rcost - a—q(rcosgo) = T COS |,
rsiny 0

d
—(rsing) + rcosp - 8—(rsin<p) = rsin p,
q

n dp

On tire de la facilement, pour calculer r cos, rsin g, des séries dont les premiers
termes doivent étre évidemment p et ¢, savoir :
reosp =p+ 5o + G0+ (5 — B0+
[4] +39°p4°  + 590’0
+ (3n° — 55 °1°)pa*,

rsing =q—3fp’q— tf'Pq — (FHf — &) e+
[5] — 39°pq® — 29'P*¢°

_ (%ho + %fofo)p2q3-

En combinant les équations [2], [3], [4], [5], on peut obtenir une série pour calculer
r2 cos(¢) + ) divisant cette série par la série [1] qui donne r2, on aura cos(v) + ),
et, par conséquent, aussi ¥ + ¢ développé en série. On peut cependant obtenir cette
méme série plus élégamment de la maniere suivante. En différenciant la premiere et
la seconde des équations qui sont rapportées au commencement de cet article, nous
obtenons

N

.. 0On oYy . B
51n¢a—q + ncoswa—q + blnwa—p =0

combinant cette équation avec celle-ci,

ncoszbg—(g +sin¢g—? =0
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il vient
rsiny On  rsiny 0

o IR 0k )+ roos U (0 9) =0,

De cette équation, a ’aide de la methode des coeﬂiments indéterminés, nous tirerons
facilement la série suivante pour 1 + ¢, si nous faisons attention que son premier
terme doit étre %w, le rayon étant pris pour unité, et 27 désignant la circonférence du
cercle,

V+o=1dm— fopg—2fpPq— (31" —:f°f)p°q— ...
(6] —9°p® —34'P°¢
— (=1 f°f°)pg’®

Il nous parait utile de développer aussi en série l'aire du triangle ABD. Nous nous
servirons, pour ce développement, de ’équation de condition suivante, qui dérive
facilement de considérations géométriques assez naturelles, et dans laquelle S désigne

Iaire cherchée, . _
rsing 0S5 +rcoswa—s _ 7 sin /ndq,
n Op Jdq n

Iintégration commengant a ¢ = 0. De 1a, en effet, nous obtenons, par la méthode des
coefficients indéterminés,

S=1ipe—Lrva—5rv'a — (& — &) a—...
- 54 — 590 — 209'p4q2
7] — o/ = (R + B+ 000
- 59°rq" — 59'p°¢"
— (§5h° — 5/ f°)pd’

Article XXV.

Des formules de I'art. XXIV précédent, qui se rapportent au triangle rectangle
formé par des lignes de plus courte distance, passons a quelque chose de plus général.
Soit sur la méme ligne de plus courte distance BD, un autre point C' pour lequel p ne
change pas, et les lettres ¢’, 2/, ¢’, ¢’, S’ désignent pour le point C' les mémes choses
que q, r, @, ¥, S pour le point B. On forme ainsi, entre les points A, B, C, un triangle
dont nous désignons les angles par A, B, C, les cO6tés opposés par a, b, ¢, 'aire par o ;
nous exprimerons la mesure de la courbure aux points A, B, C' respectivement par «,
B, 7. Supposant donc (ce qui est permis) que les quantités p, ¢, ¢ — ¢’ sont positives,

nous avons
A:@_@lv B:W C:ﬂ-_d)/)
a=q—4, b=r, c=r, o=8-5".

Avant tout, exprimons I'aire o en série. En changeant dans la série 7] chacune des
quantités relatives & B dans celles qui se rapportent & C, il vient cette série pour S,
développée jusqu’aux quantités du sixiéme ordre,

1-3f° 0+ +ad +47)
=3(qa—d) — a5/ p(6p” + 74" + Tqq' + 7q'q")
— 559°(q0 4+ ¢")(3p° + 4¢° + 4qq’ + 4¢%)
Cette formule, a I'aide de la série [2], savoir,
csinB=p(1—35f°¢* = 1f'p® — 39°¢° —...),
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se change dans la suivante :
150" = +ad +4d?)
o= tacsin By — & f'p(6p® — 8¢> + Tqq’ + 7¢?)
— 559°(3p%q + 3p*d’ — 6¢° + 44°¢' + 49q” + 447

La mesure de la courbure pour un point quelconque de la surface devient, par
Part. XIX (ou m, p, ¢ étaient ce que sont ici n, q, p,)

10°n  2f 4+ 6gq+ 12hg® + ...

nog2 14+ fg2+...
= —2f —6gq — (12h — 2f*)¢*

De la, quand p, g se rapportent au point B,

B=-2f°—2f'p—69°q—2f"p* — 69'pq
— (120° — 2f°f°)¢?

et aussi

v =-2f°—2f'p—69°¢ —2f"p* — 69'pd
— (12h° —2f° f°)q"”
a=—2f°

En introduisant ces mesures de courbure dans la série pour o, nous obtenons
Pexpression suivante, exacte jusqu'aux quantités du sixiéme ordre (exclusivement),
1 — sa(4p® — 2¢° + 3qq’ + 3¢)
o= tacsin BS + 358(3p* — 64 + 64" + 6¢)
— 1357(30” = 2¢% + qq”® + 4¢”)
La précision restera la méme, si pour p, g, ¢’ nous substituons csin B, ccos B, ccos B—a
cela fait, il vient
1+ 1350(3a® + 4¢® — 9accos B)
8] o = facsin BS + 1358(3a” + 3¢* — 12accos B)
+ 1557(4a* + 3¢* — 9ac cos B)
Comme tout ce qui se rapporte a la ligne AD menée normalement & BC' a disparu
de cette équation, on pourra permuter aussi entre eux les points A, B, C' avec leurs
corrélatifs ; c’est pourquoi on aura, avec la méme précision,
1+ 1350(3b” + 3¢® — 12bccos A)
[9] o= 1besin A+ 55 8(3b* +4¢% — 9bccos A)
+ 1557(4b* 4 3¢* — 9bc cos A)
1+ 5a(3a® + 4b* — 9accos C)
[10] o= tabsinC{ + 1358(4a* + 30> — 9abcos C)
+ 1357(3a® + 36 — 12ab cos C)
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Article XXVI.

La considération du triangle plan rectiligne, dont les c6tés sont égaux a a, b, ¢, est
d’une grande utilité; les angles de ce triangle, que nous désignerons par A*, B*, C*,
différent des angles du triangle sur la surface courbe, savoir, de A, B, C' de quantités
du second ordre, et il sera essentiel de développer avec soin ces différences. Mais il
suffira d’avoir posé les premieres bases de ces calculs plus prolixes que difficiles.

En changeant dans les formules [1], [4], [5] les quantités qui se rapportent & B en
celles qui se rapportent & C, nous trouverons des formules pour 2, v’ cos ¢/, ' sin ¢'.
Alors le développement de 'expression

r24+1r% —(¢g—q)? —2rcosp -1’ cos’ — 2rsing -1’ siny’,

qui devient
=0? +¢? — a® — 2bccos A = 2bc(cos A* — cos A),

combinée avec le développement de ’expression
rsing -1’ cosy’ —rcosp -1 sing’,
qui devient = besin A, donne la formule suivante :
(3f°+ 5/ )+ 19°(a+4d)
+(15/" — L) + 359’ pla+ )
+(5h° + g5 L) +ad +47) + ..

De 1a vient aussi, jusqu’aux quantités du cinquieme ordre,

cos A* —cos A

=—(¢—¢)psinA

s G p+19°(a+d) + 1 f'p°
A —A=—(q— S +559pla+d) + +h° (¢ + qd' + )
— o/ (1% + 7¢* + 1294 + 7¢"%)
En combinant cette formule avec celle-ci,
20=ap[l -+ (P + ¢ +qd +4¢7%—...)],
et avec les valeurs des quantités «, 3, v rapportées dans l'art. XXV précédent, nous
obtenons jusqu’aux quantités du cinquiéme ordre, [56]
ga+ 5B+ v+ &P+ 59'pla +d)
[11] A*=A—-o0o + 1h°(3¢” — 29" + 3¢"%)
— o5/ f°(4p” — 11¢° + 14qq' — 11¢%)
Par des opérations tout a fait semblables, nous trouvons
et B+ 157+ /" + 159P(20 + )
[12] B*=B-¢ + 1h°(4¢® — 4qq' + 3¢) ,
— 5/ % (20 +8¢% — 8qq’ +11¢%)
o+ 358+ 57+ 56/ P* + 159'pla + 24)
[13] C*=C-o + 1h°(3¢* — 4qq' + 4¢)

— o fOf°(2p* + 11¢° — 8qq" + 8¢"%)
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De la nous déduisons en méme temps, puisque la somme A* + B* + C* est égale a
deux droits, ’exces de la somme A + B + C sur deux angles droits, savoir :

s+ 38+ 37+ 3fP + 39'p(a+ )
+(20° = 3°F°) (¢ — qd' + ¢7)

Cette derniére formule pourrait aussi se déduire de la formule [6].

[14] A+B+C=7T—J{

Article XXVII.

57
Si la surface courbe est une sphére dont le rayon égale 1, on aura 57]

(e} 1 o O po
a:ﬁ:7:_2f:ﬁ7 f”:07 91207 6h _ff:07

ou
o 1

~ 24RT
Par 14, la formule [14] devient
o
ﬁa

et jouit d’une précision absolue ; mais les formules [11], [12], [13] donnent

A+B+C=m+

A* = A—é = ﬁ@f — ¢ +4q¢' — ¢?),
B*=B —3% + @W(ﬁ - ¢*+2q¢¢ +47),
"= C—é + 188]%4 (P* + ¢* + 249" — 2¢”),
ou, avec la méme exactitude,
A = A—# - ﬁ(zﬁ + ¢ — 2a?),
B* = Bfé + ﬁ(cﬁ -2,
o = C’fé + 18334 (a2 + b2 — 2¢%).

En négligeant les quantités du quatriéme ordre, on tire de 1a le théoréme connu pro-
posé, pour la premiere fois, par l'illustre Legendre.

Article XXVIII.

Nos formules générales, en rejetant les termes du quatrieme ordre, deviennent [58]

trés-simples, savoir :

A*=A-Lo(a+B+7),

B* = B—F%o0(a+28+7),

C* =C—%o(a+B+2y).
Ainsi, il faut appliquer & A, B, C des réductions inégales, quand ils ne sont pas sur une
surface sphérique, pour que les sinus des angles dans lesquels ils ont été changés soient
proportionnels aux c6tés opposés. L’inégalité, généralement parlant, sera du troisieme
ordre ; mais, si la surface différe peu de la sphere, cette inégalité se rapportera a un
ordre supérieur. Dans les triangles méme les plus grands sur la surface de la terre, dont
on peut mesurer les angles, la différence peut toujours étre regardée comme insensible.
Ainsi, par exemple, dans le triangle le plus grand parmi ceux que nous avons mesurés
I’année précédente, savoir, entre les points Hohehagen, Broken, Inselsberg, ot ’exces
de la somme des angles fut égale a 14”7 85348, le calcul donna les réductions suivantes
a appliquer aux angles :
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Hohehagen ...... 4",95113,
Brocken  ...... 4",95104,
Inselsberg ...... 4" ,95131.

Article XXIX.

Pour finir, nous ajouterons encore la comparaison de I’aire du triangle sur la surface
courbe avec l'aire du triangle rectiligne, dont les c6tés sont a, b, c. Nous désignerons
par o* cette derniére aire, qui est égale a

%bcsinA* = %acsinB* = %absinc*.

Nous avons, jusqu’aux quantités du quatriéme ordre,

sin A* =sin A — %O'COSA(2OZ +6+7),

ou, avec la méme exactitude,
sin A = sin A*[1 + 5;bccos A(2a + 8+ 7)].

Substituant cette valeur dans la formule [9], on aura jusqu’aux quantités du sixiéme
ordre,
1+ 7h5(3b% + 3¢® — 2bccos A)

o= 3besin A"+ 25 8(3b% + 4¢® — dbccos A) o,
+ ﬁlofy(éle + 3¢ — 4bccos A)
ou, avec la méme exactitude,
1+ pgala® 4+ 20° + 2¢°) + 35 8(2a° 4+ b° + 2¢7)
=0 L1 2 2, 2 :
57207 + 2% + ¢7)

Pour la surface sphérique, cette formule prend la forme suivante :
o=0"[1+ Fala®+b*+ )],

a la place de laquelle on peut prendre aussi la suivante, en conservant la méme pré-
cision, comme il est facile de vérifier,

*\/ sin Asin Bsin C'
c=o0 - - - .
sin A* sin B* sin C*

Si l'on applique la méme formule aux triangles sur une surface courbe non sphé-
rique, lerreur sera, généralement parlant, du cinquiéme ordre, mais insensible dans
tous les triangles qu’on peut mesurer sur la surface de la terre.

Note. Des fautes typographiques et quelques erreurs de calcul se sont glissées dans
le Mémoire original. Nous les avons corrigées et nous nous sommes servi des corrections
que M. Bos, éléve de I’Ecole Normale, aujourd’hui professeur au lycée de Strasbourg,
a eu la bonté de nous communiquer. Le Mémoire fait partie du tome VI des Nouveaux
Mémoires de la Société royale des Sciences de Géttingue; on le trouve a la page 99
de ce tome qui a paru en 1828. Il est réimprimé dans I’ Application de I’Analyse de
Monge, édition de 1850. On a traduit sur cette réimpression.

PARIS. - IMPRIMERIE DE BACHELIER, rue du Jardinet, 12.
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A PROPOS.

Ce document reprend un texte dans le domaine public. Sa composition n’a été
possible que grace & la transcription rigoureuse des contributeurs de Wikisource* et
a la qualité des logiciels mis & disposition par le projet ITREX ® et ses contributeurs .

Les régles d’utilisation” du contenu Wikisource s’appliquent. Sous licence libre,
vous pouvez l'utiliser de maniére totalement libre, pour une utilisation commerciale
ou non, en respectant les clauses de la licence Creative Commons BY-SA 3.08 ou, a
votre convenance, celles de la licence GNU FDL?.

L’intention est de fournir une matiére manipulable pour des recherches, des an-
notations personnelles insérées dans le texte, des citations, ... pour le mathématicien
amateur ou professionnel : cette matiére est le code source KTEX 0.

La traduction originale de M.A. est fideélement reprise. Les notations mathéma-
tiques sont actualisées ; ci-apres des extraits des articles IV et VII de la version latine :

P, Q, R, et proin, quum fiat XX 4 Y'Y 4 ZZ = 1, erit vel  Substitutis his valoribus, expressio praecedens transit in hanc:

L Q — (XN r Xy 4
X= FPPT Q0T RBD’ Y SV (PP T Q0 T REY k= dx) (d,) = d_y> dx)
. . R Beatisendo: vt pee .
» VEFY QQ T ER i as
2 _ P . —Q dx — ? d_y =i
X=¢(PP+QQ+RR)‘ Y=V(PP+QQ+R'R)’ atque insuper 5 R
- ___—Rr Lo e o dde L dde
Z=FPPFYOQTER - ==l =%aE=

Les erreurs sont possibles. En cas de doute, consultez les fac-similés de la traduction
originale ' ou de la version latine 2. Vous I’aurez compris, ce document a été composé
avec attention et soin, et il est mis a disposition sans garantie d’aucune sorte.

Je recommande la lecture de Courbure des surfaces dans l’espace : le "Theorema
Egregium" de Gauss'® par Joél Merker.

Patrick Bourdon 4, le 23 décembre 2019, Paris.

4. https://fr.wikisource.org/wiki/Auteur:Carl_Friedrich_ Gauss
5. https://www.latex-project.org/
6. https://miktex.org/ — This is MiKTeX-pdfTeX 2.9.7029 (1.40.20), LaTeX2e (2019-10-01)
7. https://fr.wikisource.org/wiki/Aide:Droit_ d%E2%80%99auteur
8. http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.fr
9. http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html
10. IATEX :

http://perso.numericable.fr/questionsdenombres/files/ Gauss-Recherches-Surfaces-Courbes.zip
11. https://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k62415t/f1.image
12. https://archive.org/details/disquisitionesg00gausgoog/page/n6
13. https://arxiv.org/abs/1402.1018v1
14. ORCID : Amateur. Mise en ligne du 28 décembre 2019 (indice 2).
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