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Considérons une action @ : T x M — M d’un tore T sur une variété M.
Supposons que cette action est libre. La filtration du complexe des formes
différentielles sur M par leur degré vertical détermine la suite spectrale de
Leray-Serre {£,,}. Celle-ci converge vers la cohomologie de M et son second
terme F; est le produit tensoriel H*(M/ T) ® H*(T). Ceci n’est plus valable si
l'action n’est pas libre. Remarquons que dans ce cas 'espace des orbites M/ T
n’est plus forcément une variété mais un ensemble stratifié.

Dans le but d’¢tendre cette suite spectrale aux autres actions non libres, nous
avons traité dans [7] le cas T = S'. La, la suite spectrale dégénére en la suite de
Gysin:

- — IH(M/T) — H"(M) —

(1 ,1 G
— IH 5 (M/T) — IHY P (MT) — -,

ou [e] est la classe d’Euler de &, qui est de degré pervers 2, et F une perversité
quelconque sur M/T. Rappelons que la cohomologie d’intersection
TH>(M/T) est calculée en utilisant les formes différentielles d’intersection w
dont le degré pervers (ainsi que celui de dw) est majoré par la perversité r.
L’apparition de la cohomologie d’intersection de M/ T (au lieu de H*(M/T))
n’est pas surprenante. En effet, comme les travaux de Goresky et MacPherson
le montrent, celle-ci est un outil naturel quand il s’agit de travailler avec des
ensembles stratifiés.

* Projet de recherche PB91-0142 DGICYT-Espagne.
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L objectif de ce travail est de poursuivre cette étude, dans le cadre des actions
toriques simples (localement ‘one or two orbit types’, selon la terminologie de
[3]). Toujours a l’aide de la filtration du complexe des formes différentielles sur
M par son degré vertical, nous construisons, pour chaque perversité 7, une
suite spectrale a la Leray-Serre {,E, } convergeant vers la cohomologie de M
dont le second terme est décrit & l'aide de la cohomologie d’intersection de
M /T et de la cohomologie de T (pour I’éconceé exact voir Théoréme 5.5). Cette
suite spectrale donne (1) quand T = S' et coincide avec la suite spectrale de
Leray-Serre si 'action est libre. Nous espérons dans un prochain travail étendre
les résultats de ce travail aux actions toriques générales.

La description du second terme ; E; est comme suit. Supposons que 'action ¢
ne posséde qu’une strate singuliére S (ensemble des points fixes d’un sous-
groupe d’isotropie Tg C T, que 'on supposera non discret). Nous choisissons
une base B = {ai, ..., a,} delalgébre de Lie 4 de T avec a; € 4s, algebre de Lie
de T's. Le degreé pervers de (la forme d’Euler associée a) a; est 2 tandis que celui
des autres éléments de B est 0. Le second terme de la suite spectrale s’écrit
alors:

PEy " (IHY (M T) ® (A (a) © 4™ Har,..., an))}
& {IH(M/T) ® A(a, .., a,)},

ou H*(T) est identifié a l'algébre libre A*(ai,....a,). On remarquera que
dans chacune des parties de la somme précédente le degré pervers se con-
serve. Cet espace vectoriel est une sorte de produit tensoriel, ou la perversité
du facteur de gauche est déterminée par le facteur de droite; nous le noterons
IH(M/T)®pg H*(T). Le produit ®p sera appelé produit pertensoriel (pervers
+ tensoriel).

Dans le cas de plusieurs strates, nous pouvons ¢tendre cette démarche et
écrire le deuxiéme terme de la suite spectrale comme un produit pertensoriel,
sous la condition #(B N Ag) = 1 pour toute strate S de M avecdimTg = 1. Le
degré pervers des €léments de B est toujours 0, sauf pour I'un d’entre eux,
as, dont le degré est 2. Ainsi, chaque a = a;,---a;, € B, (base canonique de
H*(T)) détermine sur M/ T la perversité @ définie par

siag €{ay,.. ., a,}

si ds g {ail,. ..,a,-u}.

atas) = { ¢

Dans ce cas 7E,"“ est isomorphe au produit pertensoriel:

THY(M/T) @ H¥(T) = 6% IHy_;(M/T) ® (a),
ac by
ou (ay C H¥(T) est le sous-espace engendre par a.

Dans le cas général, la situation est plus compliquée et le produit pertensoriel
ne suffit pas & déterminer :E>. En effet, tout élément de B a un degré pervers 2
tandis qu’il y a des combinaisons linéaires des éléments de la base dont le degré
pervers est 0. Ces relations empéchent d’écrire 7E, comme un produit per-
tensoriel. Néanmoins, nous montrons dans ce travail que la deuxiéme terme de
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la suite spectrale s’envoie naturellement dans le produit pertensoriel de fagon a
étre déterminé par la suite exacte longue

C— IHY (MT) @ HY(T) — Q7™M — B —
S IHY(MT) @ HY(T) — ---.

Le troisieme terme de cette suite exacte est le terme résiduel suivant:

QU — @ (Hv- W5 )60 - (78
s€ES

ot rg est la dimension du plus petit sous-espace de 4 contenant A et engendré
par un sous-ensemble de B, [—] est la partie entiére, {—}<° =0 et () =0si
b < 0 ou b > a (voir Théoréme 5.5 pour I’énoncé exact). Pour deux perversités
différentes ¢ < ¥ nous avons construit deux suites spectrales {,E»} et {;Ex} qui
convergent vers le méme but. Elles sont differentes mais liées, comme le montre
le Théoreme 5.8.2. Nous terminons le travail en étudiant la dégénérescence de
la suite spectrale {,E,,}; nous montrons dans le Théoréme 5.9.1 que ce fait
équivaut a l'existence d’un feuilletage singulier transverse aux orbites de 'ac-
tion.

L’é¢tude cohomologique que nous venons de faire montre que les actions to-
riques simples sont bien plus compliquées que les actions du cercle. Pour étu-
dier le deuxiéme terme de la suite spectrale de Leray-Serre nous avons introduit
la notion de produit pertensoriel; dans certains cas cette notion suffit pour dé-
crire ce deuxiéme terme. Mais, si le nombre de strates est trop grand, un terme
résiduel apparait; terme qui est plus complexe au fur et a mesure que I'action est
tordue (dans le sens que les sous-groupes d’isotropie sont nombreux). Dans un
travail a venir, nour prévoyons de construire une suite de Leray-Serre pour
toute action dun groupe de Lie compact. Nous pensons décrire le deuxiéme
terme de cette suite spectrale en termes du produit pertensoriel que nous ve-
nons d’introduire dans le présent travail. La situation sera bien str plus com-
pliquée du fait que les strates ne seront plus isolées mais emboitées les unes sur
les autres.

L’organisation de ce travail est la suivante. Dans la premiére section nous
présentons les actions toriques simples et leur relation avec les ensembles stra-
tifiés. La cohomologie d’intersection, utilisant des formes differentielles et la
nouvelle notion de perversité de [8], est introduite dans la deuxiéme section. Le
deuxiéme terme de la suite spectrale que nous construisons est décrit a I'aide du
produit pertensoriel, notion que nous introduisons dans la section 3. Le prin-
cipal pilier de la construction de la suite spectrale {;E,,} est celui des formes
differentielles d’intersection invariantes; elles sont étudiées dans la section 4.
La derniére section est consacrée au calcul et a I’étude du terme 7 E,.

L’auteur voudrait remercier le Département de Mathématiques de 1'Uni-
versité de Purdue pour lui avoir permis de réaliser cet article au sein d’une
agréable ambiance de travail.

Tout au long de ce travail, par variété nous entendrons une variété sans bord,
connexe et différentiable (de classe C*). Nous désignerons par T un tore de
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dimension #. Une fibration sera toujours localement triviale. Toute action est
supposece effective.

1. ACTIONS TORIQUES SIMPLES

Ftant donnée @ : T x M — M, une action différentiable du tore T sur une
variété M, il y a une fagon naturelle d’associer @ M et a l'espace des orbites
M /T une structure d’ensemble stratifié. Si Paction & est simple, ces ensembles
stratifiés possédent des propriétés plus riches. Ceci fait I’objet de cette section.

1.1. Ensembles stratifiés simples. Considérons E un ensemble stratifié (cf.
[11]). Nous dirons que E est simple s’il posséde une strate R dense (dite régu-
liére) et si toute autre strate S est fermée (dite singuliére). La deuxiéme condi-
tion implique que les strates singuliéres sont séparables par ouverts. La di-
mension de E est, par definition, dim R. On posera S la famille des strates
singuliéres de E.

Il est bien connu (cf. [11]) que pour chaque strate S € S il existe un voisinage
Ts de S, une variété compacte Lg, appelée entrelac de S, et une fibration
75 : T — S vérifiant:

(a) lafibre de 75 est le cone cLs = Lg x [0,1]/Ls x {0},

(b) la restriction de 75 a S est I'identité,

(¢) le groupe structural de 75 est Diff (Ls),

d) TsNTsg =0siS#S'.

La famille {75/S € S} est une famille de tubes. Observons que, d’apres (c), il
existe une application differentiable rs : (75 — §) —]0, 1] telle que Ia restriction
rs : 75 1(]0,¢[) — S, ou € €]0, 1], est une fibration différentiable de fibre Lg x
10, ¢[. Nous écrivons Ms = rg'(]0, 1), qui est ‘la moitié’ de Ts.

1.2. Actions simples. Nous dirons qu’une action différentiable @ : T x M — M
du tore T sur une varité M est simple si, pour chaque x € M, l'action du sous-
groupe d’isotropie T, sur I'espace tangent 7\, M posséde un ou deux types d’or-
bites (cf. [3, pag. 246]). En d’autres termes, ’action de T, sur Ty M — {vecteurs
fixés par T,} est libre.

La relation d’équivalence ‘x ~ y si et seulement si T, = T,’ définit une parti-
tion de M en sous-variétés invariantes. Elles sont fermées sauf une qui est un
ouvert dense. L’action @ induit donc sur M une structure naturelle d’ensemble
stratifie simple. Pour chaque strate S de M nous écrirons Ts le sous-groupe
d’isotropie d’un point de S (et donc de tout point de S).

Vu que chaque strate singuliére S est une sous-variété invariante, nous
construisons un voisinage tubulaire (7, 75, S, D *!) vérifiant:

(1) 7sestunvoisinage de S.

(ii) 75 : 75 — S est une fibration differentiable de fibre le disque ouvert
D&+ et dont la restriction de 7¢ a S est I'identité.

(iii) 11 existe une action orthogonale &5 : Tg x S 5 §% et un atlas Ag =
{(U,9)} tels que toute carte @ : 7¢(U) — U x D'+ soit Tg-équivariante:
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oge Hx, [0,r]) = (x,[8°(g,0),7]), sig € Ts et (x,[0,7]) € U x ¢S5, Ici, on a
identifié D%+ ! avec le cone ¢S et noté [f, r] un élément générique.

(iv) SigeT et ¢ :75'(U)) — Uy x ¢S*, j=1,2, sont deux cartes avec
g- Uy C U, alors il existe une application ~v:U; — O(és+ 1) telle que
02207 (x,[0,7]) = (g - x, [y(x) - 8,7]) pour tout (x, [0, 7]) € U x ¢S,

La condition (ii1) implique que le groupe structural de Ag est le centralisateur
Zg de Tg dans O(f5 + 1). La condition (iv) signifie que le groupe T agit sur 7
par des morphismes de fibration & groupe structural; elle implique aussi que
lapplication 7 est équivariante. Remarquons que l'action &% est libre (ce qui
fait la simplicité de $); ainsi, chaque sous-groupe T est ou fini ou isomorphe
au cercle S’ (cf. [3, pag. 153]). Nous écrirons S la famille des strates singuliéres
deMetS, ={SeS/dimTs =/}, pourj=0,1

Nous fixons pour la suite une famille {7s/S € S} de voisinages tubulaires
avec TsNTs #0 si S#S'. Par 7 : M — M/T nous noterons la projection
canonique de M sur espace des orbites M/T. Cet espace hérite natureile-
ment de M une structure d’ensemble stratifié simple, les strates étant
{m(S)/S strate de M }. En fait, onala

Proposition 1.3. La famille {(n(Ts), ps, 7(S),cS*/Ts)/S € S}, it ps(n(x)) =
m(7s(x)), est une famille de tubes de M/ T.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout S € S, l'application ps :
7(Ts) — =(S) est une fibration de fibre le cone ¢S/ Ts ayant Diff (S*/Ts)
comme groupe structural. Soit 7(xg) un point de #(S). Etant donné que la res-
triction 7: S — 7(S) est une fibration differentiable (de fibre T/Ts), nous
trouvons un voisinage ¥ C 7(S) de #(xp) et une section différentiable o : V' —
S de 7. Nous pouvons supposer V = «(U) pour une carte (U, ¢) € As. Pour
tout point x de U il existe g € T avec g - x € o(V'). L’¢lément g n’est pas unique,
mais g’ - x € o(V) implique g ~'g’ € Ts. Vu que 75 est équivariant, nous en dé-
duisons 77 'o(V) = 75 'o(V)/ Ts. La restriction ¢ : 75 'o(V) — o(V) x ¢S%
est un difftfomorphisme Tg-équivariant et le diagramme suivant

rilo(V) —F— o(V) x cS%

| Jn

p (V) — 5 ¥V x eSUTy

est commutatif. Ici on a noté [I( y, [6,7]) = (x( ), [p(6), ] et p : S — SH/Tg
la projection canonique. Par conséquent, 'application ¢ est un homéomor-
phisme qui vérifie pry Ym(x) = 77s(x) = psw(x), ou pry: V x ¢S/ Tg — ¥V
est la projection canonique. Ainsi, 'application pg est une fibration de fibre le
cone ¢S/ Ts, ayant Bisy = {(V,¥)} comme atlas. Finalement, puisque les
cocycles de Ag prennent ses valeurs dans Zy, les cocycles de B, (s) prennent ses
valeurs dans Diff (S/Tg). 0O
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1.4. Posons A l'algebre de Lie de T. Pour chaque S € S on écrira A ’algébre de
Lie de Ts. Une base B de A4 est ona si # (BN As) = 1 pour chaque S € S;. Le
calcul du deuxiéme terme 7F, de la suite spectrale que nous eflectuons dans ce
travail nécessite d’un choix d’une base de I’algébre de Lie 4. Si cette base est
ona, le terme ;E; est décrit directement comme produit pertensoriel. Dans le
cas général, le terme ;F; est determiné par une suite exacte longue ou les autres
termes sont un produit pertensoriel et un terme résiduel (cf. Théoréme 5.5).

L’existence d’une base ona est équivalente a la condition: la famille
{As/S € &;} estlibre.

2. COHOMOLOGIE D’ INTERSECTION

Nous rappelons la notion de cohomologie d’intersection [4] qui utilise la
notion de perversité introduite par MacPherson en [§].

2.1. Degré pervers. Soit x : N — C une submersion différentiable entre deux
variétés differentiables N et C. Pour chaque forme différentielle w # 0 sur N,
nous définissons le degré pervers de w, noté |wl|, comme le plus petit entier &
vérifiant:

i¢, -+ ig,w = 0 pour toute famille &,. .., &, de champs de vecteurs

sur N tangents aux fibres de x.

Ici, nous avons écrit i¢; le produit intérieur par §;. Nous poserons [{0]| - = —oc.
Pour «, 3 € £2*(N), complexe des formes differentielles de N, nous avons les
relations:

(2) loo+ Blle <max(llalle I8lle) et llanBle < llelic+ 18]

2.2. Soit E un ensemble stratifié simple. Une perversité est une application
G:S — Z (cf. [8]). Pour chaque entier £, on posera £ la perversité constante dé-
finie par #(S) = £. Une forme différentielle w sur la strate réguliére R de £ est
une forme différentielle de g-intersection (ou simplement forme différentielle

d'intersection) si, pour chaque S € S, la restriction de w a M vérifie:
max{|lw |ars s [|dw |aslls} < (S),

relativement a 75: Mg — S. Pour simplifier la notation nous écrirons
lw|mslls = |lwlls- Le complexe des formes différentielles de g-intersection sera
noté {2;(£). La cohomologie du complexe {2;(E), notée IH; (E), est la coho-
mologie d’intersection de E.

Remarquons que, dans le cas ou S = @, le complexe {2;(E) (resp. IH;(E))
coincide avec £2*(E), complexe de deRham de E (resp. avec H*(E), cohomo-
logie de deRham de E).

2.3. La cohomologie d’intersection jouit des propriétés suivantes (voir [8] et
o) )

e [H;(E)= H"(E)si E estune variéte et 0 < § < 7. On a écrit 7 la perversité
définie par 7(S) = dim Ly — 1.
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o Si chaque entrelac Lg est connexe (c’est-a-dire, E est normal) alors
IH; (E) = H*(E), cohomologie a coefficients réels de E.
o IH;(E) = Hom(IH?(E),R) si p + g = I (perversités complémentaires).

2.4. Si E' C E est un sous-ensemble stratifié (ensemble stratifié avec la struc-
ture induite), toute perversité g de £ induit par restriction une perversité sur E’,
qui sera encore notée g. L’application restriction R : £2;(E) — (27(E’) est bien
definie et induit un morphisme R* : JH;(E) — IH;(E'). Quelques exemples
de sous-ensemble stratifié sont: U C R ouvert, l'entrelac Lg, le cone cLg,
¢ 1(W) avec W C S ouvert, . ..

2.5. Une fonction contrélée f : E — R est une application continue, differen-
tiable sur chaque strate, dont la restriction aux fibres de chaque 75 : Mg — §
est constante (cf. [12]). Nous avons donc la relation max{||f||s, [|df|ls} < O.
Rappelons que tout recouvrement de E, par des sous-ensembles stratifiés ou-
verts, posséde une partition de I'unité subordonnée constituée de fonctions
controlées [12, pag. 8].

Nous montrons la premiere relation entre les formes différentielles d’inter-
section de M et celles de M/ T. Ecrivons M — X et 7(M — X) les strates régu-
licres de M et M/T respectivement (ici X =|J{S/S € §}). Fixons 7 une
perversité sur M/ T et posons g la perversité induite sur M définie par g(S) =

F(m(S)).

Proposition 2.6. Pour toute forme différentielle o € 2 (n(M — X)) et pour tout
S € S nous avons:

(3) It ells = llatllyes)-

Lapplication n* : 27 (M /T) — 27 (M) est bien définie.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

Mg—-S % 8§

(Mg —8) — 2 7(S)
ou S € S. Etant donné que la restriction de 7 aux fibres de 75 est une sub-
mersion différentiable (($% x 0, e (S$%/Ts x]0, 10), nous avons la
relation m,.{Ker(7s),} = Ker(ps),. Ainsi, pour toute forme differentielle o €
2*(m(M — X)) nous pouvons écrire (3). Nous en déduisons que 'application

7t 27 (M/T) — £2;(M) est bien définie. O

3. PRODUIT PERTENSORIEL

Le deuxiéme terme de la suite spectrale que nous construisons dans ce travail
est décrit a l'aide du produit pertensoriel, notion que nous introduisons main-
tenant.
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3.1. Definition. Considérons E un ensemble stratifié. Fixons V" un espace vec-
toriel et B une base de V. Une distinction est une application D : § — P(B), ou
P(B) dénote la famille des sous-ensembles de B. Pour chaque v € B, cette dis-
tinction détermine sur £ la perversité suivante:

(2 siveD(s)
“(S)‘{o sivd D(S).

Soit 7 une perversité sur E. Les espaces vectoriels

(E)®p V = EBB 27 _(E) ® (v),

TH (E)&p V = 693 TH;_4(E) ® (v)
veE
sont appelés produits pertensoriels. Ici, {v) dénote le sous-espace de V' engendré
par v. Le produit pertensoriel est donc une sorte de produit tensoriel ou la
perversité du terme de gauche est déterminée par le terme de droite. En parti-
culier, si § = 0 ou bien D est I'application constante @, alors 27(E)®p V =
(E)YRV.

3.2. Produits pertensoriels dans I’espace d’orbites. Dans ce travail, I'ensemble
stratifie £ sera M/T (ou bien un sous-ensemble stratifie¢ de M/T) et V =
H*(T). Labase de V est determinée comme suit. Nous fixons pour la suite une
base B = {aj,...,a,} del'algébre de Lie A. Nous écrirons (— | —) le seul produit
scalaire de 4 pour lequel B est une base orthonormale. La base B détermine,
pour chaque >0, une base B, de H*(T) (ou on identifie H*(T) avec
l'algebre graduée A*(a,...,a,)) de la fagon suivante: By = {1} et B, =
{a;, ---a;, /1 <a; <---<a;, <n}siu>1 Remarquons que B; est en fait B.
Finalement la famille B. =, , By est la base de H*(T) que nous cherchons.
Les principales distinctions utilisées dans ce travail sont les deux suivantes.

e B:S—P(B.)définie par B(S)={a;,---a;, € B./0£As C{a;,....a;),u>1}L
Ici, {a;,...,a;) dénote le sous-espace de 4 engendré par {a;,...,a;}. En
particulier B(S)=1# si Se&8. Ceci donne le produit pertensoriel
TH(M/T)cg H*(T).

e B:S - P(B,)définie par B(S)={a;- - a;, € B./{ay,...,a;,} ¢ As,u>1},
ou As est le sous-espace de 4 orthogonal a 4s. En particulier B(S) =0 si
S € So. Ceci donne le produit pertensorial IH; (M /T)®g H*(T).

Si la base B est ona, alors B=B et donc IHX(M/T)®gH*(T)=
IHX(M/T) g H(T).
4. FORMES DIFFERENTIELLES D'INTERSECTION INVARIANTES

Pour une action libre, le complexe des formes différentielles invariantes
I10Q%(M) est naturellement isomorphe au produit tensoriel 2°(M/T) @ 27(T).
En outre, I'inclusion 7£2*(M) C 2*(M) est une équivalence d’homotopie.
L’utilisation de ce complexe est une simplification importante a I'heure de
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construire la suite spectrale. Cette section est devouée a I'étude du complexe
des formes différentielles d’intersection invariantes 702, (M).

4.1. Définitions. Pour chaque a € 4, le champ de vecteurs X, est défini par
X, = T,®.(a), ou J,(g) = g - x, est un champ fondamental de $. Puisque T est
abelien, le champ X, est invariant. Son flot est donné par l'action de T, il est
donc tangent aux orbites de I’action. Ainsi, X, est tangent aux strates de . La
restriction de X, a M — X n’a pas de zéros (pourvu que a # 0!). Etant donné
que chaque application 75 est équivariante, nous obtenons la relation (75), X, =
X, o 75s. Remarquons aussi que 'application X : 4 — =(M) (algébre de Lie des
champs de vecteurs de M) définie par a -+ X, est un morphisme d’algébres de
Lie.

Le sous-complexe des formes différentielles invariantes

IN"M)={we2*(M)/g'w=wsigeT}
={we ' (M)/Ly,w=0siac A}

calcule la cohomologie de M (voir par exemple [6]). Nous prouvons un résultat
similaire pour

102;(M) = {w € £2;(M)/Ly,w = 0 pour tout a € 4}.

Proposition 4.2. Pour chaque perversité § avec 0 < § < fon a H*(I.Qé(M)) o
H*(M).

Démonstration. 11 suffit de prouver que linclusion 762, (M) — £2;(M) induit
un isomorphisme en cohomologie (cf. § 2.3). Rappelons que la restriction de & a
M — 57 est une action libre. Les opérateurs, utilisés dans [6] pour prouver que
Pinclusion 12*(M —- X) — 2*(M — X) induit un isomorphisme en cohomo-
logie, sont des compositions d’opérateurs du type £, £, et £3 que nous dé-
crivons maintenant. Il suffira de montrer qu’ils envoient les formes diffe-
rentielles d’intersection sur les formes différentielles d’intersection.

Pour chaque variété N, nous considérons sur le produit N x M Tactionde T
définie par g - (x,y) = (x,g-y). Posons pry : N xM — N et pryy : Nx M —
M les projections canoniques. On considérera sur N x M le systéme de tubes
{Tn xs = (identité sur N) x 7: N x Tg — N x S}y s La perversité g induit
sur N x M la perversité N x S — g(S), que nous écrirons aussi g.

o Li:2'(N x (M~-2X))— 2"(M — X)estdéfinie par Liw = §, wA pry A4,
ol A € £27(N) est une forme différentielle a support compact et {, est I'inté-
gration le long des fibres de pry,.

o Lo (Nx(M—X)) = 2" "Y(Nx(M~-2X)) est définie par Lrw=
f(l) (H*w)(x,y,t)(8/0t) Ndt ou H: N x[0,1] x M — N x M est une applica-
tion de la forme H(x,t, y) = (Ho(x,1), y), avec Hy differentiable.

o L3:2°(M —X) - 2%(T x (M — X)) est définie par L3w = ¢ w.

Nous montrons ensuite que chaque £; envoie les formes différentielles d’inter-
section sur les formes différentielles d’intersection.
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e Soit w € {2;(N x M). Les fibres de 7y« s sont incluses dans les fibres de
pru. Ainsi, pry A€ 25(N x M) et donc wApry A€ (2;(N x M) (cf. (2)).
Légalite (pra),{Ker(rnxs),} = Ker(rs), implique que I'opérateur {,, envoie
§2;(N x M) dans £2;(M). D’'ou Liw € £27(M).

e Soit we QI;(N x M). Lapplication H envoie les fibres de 7y .o 1xs
sur les fibres de 7wxs. Ainsi, H'we 27(N x[0,1] x M). Légalite
(provxm), {Ker(Ty x0,11xs).} = Ker(7w x s), implique que Lrw appartient a
Q27(N x M).

e Soit w € £27(M). Les applications 75 sont invariantes et par conséquent
l'application @ envoie les fibres de 77 . 5 sur celles de 75. Ainsi, L3w =P w €
2 (TxM). O

4.3. Decomposition. Considérons une métrique riemannienne y sur M — 3,
invariante par 'action de T et vérifiant u(X,, X;) = (a|b), sia,b € A. Elle existe
toujours. Pour chaque a € 4 la forme fondamentale x, est la 1-forme différen-
tielle invariante définie sur M — X' par x, = u(X,, —). Une forme différentielle
de 102*(M — X)) est combinaison linéaire de formes différentielles du type

T A Xag A A Xa, -

S~ N———

partie basique partie verticale

Explicitons ceci. Toute forme differentielle w € 12 (M — ) s’écrit de fagon
unique sous la forme:
(4) Z T wa A Xas

ac B,

ouxy = letxy, —a, = Xa;, N A Xa,, - Nous dirons que (4) est la décomposition
de w relative a B et u. Cette décomposition est unique.
Lopérateur décomposition A:I2*(M —X) — 2*(r(M - X)) @ H*(T),
définie par
Aw)= > w,®a,

ac€B.

est un isomorphisme d’algébres graduées commutatives. Remarquons que la
restriction A : {x,/a € H*(T)} — H*(T) est, avec les notations évidentes, un
isomorphisme d’algébres graduées commutatives; la cohomologie de T est
donc calculée par les formes fondamentales de I’action.

Proposition 4.3.1. L'opérateur A ne dépend pas du choix de la base orthonormale
B (relativement a (— | —)).

Démonstration. Soit B’ une autre base orthonormale de (4, (—| —)). Posons
(tab)ac B, pep: la matrice du changement de base: a=3, p lab, pour
tout a ¢ B,. Légalit¢ Y  p T'WaAXa=D pep T'wpAXp se traduit par
Yaen, labT wy = T wp pour tout b€ B,, ce qui implique ), .z w,®a=
Zb cB! Wh ®b. O
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4.4. Le degré pervers. Un calcul. Nous avons déja calculé le degré pervers de
7*a (voir (3)). Celui de xq A - - A Xxq, dépend du choix de p. Néanmoins, || xalls
vaut toujours 1 si a ¢ A3. Il semble naturel de vouloir |x.fg=0 si a€
As — {0}. Nous dirons ainsi qu’une métrique riemannienne p définie sur
M — X est bonne si

(a) pestinvariante,

(b) u(Xa, Xp) = (a | b) pour tout a,b € A4,
et, pour chaque strate S € S,

(© max{l|xalls, [ dxalls} — 0 pour a € 4¢ — {0}, et

(d) pour chaque (U,p) € Ag la restriction de ¢ aux fibres de 7s:
(Mg — §) — S est une isométrie sur (S%x 0, 1, us + dr?), ol pg est une mé-
trique riemannienne T g-invariante sur S,

Les deux premiéres propriétés assurent I'existence de la décomposition A. La
quatriéme implique 'uniformité métrique des fibres de 75 : (Mg — S) — S, ce
qui sera utilisée dans le Lemma 5.3.3. Comme on pouvait s’y attendre,

Proposition 4.4.1. Les bonnes métriques existent.

Démonstration. Considérons {M — X, 7Ts/S € §} qui est un recouvrement
ouvert invariant de M. Il posséde une partition de I'unité subordonnée consti-
tuée par des fonctions invariantes controlées (cf. §2.5). Nous pouvons donc
nous restreindre au cas M = Tg.

Notons (X,/a € A3) (resp. (X, /a € Ag)) le sous-fibré de T(Ts — S) engendreé
par {X,/a € AL} (resp. {X,/a € As}). Le sous-espace (X,/a € Ag) est trans-
verse 4 Ker{rs: (75 — S) — S}, tandis que le sous-espace (X,/a € As) est
tangent. Nous avons donc la décomposition invariante:

T(Ts — S) =Ker{rs : (Ts — S) — S}, @ (X,/a € 45) @ C.

Nous construisons g en deux temps.

e Ecrivons, pour chaque a € 4s, Z, le champ fondamental de S* relatif a
&5, Le group stuctural Zg de Ag est compact et laisse invariant Z, (cf. §1.2).
Posons ps une métrique riemannienne sur S, invariante par Zg et vérifiant
us(Zy, Z,) = (a | a) pour tout a € As. La métrique pg+ dr> de S%x]0,1]
s’¢tend en une métrique riemannienne u; sur Ker{7gs : (7y — S) — S},. Elle est
invariante (chaque g € T agit sur 75 comme morphisme de fibration a groupe
structural d’apres § 1.2 (iv)) et veérifie iy (X,, Xy) = (a | a). Remarquons que pour
chaque (U, ¢) € As nous avons ¢*(ug + dr?) = p.

e Considérons y) une métrique riemannienne sur S, invariante par T, et v la
métrique sur (X,/a € Ax) définie par v(X,, X;) = (a|b) pour tout a,b € 4.
Remarquons que (75), envoie injectivement les fibres de C sur les fibres de TS.
La métrique v + 7 po est donc une métrique riemannienne invariante sur
(X,/a € A3) @ C.

Posons finalement p = p; + v + 7¢ po. Par construction elle vérifie (a), (b) et
(d). La restriction de a (Ker{rg : (Ts — S) — S},)" = (Xa/a € A}) ® Cestde
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la forme 7§ (1 + po); ou nous avons écrit 1y((7s), Xz, (7s), Xs) = (a|b) pour
a.b € AL, Ainsi, x, = 7 pour une forme différentielle € 21(S). Par consé-
quent, ||xq|ls < 0et ||dxq|lg < 0. Puisque x,(X,) = I, nous obtenons (c). 0O

Nous fixons pour la suite de ce travail une bonne métrigue sur M — X.

4.5. Classe d’Euler. Les propriétés §4.4(a) et (b) impliquent la nullité de
iy, dx, pour tout a, b € A;la forme dy, est donc basique. La forme différentielle
eq € 2% (n(M — X)) définie par la relation dy, = 7*e, est la forme d’Euler as-
sociée a a; elle dépend de la métrique u choisie. Remarquons que e, est un cycle
vérifiant ||e,||, s < 2 pour tout S € S. La classe [e,] € TH7 (M /T) est la classe
d’Euler associée a a. Pour tout a € A5 nous avons |lea”7r(5) <0 (cf §4.4(c)).

La forme d’Euler dépend de la bonne métrique choisie; ce qui n’est pas le cas
pour la classe d’Euler (aprés normalisation). En effet, soit " une autre bonne
métrique sur M — X et a € A. Notons e la forme d’Euler correspondante. Les
formes e, et e, sont aussi des formes d’Euler relativement a I'action de T sur
M — X, qui est une action libre. On sait donc que les classes d’Euler [e,] et [e]]
sont égales dans H2((M — X)/T). 1l existe donc ~, € R1(M —~X)/T) C
025 (M/T) telle que e, — e, = dv, et donc [e,] = [e,] dans IHX(M/T).

Le degré pervers d’une forme différentielle d’intersection est calculable en
termes du degré pervers de ses composantes de la fagon suivante.

Proposition 4.6. Fixons Sune strate singuliere de M avec S € Sy. Pour chaque w €
127(M — X) nous avons max{j|w| s, [|[dwl s} = max{{{welln(sy; [dwall(5) /@ € B.}-

Démonstration. La décomposition de westw =3, .5 7w, A X4 La relation
lwlls < Jj est équivalente a:
‘w(ug, . . .,u;) = 0 pour toute famille de vecteurs {uo,...,u;}
tangents a Ker{rs : (Ms—S) — S},
La condition §4.4(c) implique que Ker{rs: (Ms— S) — S}, est inclus dans
(X./a € AY". Ainsi la relation précédente devient
‘T*wg(to, - .., u;) = 0 pour tout a € B, et pour toute famille de
vecteurs {ug,...,u;} tangents a Ker{7s: (Ms —S) — S},”.

Puisque 7. {Ker(7s),} = Ker(ps),, la condition précédente se transforme en

‘wa(vy,...,v;) = 0 pour tout a € B, et pour toute famille de
j p p

>

vecteurs {vy,...,v;} tangents a Ker{ps : M(Ms — S) — n(S)},".

Clest-a-dire, lassertion [lw||g </ est équivalente & [lwg|l,sy </ pour tout
a € B,.
Remarquons l’egalité

(5) do=53 % W*du}a/\xa+(—l)i—"7r*waAan,

u=0 acB,
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ou i est le degré¢ de w. Puisque p est une bonne métrique on a
max{||xalls, ||€xalls} < 0, pour tout @ € B,. Ainsi,

max{[|dwl[s, lwalls)/a € B.} = max{|[nlls; [lwallx(s)/@ € B},

ou =3 ,cp Tdw, AXg Ainsi, max{||dwllg, [wal,s)/a € B.} <j est équi-
valent @ max{||lwall,(s): [|dwall,s)/a € B.} < j, ce qui achéve la démonstra-
tion. O

Proposition 4.7. Fixons S une strate singuliére de M avec S € 8. Choisissons B
une base orthonormale de A avec a; € As. Pour chaque w € I2'(M — %) nous
avons

max{||wl|

s ldwllg} = max{”wa'”n(S) +1, Hdwa/Hw(S) +1, ”wa"”n(S)?

Ndwgr + (—1)i7uea1 A Way '“"”Tr(S)}’

calculé sura’ € B, ={ay - a;,---a;, /1<ir <---<i,},a" € B! =B,— B, etu>0.

Démonstration. La décomposition de west w =), 5 7 w; A x,. La relation
llw|ls < j est équivalente a:
‘w(uo, . . ., u;) = (ix, w)(uo,...,u; 1) = 0 pour toute famille de
vecteurs {ug,...,u;} tangents a Ker{rs : (Ms—S) — S}, N (X))

La condition §4.4(c) implique que l'intersection Ker{rg: (Ms —S) — S}, N
(X, )" estincluse dans (X,/a € A)*. Ainsi la relation

) {‘w(ug, ...,u;) = 0 pour toute famille de vecteurs {ug, ..., u;}

tangents a Ker{rs : (Mg — S) — S}, 0 {X, )"
devient

‘T wa(up, . .., u;) = 0 pour tout a € B. et pour toute famille de
vecteurs {uo, ...,u;} tangents a Ker{rs : (Mg — S) — S}, N {X,)"".
Puisque 7. envoie surjectivement Ker{rs:(Ms— S)— S} N (X, )" sur

Ker{ps : m(Ms — S) — n(S)}, (n’oublions que 7, X, =0) la condition pre-
cédente se transforme en

*

‘wa(vo, . ..,v;) = 0 pour tout a € B, et pour toute famille de

*

vecteurs {vy,...,v;} tangents a Ker{ps: 7(Ms—S) — n(S)},".

Clest-a-dire, I'assertion (6) est équivalente a |jw,| 5y < j pour touta € B,.

Pour chaque a'=ay-a" € B, nous avons ix, Xa' = Xa». Si a" € B
alors iy, xa = 0. _ Ainsi, la décomposition de iy,w est iy, w=
D=0 Lgreny (1) T T Wy ar A Xer. Linégalité ||wl|g < j est donc équiva-
lente & max{|wy'|l,(sy + 1, lwa |5y} < js pour touta’ € B, a" € B/

Puisque p est une bonne métrique on a max{||x.|s, l|dxe"|ls} < 0, pour tout
a”c B! Ainsi, max{dwls, Ikl s + 1 lwarll5/a’ € Blsa” € B} =
max{|nlls, [ s, + 1. lwarll s, /a’ € Blra” € B!}, ou
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n n .
n=> 3 wdwu,Axa+ Y, > (=17 mwa.an ATTeq A Xar

u=0 acC By u=0 a”cB}
n
=3 Y wdwy Axe
u=0 a'€B,
n .
+ Z Z W*(dwan + (Al)l_uwal ca” N eal) A Xa”a
u=0 a”"€B]

(cf. (5)). Ainsi, max{|wlls, ||dw|| s} =max{|lws|l(s)+ 1, lwar sy, ldwll s /a’€ By,
a" € B} <j est équivalent & max{|lwellys) + 1, [|[dwarllnisy + 1 llwarllngsy,
lldwar + (—1)' " way .a» A €a || 55y} < J, pour tout a’ € By, a” € B), u > 0. D’'ou
le résultat. O

5. SUITE SPECTRALE

Nous construisons dans cette section la suite spectrale {;E,,}, qui converge
vers H*(M) et dont le deuxiéme terme dépend de la cohomologie d’inter-
section de l'espace d’orbites M/ T et de la cohomologie de T. Nous suivons la
méthode habituelle des fibrations: filtration du complexe des formes diffé-
rentielles d’intersection invariantes de M par le degré vertical déterminé par la
projection 7 : M — M/T.

Fixons sur M /T une perversité 7 vérifiant 0 < 7 < z, ou z(n(S)) = €5 — 1, et
posons, comme précédemment, g la perversité induite sur M, définie par
G(S) = 7(m(S)). Elle vérifie 0 < g < . Nous fixons une famille {as/S € S} telle
que chaque ag engendre Ag, unitaire si S € §.

5.1. Filtration. Posons R la strate réguliére de M. La projection 7 : R — #(R)
est une fibration. Nous définissons la filtration

co= FImME 00 (M) = {0} C FI™MIQ(M) C - C FOIQ; (M)
. * . -1 * -
=10;(M)=F I0Q;(M) = -
de 1927 (M) de la fagon suivante
FUIOy (M) = {w € 1] 7 “(M) /ol ) < ).
Pour tout a € 4 nous avons dy, = 7*e, et ainsi ||dxql| g, < 0, par conséquent
ldwllrry < llwllx(z) PoUr tout w € I2*(M — X). La filtration est donc préservée
par la différentielle d. En procédant de fagon standard, nous associons a cette
filtration une suite spectrale {,E,,} du premier quadrant convergeant a H*(M)
(cf. §2.3). Puisque cette filtration ne dépend des choix faits (bonne métrique p
et base B) il en sera de méme pour la suite spectrale.

Nous entreprenons maintenant la tiche de calculer le deuxiéme terme { £}
de cette suite spectrale.

5.2. Les termes (,Ep, dp) et (,E1,d,). Par définition, la suite courte

0 — FUHUQUT (M) — FPIQUTY (M) — By — 0
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est exacte. Puisque dF Y1024+ V(M) C FUH 12447+ (M), 1a differentielle do de
la suite spectrale est ’application nulle. Ainsi :E; = ;Fy.
Considérons 'opérateur intégration le long des fibres

* *+u
FrIQ:% (M)

L Earn M e HUT)

défini par [ [w]=2>,cp wa®a, ol [w] est la classe de w=
D ow=0 2oacn, T WaAXa € F*I2;7%(M). Daprés les Propositions 4.6 et 4.7
l'opérateur ff)u est bien défini. Il est clairement injectif. La différentielle d; de-
vient sur Im ff,u la differentielle @ = d @ {identité sur H*(T)} ([|dXallr) <
a — 1 pour tout a € B, et ’¢galité (5)). Ainsi,

(7 GE" di) = (Im [ ,0).

Fu

Proposition 5.2.1. Lopérateur [, ne dépend ni de la base orthonormale B de A
(relativement a (— | —)) ni de la bonne métrique . choisies.

Démonstration. Pour 'indépendance sur la choix de la base B nous raisonnons
comme dans le Lemme 4.3.1. Posons ' une autre bonne métrique. Soit w €
F“Q;’*”(M). Par définition, nous avons: w=n+3 g T'WsAXa =7+
Dacn, TwyAX, avec n,n' € F““IQ;*"(M). D’aprés §4.5, pour chaque
ac B, la forme differentielle x, —x, appartient a F'I£2/(M). Ainsi,
daen, T (wa—wp) Axa € FPHUIQYTH(M) et donc w, = w,, pour tout a € B,.
D’ou le résultat. [

5.3. Réduction de 7E,. La procédure suivie dans les Propositions 4.6 et 4.7
permettrait de caractériser les €léments du produit tensoriel 27 (M/T) @
H*(T) qui appartiennent a Im f?‘u ; mais cette caractérisation se complique du
fait que la base B n'est pas ona (voir Lemme 5.3.4 pour le cas d’une strate).
Nous exhibons dans cette section un sous-complexe N"“(M/T) de Im [, qui
lui est cohomologue et de présentation plus simple. Pour cela nous avons be-
soin de 'opérateur Vg que nous introduisons maintenant.

5.3.1. L’opérateur Vs. Considérons S une strate singuliere de M. L'opérateur
b6s : H*(T) — H*~!(T) est défini par linéarité a partir de

u 1
Ssay ai,) = 3 (=1)'" (ay |as)ay -y, a4y, ai,,
j=1

c’est un morphisme d’algébres graduées commutatives. En fait, il est caractérisé
par P’égalité 6s(a) = A(ix xa)- Cet opérateur ne dépend pas du choix de la base
orthonormale B (relativement a (—|—)). Remarquons que si S € Sy alors
as = 0 et donc b5 = 0. Les propriétés suivantes découlent directement de la
définition.

e 65(a) =0siae HOT), 6s(a) = (a|as) sia e H'(T),

L] 65(0,‘1 <. -al-u) =0si {ail,. . ,a,-u} C A‘L,

o 55bs =0etés(a-b)=bs(a) b+ (~1)"a-bs(b),siac H*(T).
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Définissons l'opérateur
Vs: 2" (n(M - ) @ H(T) — 2*(n(M — X)) H*~'(T)

par linéarité a partir de Vs(n ® a) = n® és(a). Cest un morphisme d’algébres
graduées commutatives. Si S € Sp alors Vs = 0. Si la base B contient g, disons
a; = ag, alors 'opérateur Vs s’écrit:

(8) Vinwa)— {n®a’ sia=a -a’
0 sinon.

On remarquera finalement la relation Vg9 = 0Vs.

5.3.2. Le complexe N'"*(M/T). Pour chaque u > 0, on posera NJ"“(M/T), le
sous-complexe différentiel de 27 (M/T) ® H*(T) constitu¢ par les ¢léments »
vérifiant

max{||Vs |l (s |0Vsall 5} < F(n(S)) -2,

pour tout S € S. Ici on a écrit ||€]}s) = max{[|¢,||,(s)/a € B,} pour tout & =
> acn, £a®a appartenant a 27(M/T)® H*(T). Remarquons que ce com-
plexe ne dépend ni du choix de la base orthonormale B (relativement & (— | —))
ni de la bonne métrique .

La motivation pour Uintroduction de ce complexe est le résultat suivant (voir
aussi (9)).

Lemme 5.3.3. Supposons que M ne contient qu'une strate singuliére S, qui est
dans 8. Considérons le complexe différentiel

M(MJT)y={ne 2:_;(M/T) /il existe £ € Q* " (r(M — X)) avec
() [1€llnis) < F(m(S)) et (ii) 14§+ n A eagl] < F((S))
pour tout S € S}.

Alors, Uinclusion 27 _5(M[/T) — M (M/T) induit un isomorphisme en coho-
mologie.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que §2° 5(M/T) est un sous-com-
plexe de M (M /T) car nous avons |[e, |5y < 2. Nous procédons en plusieurs
étapes.

o Localisation du probléme. L'existence de partitions de I'unité constituées de
fonctions contrdlées permet d’appliquer la technique habituelle de Mayer-
Vietoris. Ainsi, le probléme se réduit & montrer que pour toute carte (V,¢) €
B.s), avec V ouvert contractile, Iinclusion £2* 5(pg!'(V)) — M (ps'(V))
induit un isomorphisme en cohomologie. Dans la suite on identifiera pg' (V)
avec V x ¢S®/Tg par Iintermédiaire de 1. Le degré pervers | — llas) est
maintenant relatif a la projection canonique pry : V x SZS/'[TS x ]0, %[—> V.

La démonstration de la proposition se réduit a prouver que l'inclusion
27 5(V x ¢S/ Tg) — M} (V x ¢S%/Ts) induit un isomorphisme en coho-
mologie.
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e Réduction de V x ¢S*/Ts. La restriction de la forme d’Euler e,, a V' x
S%/Ts % ]0, L[ sécrit sous la forme

eqs = Prie,g + g4,

ou Pr:V xS%/Tgx 10, %[—> SgS/TS est la projection canonique, € €
2%(S*/Ts) est la forme d’Euler relative & (3, us) et e, est une forme diffe-
rentielle qui s’annule sur les fibres de pry (cf. §4.4 (d)). Cette derniére condition
équivaut a ||Ea5”7r(S) < 1. Ainsi, M} (V x ¢S*/T,) est engendré par les élé-
ments de (27 (V x ¢S* 5/T,) vérifiant (1) et (i1) ou on remplace e, par Pre,.. De
la méme fagon, le complexe M (c¢S%/Ts) est engendré par les éléments de

(cg&/Ts) vérifiant (i) et (ii) ou on remplace e,, par pro*e,. Ici pro:

[S/Tg x10, 5[— S$%/T est la projection canomque

La projection canomque priV xeSH/Ts— ¢S %/Tg et Iinclusion J :
¢S/ Tg — V x ¢S/ T définie par J(¢) = (2o, ¢), ol zp € V' est un point base,
préservent le degré pervers. En fait, elles induisent des quasi-isomorphismes
pre (27 (eSH/Ts) — 27 (Vx ¢S/ Ts) et J*: 27 (Vx ¢S5/ Ts) — 27 (cS/ Ts)
(voir par exemple [2] et [9]). Plus exactement, J*pr* est lidentité sur
27(cS*/Ts) et prtJ* est homotope & I'identité de 2} (V x ¢S%/Ts). Un opé-
rateur d’homotopie H : 21 (V x ¢S*/Tg) — 2; 71V x ¢S’/ Ts) est donné
par Huw: [} igahwAdt ot we 21V x cS"/Ts), o h:V xcS¥/Tsx
[0,1] - ¥V x ¢S’/Tg est une homotopie définie par h(z,¢, 1) = (ho(z,1),¢) ou
ho : V' x [0, 1] — V est une contraction differentiable de V" en xo. L'opérateur H
vérifie dHn = Hdy + (—1)'(n — pr*J*n) pour tout n € Q/(V x ¢S/ Ts). Les
relations

1. Pr=proopr,pro= ProlJet

2. H(n A Pr*e,y) = Hn A Pr*e,,, pour chaque n € 2%(V x S%/Ts x0,1]),
montrent que pr*: M (¢S*/Ts) = M7V x ¢S/ Ts), J*: M} (V' x ¢S5/ Ts) —
M (eSB/Ts), et H: MV x ¢S"/Ts) — M~ (V x ¢S"/Ts) sont des
opérateurs bien définis. Ainsi, dans le diagramme commutatif suivant

27 5(cS"/Ts) 027 5(V x cS"/Ts)

i |

M (eSS Ts) — s MV % ¢S/ Ts)

les fleches horizontales sont des quasi-isomorphismes.
La démonstration se réduit a prouver que I'inclusion Q;fj(cgks/Tg) s
M*(¢S%/T) induit un isomorphisme en cohomologie.

e Réductionde cS'/Ts. Posonsh :]0,1[x[0, 1] 10,1, lhomotopieh (r,1) =
r(1 — 1)+ t/4 qui raméne |0, 1] a 4,etdonc S$%/Tgx]0,1]sur $%/Ts x {{}=
§%/Ts. Remarquons que dans S™/Tg, le degré pervers [7ll.+sy de n devient
tout simplement son degré deg(n). La procédure suivie dans le pas précédent,
transforme la question ‘(2;72(c§£5‘/T5) s M (cS"/Ts) est un quasi-isomor-
phisme’ en ‘C}(S%/Ts) — C;(S"/Ts) est un quasi-isomorphisme’. Ces deux
complexes sont définis de la fagon suivante.
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L C}(S™/Ts) = @[T " 21(S™/Ts) @ {2V 2S5/ Ts) nd ™ (0)}.
2. C (S ES/TS) est engendre par les ¢léments 7 € @( ) 4S5/ Ts) @
(3 S0~ ( /Tg N d~'(0)} pour lesquels il existe une forme différentielie £ €
691( ") 0 2(S%/Ty) telle que d + n A e, soit dans 27"E)(SP/T).

La démonstration de la proposition se réduit a prouver que l'inclusion
C(S%/Ts) — C3(S%/Ts) induit un isomorphisme en cohomologie.

e Linclusion C;(S®/Ts) < C,(S%/Ts) est un quasi-isomorphisme. Remar-
quons les égalités suivantes.

1. CI(S™/Ts) = CL(S*/Ts) = R4S/ Ts), si i < #x(S)) - 3.

2. CHS™/Ts)Nd 1 (0)=Ci(S*/Ts) Nd1(0) =2 (S*/Ts) nd '(0),sii=
F(n(S)) — 2.

3. CH(SY/Ts) = {nc 2(S™/Ts)Nd~"(0) / il existe £ € 2T (S5/Ty) vé-
rifiant d€ + 7 A e,y = 0} et C1(S%/Ts) = {0}, sii = #(x(S)) — L.

4. CHS"/Ts) =Cl(S*/Ts) =0,sii > Fn(S)).

Soit donc un cocycle 7 e 27"V -1(SH/Tg) pour lequel il existe €€
TSNS/ Tg)  vérifiant deé+nAe, =0. Nous devons trouver €
QTSN -2(§5/Tg) avec dv = 7, ce qui achevera la démonstration. L’action %
est libre et 1 < 7(x(S)) < dim(S$*/Ts) (le cas F(w(S)) = 0 étant évident); ainsi,
par Gysin, 'application

Nleas] - HPESD 1S5/ Tg) — H7EOD 1 (S%Ty)

est un monomorphisme (remarquons que H(S¥/G) = 0 pour 0 < i < £5i G est
fini d’apres [3, pag. 132]). Puisque [ A €,5] = 0 on trouve le v voulu. O

Nous prouvons maintenant que Pinclusion N“(M/T) < Im [, est un
quasi-isomorphisme.

Lemme 5.3.4. Pour chaque u > 0 le complexe N''*(M | T) est un sous-complexe
de Im [, . Cette inclusion induit un isomorphisme en cohomologie.

Démonstration. L’existence de partitions de 'unité constituées de fonctions
contrdlées permet d’appliquer la technique habituelle de Mayer-Vietoris et de
supposer que M ne posséde qu'une strate singuliére, disons S. Distinguons
deux cas.

e S€ 8. Lopérateur Vs est lopérateur 0 et ainsi N“(M/T)=
22(M/T)® H*(T). Dautre part, si n®a € 2°(M/T) ® H“(T) alors 7*n A
Xa € F*102;7*(M) (cf. Proposition 4.6) et [, , (7*n A xa) = n ® a. Ceci donne
Im [, = 2/(M/T)® H%T), d’ou le résultat.

e S € &,. Puisque les complexes en jeu ne dépendent pas du choix de B nous
choisissons une base orthonormale B de 4 avec @ = ag. L'opérateur Vs est la
projection

" T
Ne ® @ N, & a Sla=a;-a
0 sinon.

4
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Ainsi,
N7 MIT) = { S me®ac 27 (M/T) ®H“(1r)/

ac B,

max{[|nallxs), |147a | x5y} < H(w(S)) —2 pour tout a’e Bli}-

Dautre part, légalite [ (3", cp 7 MaAXa) = Xgep, Ta®a et la Proposi-
tion 4.7 impliquent:

Im | :{ ¥ na®aerz;(M/1r)®H“(1r)/

a€B,

ilexiste Y ¢(u®a”e€ 2 (n(M X))@ H* YT) avec

" "
a’eB] |

L max{{[na | xs), 17 | x5y} < F(m(S)) — 1 pour tout a’ € By,
2. ||€arllnsy < F(n(S)) pour tout a” € B, et

3. ||d€ar 4 ey A May-arll sy < F(m(S)), pour tout a” € B,;’_]}.

Ecrivons H' et H" les sous-espaces de H*(T) engendrés par B) et B, respec-
tivement. Alors,

NPHMIT) = {07 (M T) @ H'y & {2 (M/T) o 1"} et
O Y | =M /Ty e W) & {07 (M/T) o 1),

Il suffit maintenant d’appliquer le Lemme 5.3.3. O

5.4. Calcul de ;E;. Pour déterminer le deuxiéme terme de la suite spectrale
nous utilisons le produit pertensoriel 2)(M/T)®g H*(T), qui est une ap-
proximation par le haut de N,"*(M/T) (voir Proposition 5.4.4). Et c’est une
bonne approximation car la cohomologie Q,°* du quotient est calculée a partir
de la cohomologie des strates singuliéres (cf. Lemme 5.4.2 et Lemme 5.4.3).
Nous obtenons ainsi la suite exacte longue

S IHY Y (MJT) @ HY(T) — QF ™ — sEP" —
— IH)(M/T)os H(T) — ---,

qui détermine 7 E5.

Lemme 5.4.1. Le complexe N7“(M/T) est un sous-complex différentiel de
2 (M/T)zg H*(T).

Démonstration. Soit #=3", .5 n,®ac N“(M/T). 1 suffira de prouver
que si a=a;---a;, €B, et S8, avec As C (a;---a;,), nous avons
[Malla(sy < F(m(S)) — 2. Par hypothése, I'élément Vsgy sécrit sous la forme
ZceBu,, Ve & cavec “'Yf||7r(S) < F(7(S)) — 2; en fait, . = Z;:l (as Iaj)na,--c-
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Quitte a reordonner B, nous pouvons supposer a = a; - - - a, avec (as ] a;) #£0.
Posons & = a; - - - a,. Puisque a; - b = 0 pour j € {2,...,n} et (as|a;) = 0 pour
je{u+1,...,n} (car as € {a---a,) et B orthonormale) nous avons 7, =
(as | @) ng .o DOU|7a]l 5y < F(n(S)) 2. O

Lemme 5.4.2. I/ existe un isomorphisme différentiel

M/ T) 2 HY(T) | o 2 (x(T))
NTHMT) T ses 127 5(n(Ts))

® bs({a € By/a(n(S)) = 0}).

Démonstration. [’existence des partitions de I'unité constituées des fonctions
contrdlées implique que la restriction des formes différentielles induit I'iso-
morphisme differentiel suivant

Q}M/Tyes H'(T) _ & Q2 (r(Ts)) ©p H*(T)
Nf*’u(M/—u—) - seS N;’M(W(TS)) .

11 suffit donc de construire, pour chaque S € S, un isomorphisme différentiel

2 ((T) 95 HU(T) | 2(x(Ts)

brs (T Q;_5(m(Ts))

2 65((a € B, /a(n(S)) =0)).

Fixons donc S € S. Tout d’abord quelques notations. Pour chaque v > 0 on
écrira:

B! ={a € B,/a(r(S)) =0} et B ={aeB,/a(x(S)) =2}
Ceci donne la décomposition B, = B; U B//. Remarquons aussi que ds envoie le

sous-espace vectoriel {(a € B/) dans lui-méme. Alors on peut écrire:

27 (n(Ts)) @5 H*(T)
N7 (n(Ts))

_ 127 (n(7s)) ® {a € B))
{ne 2 (n(Ts)) @ (a € B))/Vsnc_5(n(Ts)®(ae B, )}

w—1

Nous définissons I ¢ par linéarité a partir de

I s[n®a] = [n] ® és(a),

ou [—] dénote classe d’équivalence. C’est un exercice d’algébre linéaire de
prouver quel; s est un isomorphisme differentiel. O

La cohomologie du complexe précédent se calcule a I'aide de la cohomologie
des strates singuliéres de M/ T.

Lemme 5.4.3. Pour chaque S € S8y nous avons

o SHETS)) N L e 2y
" (Q,wr(m) = (S/T),

ou [—| dénote la partie entiére.
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Démonstration. Notons e, (resp. ¢,,) 1a forme d’Euler associée a ag et relative
& (®,u) (resp. (®5,us)). Désignons par ng Ventier [F(w(S))/2]. Posons F :
Q75 (S/T) — (£27(m(75))/92;_5(w(Ts))) lapplication définie a partir de
F(n) = psnnes. Elle est bien définie car [pgn A eyl s, = degré {e]s} =
2ns < F(n(S)). Nous allons prouver que F est un quasi-isomorphisme.

Par la technique habituelle de Mayer-Vietoris, le probléme se réduit a

prouver que

‘la restriction F : 2°* ~2"(V) — est un quasi-

isomorphisme’,

ou (V,9) € Bys) avec V C w(S) ouvert contractile. Identifions pg! (V) avec
V x CSZS/ Ts par 'intermédiaire de 1. Le probléme se réduit a montrer que
QY x ¢S5/Ty)

275V x S5/ Tg)

est un quasi-isomorphisme’,

‘Topérateur Fo : R — , out Fo(1) = [Prrejs],

ou Pr:V xS%/Tsx]0,1{— §%/Ts est la projection canonique. Dans la
démonstration du Lemme 5.3.3 nous avons prouvé que la cohomologie du
complexe quotient (£27(V x CSI/TS)/Q;‘_Q(V x ¢S%/Ts)) est isomorphe, par
Pintermédiaire de Pr, a H'O)N(S*/Tg) @ H'@SN-1(S%/Tg). La démon-
stration est terminée car la cohomologie H*(S%/Ts) est engendrée par
{1, eqq, - - .,e‘gs—])/z}. O

Le calcul de Q;* est fait dans la proposition suivante. Nous écrivons rg la
dimension du plus petit sous-espace de 4 contenant 4 et engendré par un
sous-ensemble de B, c’est-a-dire, rg = n — #(BN Ag); en particulier, rg = 0 si
S eSg.

Proposition 5.4.4. 1] existe un isomorphisme '

H(QU‘/@/;)(%;%“(D) ;s% (H 2D (g TG - (%),

Démonstration. D’aprés les lemmes précédents il suffit de prouver I'égalité
dimés((a € B)) = (“~1) — ("7's), pour toute strate § € S;. Posons, pour sim-

n—u n—u

plifier les notations, BN A = {a,;41,-..,a,}. Tout élément de (a € B!) con-
tient a; - - -a,g, clest-a-dire, (a€ B)) =ay---ar, - A" "(ayg41,...,a,) et donc
bs({a€ B))) =bs(ar---ayg) - A" S(ayg41,...,a,). Dautre part, les éléments

de (a € B)), et donc ceux de §5((a € B)')), ne contiennent pas a; - - - a,,. Ainsi
bs({a € B))) Nés({a € B))) =0 et donc dimés((a € B))) = dimés({(a € B,)) —
dim §s((a € BY)). Puisque on a trouvé dimé&s({a € B))) = (;_7%) = (47%), il
ne reste qu'a prouver dim és((a € B,)) = (*_)).

'On écrira {1 = {0} et (4) = 0sib<Ooub >a
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Considérons pour cela la famille {5, = a1, b, = a; — ({as | @)/ (as | a))ay, ...,
by = ar, — ((as |a,s)/(as |a1)) ai,brg+1=ayg41,...,b, = an}, qui est une base
de A. Elle vérifie 8s(b)#0 et 85(b;) =0 pour i€ {2,...,n}. Ainsi,
dim és((a € B,)) = dim 85(A*(by, . . ., b,)) = dimby - A~ (ba,... ,by) = (1 2]) =
(o). o

Nous donnons maintenant le principal résultat de ce travail.

Théoréme 5.5. Soit @ : T x M — M une action simple du tore T sur une variété
M. Pour chaque perversité ¥ sur M /T avec 0 < F < z, il existe une suite spectrale
{,En} convergeant vers H*(M) telle que, si nous fixons une base B de l'algébre de
Lie de T, le deuxiéme terme est déterminé par la suite exacte longue

(10) e vafl(M/‘u-) ®BH“(T)—>Q;}~1’M—‘~>7E2U’L"—>
— IH(M/T) @ H(T) — ---,

avec

ovt — @ {Hv- W25 TG - (),

Ses
Si la base B est ona alors

FES T = IH(MJT) Qg H*(T).

Démonstration. La suite spectrale {,E,,} est construite dans la Section 5.1.
Dans la Section 5.4 nous prouvons que le deuxiéme terme de cette suite spec-
trale est déterminé par la suite exacte longue (10). Finalement, si la base B est
ona,onars < 1pourtout S € SetdoncE," = IH(M/T)®g H*(T). O

5.6. Remarques

(a) Pour u < 0et u>nnous avons Q¥ =0 et ainsi ;E;“ =2 TH}(M/T) ®
H*(T),siu<0,et;E;"=TH" (M/T)® H*(T),siu>n,ou

_ 2 siSes
S("(S)):{o i S € S

(b) Sila famille {As/S € S} est libre alors nous savons que l’algébre de Lie
A posséde une base ona et ainsi 7E,"" = IH(M/T) @ H*(T). Ceci est tou-
jours le cas si le nombre de strates de S; est inférieur ou égal a la dimension du
tore.

(c) La suite spectrale {,E,} ne dépend pas du choix de la base B. Dans la
suite exacte (10) les termes IH, (M /T) ®g H*(T) et Q7" dépendent de B.

(d) Pour \-presque tout choix de B, cette base vérifie rg = nsi S € §). Ainsi,
si I'on fixe v < », nous avons @ = 0 pour tout @ € B, (cf. §3.3). Par conséquent,
TH(M/T)®s HYT) = IH(M/T)® H*(T). Prenons 7=0, d’aprés §2.3
nous avons /Hy (M /T) = H*(M/T). La suite exacte (10) devient:
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— TN M/T) @ HY(T) — @ (H (/T gy

S HY(MJT)® HY(T) — -

Nous voyons ainsi la difference entre le cas ou & est libre (pour lequel
Ey* =~ HY(M/T)® H*(T)) est le cas ou @ est simple. Il faut néanmoins noter
que pour ce choix de la base B le terme résiduel est le plus compliqué possible
car il posséde le nombre maximal de termes.

(e) Silaction est libre, cette suite spectrale coincide avec la suite spectrale de
Leray-Serre car S = ). Si le tore T est de dimension 1, toute base distinguée est
ona et la suite spectrale dégénere en la suite exacte longue:

- — IH'M/T) — H' (M) —

Alel

— IH N (MYT) — IHP TN MYT) —

nous retrouvons ainsi la suite de Gysin de [7].

(f) Dans ce travail nous avons approximé le premier terme de la suite spec-
trale par le haut en utilisant I'inclusion N,"“(M/T) — 2X(M/T) @ H*(T).
On aurait pu agir de fagon duale en utilisant 'inclusion 27 (M /T) ®g H*(T) —

J*(M/T), ce qui est une approximation par le bas. Dans ce cas, on peut
montrer que le deuxiéme terme de la suite spectrale est déterminé par la suite
exacte longue

- — TH(M/T) @ H*(T) — By — R —
— IHP (M/T) @ HY(T) — -,

o RY™ = @ (2SI T(2) = (),

5.7. Exemple. Avec l'exemple qui suit nous voulons illustrer la suite exacte (10
p pleq
qui détermine le deuxiéme terme ;£; de la suite spectrale.
5.7.1. Description de Paction. Considérons l'action & : (S§'x §') x C™ 2 +2_,
2 qrpos
CMm*tm+? définie par (z1,22) - (Ul oo s Uny 41, WEy ey Wiy 1) = (21 - 01, .0, 2] -
Up 41,22 Wi, -- ., 2 - Wy 1), O 11 > 1 et ny > 1. Cette action du tore T =
S' x S! préserve la norme de C™*™*2 elle induit donc I'action &: T x
§mtml+3 _, glm+m)+3 qur |3 sphére unité. Nous écrirons S2+m)+3

comme le joint $*" 7! « §2 ! ¢est-a-dire, le quotient
Slnl +1 52”2 +1

(« “1 -4-,bn.+1) Wy 1 )y =D~ (] ) ) (e Wiy 1), = 1)
—1,1] '

) (W Wy 1) D)~ (1 U 1), w100 1)

Sur le premier facteur (resp. le deuxiéme facteur) 'action de T se réduit a 1'ac-
tion de S' x {1} (resp. {1} x ') sur S ™! (resp. $* ") par le produit de
nombres complexes, ¢’est-a-dire, action de Hopf.

Dans S*™ *™)*3 nous trouvons deux strates singuliéres S| = §2m H, Sp =
§*2+1 et la strate réguliére R = S 1 x %1 x| — 1,1[. L'espace d’orbites
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est le joint CP™ x« CP™ et nous avons 7(S}) = CP™, 7(S;) = CP™ et n(R) =
CP™ x CP™ x ]0, 1{, qui sont les strates de I'espace d’orbites.

5.7.2. Premiére perversité. Une perversité 7 sur CP™ « CP™ g’identifie au
couple d’entiers (F(7(S1)), F(m(S2))). Nous considérons d’abord le cas 7 = (2,2)
et calculons (3 2, E».

Ecrivons f :]—1,1[— [0,1] une fonction difféerentiable antisymmeétrique
avec f(x)=1si } <x<1. Posons e, e; les formes d’Euler canoniques de
CP"™ et CP™ respectivement. Nous écrivons aussi e;, e; et f les formes diffé-
rentielles induites dans le produit CP™ x CP™ x| — 1, 1, partie réguliére de
CP"™ x CP™. Un calcul direct 4 'aide de Mayer-Vietoris donne

TH o (CP™ « CP™) = (1,[df Ae)' Aep]/1 <ij <y, j=1,2),
TH}, o (CP™ « CP™)
= (L [df ne Aey][e]/1 < iy <m,2 < iy < m),
IH 5, (CP™ + CP"™)
= (L[df nel negl[e]/2 < iy Smy, 1 < iy <),
IH}S ,,(CP™ « CP™)
= (L [df nel' nei [er],[ea), Jer Aea)/2 < ij <y, j=1,2),

(cf. [5]). Ici, {—) dénote ‘espace vectoriel engendré par’.
Nous choisissons deux bases orthonormales de 4 = R? et calculons la suite
exacte (10) qui détermine le deuxieme terme (; 5 E>.

Ag,
by
az

by As

1

ay

(i) B ={a;,az}. Cest une base ona, ainsi:
eoEy " = IS, (CP™ « CP™) @5 H(T)
= {IH}; 5, (CP™ «CP™) @ (1))
® {IH(B,Z)(CPM * CP™) @ (a2} }
D {[H(*z,o)((ﬁ[p"' *xCP™)y @ (a))}
@ {1H G ) (CP" « CP™) ® (a) - a2} }.

(i1) B, = {h),b,}. Draprés la Remarque 5.7 (a) nous savons déja que
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ek’ = IH(O,U)( cp™ *C[pnz) 2(1”-

Posons # = 1. A partir de la suite exacte (10) on obtient

({IH} (CP™ «CP™) @ H'(T)} @ {H"(CP™) @ H* 3(CP™))

v#2,3,45
B e Ker{y: IH} ,,(CP" xCP™) @ H'(T) - H'"*(CP™)
2252 & H" *(CP™)} v=2,4

Coker{y : IH} 3 (CP" « CP™) @ H'(T) — H'*(CP™)
o H' 3 (CP™)} v=3,5.

Ici, 'opérateur ~ est donné par

v(e) @ b)) = y(le1] ® b2) = (0,V2),
v(lea] ® b1) = v([e2] ® b2) = (V2,0),
v([e1 A ea] @ by) = V2(er + e2),

[
Y(ler Aea] ® by) = V2(er — ey).
Un calcul direct donne, comme on pouvait lattendre, o 2E,"" =
IH(*2 2 (CP™" «CP™) ®p, H*(T).
Cet exemple montre que la suite exacte (10) dépend de la base distinguée.

5.7.3. Deuxié¢me perversité. Considérons la perversité 7 = (4,4), nous mon-
trons que le deuxiéme terme de la suite spectrale {4 4 Ex} est différent de celui
de la suite spectrale {(, 5 En}. Ceci prouve que la suite spectrale que nous
construisons dans ce travail dépend du choix de la perversité (méme si I'abou-
tissement est le méme).

Un calcul direct a l'aide de Mayer-Vietoris donne

IH}, , (CP™ + CP")

=(1,[df nel nel] ek nel)3<i <mp2<ir <mp0<k <2,0<ky < 1),
IH, 5 (CP™ % CP™)

=(1, [df/\e /\e;],[ /\ezz]/2<11<n1,3<12<n2,0<k1<l0<k2<2),

IH(, ,,(CP" « CP™

=(1,[df nel Nel] el nek2)/3 <ij<n,0<k;<2,j=1,2).

Considérons la base ona B, = {a;,a,}. Ainsi:
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@aE; " = IH(’;A)(CP"‘ * CP™) ®p, H*(T)
={IH} 4(CP" xCP™) & (1)}

© {IH, 4(CP™ + CP™) @ (ay)}
® {TH() 5 (CP™ x CP™) @ (a1)}

& {TH{,  (CP™ + CP™) & (ay - a2)).

. \ *, % *, %
Nous arrivons a (35 E, % (4,4)E2

10 £ 4niny — 7(my +n2) +29 = dim (474)E2*’*.

car dim p nE]" = dniny — 2(m +m) +

5.8. Comparaison des suites spectrales. Pour une mémeaction®: T x M — M
nous n’avons pas construit une mais plusieurs suites spectrales convergeant
vers H*(M); néanmoins, elles ne sont pas indépendantes. Posons g et 7 deux
perversités sur M/T vérifiant les inégalités 0 < g <7<z Linclusion ¢:
2;(M) — £2;(M), qui est un quasi-isomorphisme, préserve la filtration de § 5.1
et définit donc un morphisme de suites spectrales {¢y, : gE,, — ;En},, o NOUS
décrivons dans ce paragraphe le deuxiéme terme de ce morphisme. Pour cela

nous utilisons le résultat suivant, qui compléte le Lemme 5.4.3.

Lemme 5.8.1. Fixons S € S et considérons £ un entier vérifiant £ < £g — 1. Alors:

e (T

25_1(n(Ts))
g{H*Z(S/T]") si (S € Spet £=0)ou(SeS et 0<{pair)
0 sinon.

Démonstration. Distinguons plusieurs cas.
e Se8y et £#£0. La procédure suivie a §5.3.3 montre que le complexe
(127 (n(Ts))/$2; {(n(Ts))) est acyclique si et seulement si le complexe

@iy 2(S™Ts) & {RY(S"/Ts)nd~'(0)}
@i 21(SY/Ts)e {2 71(S%/Ts)nd~1(0)}

est acyclique. Ceci équivaut a la nullité de H{(S%/Ts), ce qui provient des
inégalités 1 < ¢ < £g — 1 et de [3, pag. 132].

o S Sgetl=0.Lecomplexe quotient est réduit a 25 (n(7s)) = ps 27 (S/T),
d’ou le résuitat.

e S ¢ & et £ impair ou £ < 0. On raisonne comme dans le premier cas et on
tient compte de 'égalite H{(S*/Ts) = 0'si £ est impair ou £ < 0.

e S8 et 0<{¢ pair. Daprés le cas précédent nous avons
H*(0(x(T5))/ 9, (r(T))) = H*((x(T5)) /2 _3(x(T5)).

Maintenant il suffit d’appliquer le Lemme 54.3. O

Théoréme 5.8.2. Soient g et ¥ deux perversités sur M/T avec 0 < §<r <z et
[F(m(S))/2] — [g(w(8))/2] < 1. Alors, il existe une suite exacte longue
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vk 2 U, * U, x v+ 1, % L2 v+ 1, x
e gE)T S GE)T — Pq’? — E, rE,y —

SR

avec

F=@ A TN @ {Er 22 (s Ty,

Py
ou la somme est étendue a {S € S| /[F(7(S))/2] - [g(=(S))/2} = 1}.

Démonstration. L’existence de partitions de l'unité constituées de fonctions
contrdlées implique que la restriction des formes différentielles induit I'iso-
morphisme différentiel suivant

N MYT) o NEH((Ts)

Ny ) B M)

Considérons S € S et dinstinguons 2 cas pour étudier la cohomologie du com-
plexe quotient (N*(n(75)) /N 7 *(n(T5)))-

* S & Sp. Nous avons N"“(n(Ts)) = 02} (n(Ts)) @ H*(T) et N7 *(n(Ts)) =
27(n(Ts)) ® H*(T). Puisque 1 <#(n(S)) <fs—1 nous avons d’apres le
lemme précédent que le complexe (27 (n(75))/ 127 (n(7s))) est acyclique. Ainsi,
le quotient (N;"*(n(T5))/N ;“(n(Ts))) est lui aissi acyclique.

e S € 8,. Puisque les complexes en jeu ne dépendent pas de la base, choi-
sissons une base B orthonormale (relativement a (— | -)) de fagon que as soit
a,. Ainsi, nous avons 1’égalité

N ((Ts)) ={2; (n(Ts)) ® A(az, .., an)}
DR S(x(Ts) B ar - A (@, .., a0)}
et Pégalité
N7 (m(Ts)) ={027(n(T5)) @ A(az, . . ., a,)}
{02 _5(n(Ts) @ ar - A Hay, .., a0)}.
Par conséquent

N (5 (Ts)) o f 5 (n(Ts))
N (Ts) {3 <<Ts>)®“"2"“’“")}
0TS
EB{ ; (7. ))® 1+ A (az,...,an)}.
D’apres le lemme précédent nous avons H *(N,*(n(Ts)) /N [ *(n(T5s))) = Py7s

d’ou le resultat. 0O

5.8.3. Exemple. Considérons l'action décrite dans §5.7. Les perversités § =
(2,2) et 7 = (4, 4) vérifient les conditions du théoréme précédent, nous trouvons
ainsi la suite exacte longue

N (2:2)E2U~* 2y @, 4)Eu,* - P22)1(4,4) N (z,z)E;j’L]'* .

1'»

5 Byt —
ou
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H* 4CP™) @ H*~4(CP™) siu=0
{(H* 4 CP™) e H'"4CP™)}a {H* 2(CP™)d H" *(CP™)}

siu=1
H* }(CP™) @ H*"}(CP™) siu=2.

P(;.,,MZ), (4.4) =

5.9. Annulation des classes d’Euler. Si I'action & est libre, 'annulation des
classes d’Euler {[e,] € H*(M/T)/a € A} équivaut a I'existence d’un feuilletage
transverse aux orbites. Nous montrons dans la suite que, dans le cas simple,
'annulation des classes d’Euler {[e,] ¢ IH}(M/T)/a € A} posséde aussi une
interprétation géométrique. )

Un feuilletage singulier 7 sur M [10] est transverse a @ si pour tout point x de
M — X' la feuille de F et 'orbite de & passant par x sont transverses.

Théoréme 5.9.1. Soit® : T x M — M une action simple du tore T sur une variété
M. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(a) Les classes d’Euler {[e,) € IH}(M/T)/a € A} sannulent.

(b) 1l existe sur M un feuilletage singulier F transverse a .

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, d’aprés §4.5, la premiére con-
dition ne dépend pas de 1a bonne métrique choisie.

(a) = (b). Pour chaque S € &, la voisinage tubulaire 7 s’identifie naturel-
lement avec Es x [0,1[/ ~ ot Es = rg' (1) et (x,0) ~ (x',0) si 75(x) = 75(x’).
Posons M la variété a bord obtenue a partir de M en remplagant Eg x [0, 1 par
7s. Elle est naturellement munie d’une action libre ¢ de T; nous pouvons ainsi
construire une application différentiable équivariante £ : M — M qui envoie
difffomorphiquement M — £ *1(2) sur M — 3. Les classes d’Euler de M sont
donc envoyées par £ sur les classes d’Euler de M; qui sont donc nulles. Par
conséquent il existe sur M un feuilletage régulier  transverse aux orbites de .
On vérifie aisément que la distribution £, (TF) est localement de type fini, elle
définit donc un feuilletage singulier (cf. [10, pag. 185-186]), qui est par con-
struction transverse aux orbites de &.

(b) = (a). Pour des raisons de degré, nous avons IH (M) = H*(M — %) et
les classes d’Euler de & correspondent avec celles de la restriction de @ a
M — X, ou l'action est libre. Ainsi, puisque dans M — X' le feuilletage F est
transverse a @, nous avons que les classes d’Euler sont nulles. [

5.9.2. Remarques

Dans les conditions du théoréme précédent:

(i) Les seules strates singuliéres qui peuvent apparaitre sont celles qui véri-
fient dim Tg = 0 ou bien celles qui vérifient £5 = 1. L’espace d’orbites M /T est
une variété de Sataké a bord, qui est 1a réunion des strates S avec £g = 1.

(i) La suite spectrale degénére et H*(M) = IH(M/T)®s H*(T) pour
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toute base B de 4. Rappelons que cette cohomologie s’écrit en termes des co-
homologies relatives {H*(M /T, C)/C composante connexe du bord de M/ T }.
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