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Theoreme de De Rham
pour les Varietes Stratifiees

J. P. BRASSELET, G. HECTOR et M. SARALEGI

Introduction

Pour une vari6t6 differentiable A l'isomorphisme de De Rham:

HDR(A) - H*(A)

est classiquement ralise par le morphisme d'integration:

Dans le cas d'une vari&te singuli6re A munie d'une stratification de Thom-Mather,
Verona a tabli un isomorphisme entre la cohomologie du complexe des formes
diff6rentielles >>contr616es<< sur A et la cohomologie singuliere de A.

Les premieres gneralisations, dans le cadre de l'homologie d'intersection, ont te
fournies par J. Cheeger, M. Goresky et R. MacPherson en montrant que, dans le cas ou
A admet des singularites isol6es de type conique, le morphisme d'integration r6alise un
isomorphisme de duality entre la cohomologie des formes differentielles de type 2 sur
la partie lisse de A et l'homologie d'intersection de A. Depuis, de nombreux auteurs ont
g6n6ralise ce rsultat, dans des cas divers, en construisant, explicitement ou non,
l'isomorphisme precedent.

On considere ici le cas d'une prestratification abstraite munie d'une structure de
pseudovariet6 stratifiee. Pour un tel objet A et pour une perversity /p, on se propose de
montrer comment le morphisme d'int6gration realise explicitement un isomorphisme de
duality entre la cohomologie d'un complexe de formes diff6rentielles permises et
l'homologie d'intersection.

Plus precis6ment, Goresky et MacPherson ont d6fini un complexe Ql (A) de formes
diff6rentielles satisfaisant certaines conditions'de contr6le relativement i la perversity q,
complementaire de p, ceci au voisinage des strates d'une stratification de Thom-Mather
de A. Ce complexe engendre un complexe de faisceaux 2Qq satisfaisant les axiomes des
faisceaux pervers, relativement la perversity 4, et dont l'hypercohomologie est
l'homologie d'intersection de A, relativement a la perversity q.

D'autre part considerons le complexe des chaines singulieres d'intersection: SCf(A),
d6fini par King. Le complexe dual Hom (SCP(A), R) engendre un complexe de faisceaux
satisfaisant 6galement les axiomes des faisceaux pervers, relativement i la perversity 4.

Les resultats de Goresky et MacPherson, Brylinski, King permettent de montrer que
les complexes Q*(A) et Hom (SCF(A), R) sont quasi-isomorphes. L'objet de ce travail
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est de montrer que ce quasi-isomorphisme est explicitement ralise par un morphisme
d'int6gration.

En fait, l'integrale d'une forme differentielle de Qq(A) sur un simplexe de SCP (A) n'est
pas toujours definie. On a recours ici:

* d'une part, au <<d6plissage>> de A en une variet6 lisse A munie d'une projection r7: A -- A
et dont la restriction la partie lisse de A est un revetement.

* d'autre part des sous-complexes RCP (A) de SCP (A) et K* (A) de (A), constitute
respectivement des chaines d'intersection et des formes diff6rentielles qui se relevent
convenablement dans A.

Sur les relev6s des formes et des chaines, le morphisme d'integration:

: K'(A) -- Hom (RCP(A), R)

est bien d6fini. On a alors un diagramme

K (A) -- , Hom (RCP(A), R)

I T
q (A) Hom (SCF(A), R)

dans lequel les fleches verticales sont induites par inclusion. Les calculs locaux
caract6ristiques de l'homologie d'intersection montrent que les complexes de faisceaux
correspondants satisfont les axiomes des faisceaux pervers et que le diagramme pr6c6dent
est constitu6 de quasi-isomorphismes. Le rsultat principal s'6nonce comme suit:

Th6oreme de De Rham. Soient A une prestratification abstraite, et (, 4) deux perversites
complementaires; le morphisme d'integration induit un isomorphisme entre la cohomologie
du complexe Q (A) des formes differentielles d'intersection et la cohomologie d'intersection
IH (A, R).

Dans le chapitre A on rappelle les notions de pr6stratification abstraite et d'espace
stratifi6, on introduit les techniques de d6plissage relativement la stratification et la
structure simpliciale.

Le chapitre B est consacre la construction des complexes SCP(A) et S2(A), on
introduit la notion de relevement dans chacun de ces complexes, ce qui dfinit les
sous-complexes RCP (A) et K*(A), constitute respectivement des chaines et des formes
diff6rentielles relevables.

Les calculs locaux, caract6ristiques de l'homologie d'intersection, sont faits dans le
chapitre C. Dans le chapitre D, on montre que l'integration est bien dfinie pour les
formes et les chaines relevables, on montre aussi la formule de Stokes. Les calculs du
chapitre C impliquent que l'hypercohomologie des complexes de faisceaux associ6s 
chacun des complexes pr6c6dents est l'homologie d'intersection de A; on en d6duit le
theoreme de De Rham.

La th&se de M. Saralegi est le <<noyau dur>> de ce travail qui a te d6velopp6 suivant
deux directions differentes mais complementaires: techniques la Mayer-Vietoris
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(Hector-Saralegi) d'une part et techniques faisceautiques (Brasselet) d'autre part. Cette
redaction est A la convergence des deux points de vue. Les auteurs remercient C. Sabbah,
D. Lehmann et B. Cenkl pour les conversations fructueuses qu'ils ont eues avec eux a
ce sujet.

Tout au long de ce travail on 6crira <<diff6rentiable)> au lieu <<de classe C'>> et toutes
les vari6t6s seront supposees paracompactes.

CHAPITRE A
Geom6trie des Espaces Stratifi6s

Le cadre de ce travail est celui des espaces stratifies: prestratifications abstraites (cf. [T],
[M]) qui sont aussi des pseudovarietes stratifies (cf. [GM1]). Nous rappelons dans ce
chapitre les definitions et proprites principales de ces deux objets. Nous introduisons
aussi la notion de <<d6plissage>>, concept qui est la base du morphisme que nous
construisons entre les homologies d'intersection singuliere et diff6rentielle.

§ I. Espaces Stratifies

Pour les pr6stratifications abstraites on a choisi une dfinition a priori plus riche que
la definition habituelle, mais qui lui est en fait quivalente d'apres [V2].

1. Definitions [V2, page 3]. Une paire (A, F), avec F = {9, T}, est une prestratification
abstraite si:

(PA i) A est un espace topologique metrisable, localement compact, admettant une
base d6nombrable d'ouverts;

(PA ii) 9' est une partition localement finie de A en ensembles localement ferm6s, appeals
strates, qui sont des vari6t6s diff6rentiables; la partition v6rifiant:

X, YE y et X n Y * 0 implique X c 

(PA iii) T est une famille des donnees de contr6le {Tx, nx, ex}x, j ou Tx est un voisinage
ouvert de X dans A, rx est une retraction continue de Tx sur X et Qx: T - [0, oo[
est une application continue telle que X = ex (0). De plus, si l'intersection
Tx n Yest non vide, alors l'application (7rx, QX): TX n Y-- X x] 0, + oo[ est une
submersion differentiable propre.

(PA iv) Pour X, Y, Z E Y les relations suivantes sond v6rifi6es:
7(Yn(a)) = 7rx(a), ex(ry(a)) = Qx(a),
d6s que a e Tx n T n Z et ry(a) e Tx rn Y,

(PA v) Pour tous, X, YE 5e on a les quivalences:
X n ? 0 si et seulement si Tx n Y $ 0,
Tx n Ty 0 si et seulement si X c Y, X = Y ou Y c X.

16 Annals Bd 9, Heft 3 (1991)
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1.1. Un sous-ensemble localement ferm6 B c A est dit sature si la restriction de F a B
d6finit une structure de pr6stratification abstraite sur B et si pour toute strate X E 9,
avec B n X * 0, on a:

7EX'(B r X) = B n Tx. (11..1)

Pour toute strate X e Y et tout ouvert U c X les ouverts 7rx1(U), Tx et A \ X sont
satures, ainsi que les ensembles Sx = ex (1).

1.2. La profondeur d'une strate X de A, note profA (X), est le plus grand entier p pour
lequel il existe une suite de strates distinctes Xo < X1 < ... < XP = X, o Xi < X,+1
signifie Xi c Xi,,. Une strate de profondeur zro sera dite minimale, c'est toujours un
ferme de A.

Laprofondeur de A est: prof (A) = sup {profA (X) X 9}. Cette profondeur est nulle
si et seulement si les strates de A sont ses composantes connexes. Dans ce cas A est une
vari&t6, mais bien entendu la rciproque est fausse.

1.3. Un ensemble sature B est uniformement sature si, pour toute paire de strates X et
Y de A rencontrant B, on a:

profA (X) \ profA (Y) = profB (B n X) \ profB (B rn Y).

Les exemples de (1.1), sauf eventuellement A \ X, sont uniformement satures.

1.4. Pour toute vari6te diff6rentiable M le produit M x A est muni de faqon canonique
d'une structure de prstratification abstraite dont les strates sont {M x X I X e Y} et
dont les donnees de contr6le sont dfinies de faqon analogue.

Soient cA = A x [0, + co[ /A x {0} le cne ouvert de A et * son sommet (c'est-d-dire la
classe de A x 0}). Si A est compact, on considerera sur cA la structure de prtruatification
abstraite canoniquement dfinie partir de celle de A dont l'ensemble des strates est
{X x ]0, oo[ I X E 59} u {*}. On remarquera qu'on a l'egalite prof (cA) = prof (A) + 1.

2. Definition. Soient A, F} et {A', r'} deux pr6stratifications abstraites. Un homeomor-
phisme f: A * A' est un isomorphisme de prbstratifications abstraites (on dira iso-
morphisme) si:
(a) f envoie differentiablement les strates de Y sur les strates de Y',
(b) rf(X) f = f 7rx et Qx = ef (x) f, pour tout X e 9.

On dbsignera par Aut (A, F) le groupe des automorphismes de (A, F).

3. Remarque. Dans [V2, page 16] on montre que pour toute prestratification abstraite
(A, r) il existe une famille de prestratifications abstraites (Lx, Fx = {x, rx}), indexbe
par X e Y, telle que, quitte reparametrer les donnes de contr6le, la prestratification
abstraite (A, F) vrifie la condition suppl6mentaire:

(PA vi) pour toute strate X e 9Y la restriction 7rx: Tx - X est un fibre localement trivial
de fibre cLx qui possede un atlas trivialisant Wix = {(p, U)} tel que:
(a)la trivialisation p: r (U) -* U x cLx est un isomorphisme. (cf. (1.1)et (1.4));
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(b) les fonctions de transition de ° x prennent leurs valeurs dans Aut (Lx, Fx),
i.e., pour tous ((p, U), (p, V) e Q/x il existe f: U rn V -- Aut (Lx, Fx) telle que
pp- '(x, [y, r]) = (x, [f(x) (y), r]), pour tout x U n V et tout [y, r] e cLx.

On remarquera que chaque pr6stratification abstraite (Lx, Fx) v6rifie a son tour (PA vi).

4. Remarque. Sur A on a la filtration naturelle 0 = A_1 c Ao c ... c Aj c ... , oA,
est la reunion des strates X de dimension < j. L'espace A est une pseudovari6t6 stratifie
(cf. [GM1]) si:

(PA vii) il existe un entier n tel que A = An, A,_ = A_ 2 et A \ An _ x est un ouvert
dense de A.

Pour rsumer on introduit la notion suivante:

5. Definition. Un espace stratified est une paire (A, F) verifiant les conditions (i)-(vii).
C'est donc une prestratification abstraite dont la stratification d6finit egalement sur A
une structure de pseudovari6t6 stratifi6e.

Tout ouvert sature d'un espace stratifi6 est son tour un espace stratified. D'apr6s
(PA vi(a)) chaque Sx et chaque Lx est un espace stratifi&. Remarquons finalement
que tout isomorphisme entre deux espaces stratifies est un isomorphisme de pseudo-
vari6t6s stratifiees au sens de [GM1].

Fixons pour la suite un espace stratifi6 (A, F) de dimension n.

6. Description de la structure stratifie de Tx. La structure d'espace stratifi6 de Tx est
d6crite A l'aide de la notion de fibr6 stratifi6, que nous introduisons maintenant:

6.1. Soit D un espace stratified et ca: D -- M une fibration localement triviale de fibre L,
sur une variety diff6rentiable M. Nous dirons que cc est un fibre stratified s'il existe une
structure stratifi6e FL sur L et un atlas q/ = {((p, U)} de a verifiant:

(a) c-'(U) est un ouvert plein de D,
(b) chaque trivialisation p: ca-'(U) - U x L est un isomorphisme (cf. 2).

Remarquons que les fonctions de transition de qi prennent leurs valeurs dans
Aut (L, FL). Les principaux exemples de fibr6s stratifies sont x: Tx - X et x: Sx X,
pour X strate de A.

6.2. Le (mapping cylindre)> de cc est l'espace quotient D x [0, oo[/ oi (d, 0) - (d', 0) si
cc(d) = ac(d'). Cet espace h6rite de D une structure d'espace stratifi6 dont les strates sont
{ Y x 10, oo] avec Y state de D} u {M} et dont les donnees de contr6le sont d6finies
naturellement partir de celles de D. On observera que 'espace stratifi6
(D x [0, oo[/) \ M est l'espace stratifi6 produit D x ]O0, oo[.

6.3. Fixons une strate X de A. Le <mapping cylindre>> Sx x [0, oo[/ du fibr6 stra-
tifi 7rx: Sx - X est isomorphe Tx. Un isomorphisme est donn6 par 'application
Fx: Sx x [0, oo[/, - Tx qui, a chaque classe [c, t] associe p-'(x, [y, t]), oi (, U) e/ W
et p(c) = (x, [y, 1]) e U x cLx (cf. (PA vi)).

16'
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Remarquons que l'espace stratified Tx \ X est isomorphe Sx x ]0, oo[ (cf. (1.4)).

6.4. Remarque. Si f: A -* A' est un isomorphisme entre deux espaces stratifies alors,
pour toute strate X E p , on a la relation fF[c, t] = Ff (x)[f(c), t], pour tout point [c, t]
de Sx[O, ooU-. Cette remarque se trouve la base de (II-(3.2)).

§ II. Deplissage d'un Espace Stratifie

Le d6plissage de (A, F) est une procedure qui consiste A remplacer chaque strate minimale
X par Sx. En it6rant un nombre suffisant de fois cette operation on arrive une variety
A, appel6e le dplissage de (A, F). Cette vari6t6 est le <<double> de la resolution des
singularit6s de Verona [V2, page 75]. Le point de vue adopted ici est justifi6 par le fait
qu'il permet d'eviter l'introduction d'espaces stratifies bords et coins.

1. Deplissage 616mentaire. Si prof (A) 0 on dsignera par go l'ensemble des strates
minimales de A et on designera par A la somme amalgam6e de deux copies de A \ U X

et d'une copie de U (Sx x R) le long des Fx, c'est-A-dire, A est obtenu comme quotient
de l'espace XE9O

A\ U X x {-1, u U (Sx x R) (1.1)

par la relation d'6quivalence R:

(z, j) R (c, t) si Itl = jt et z = Fx[c, Itl], pour X e Yo. (1.2)

On a la projection naturelle 0: A - A dfinie par:

fz si u= (z,j)e [A\ U X] x-1,1},
0(u) = I XEo J

Fx[c, Itl] si u = (c, t) SX X R, X E So .

On dira que 0: A - A est le d6plissage lmentaire de (A, F).

2. Remarques.
i) L'espace A \ U 0- (X) possede deux composantes connexes et la restriction de 0

XEYo

a chacune d'entre elles est un hom6omorphisme sur A \ U X.
XeYo

ii) Pour chaque X E Yo, l'image rciproque 0 -'(X) = Sx {0} admet Sx x R comme
voisinage dans A. La restriction de 0 a Sx x {0} coincide avec 7rx, c'est-A-dire,
0(y, 0) = irx(y) pour tout y E Sx.

iii) Pour toute strate Y 0 Yo, le sous-ensemble de A:

O = Yx {-1,1} U ((Sxn Y) x R))
o90J
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est une vari6t6 diff6rentiable. Elle continent 0-'(Y) = Y x { - 1, 1 et la restriction
de 0 A 0-'(Y) est un revetement diff6rentiable trivial deux feuillets.

3. Structure stratifi6e de A. La famille .' = ( I Y e e9 \ 9)0} est une stratification de A
et 'espace A hrite de A une structure d'espace stratifi6 (A, f) qui est dcrite par la
proposition suivante, dont la demonstration d6coule des remarques pr6c6dentes.

3.1. Proposition. L'espace A possdde une unique structure d'espace stratified r = {; )
verifiant:

(a) (A \ U X) x {-1, 1 et Sx x R, pour X e 9O0, sont des ouverts satures de A.
XE ,O

(b) la restriction de 0 d chaque composante connexe de (A \ U X) x {- 1 est un
isomorphisme, XeYo

(c) la restriction de f Sx x R coincide avec la structure stratifi e produit de Sx par R
(cf, I-(1.4)),

(d) prof (A) = prof (A) - 1.

Cette construction se comporte bien par rapport aux isomorphismes.

3.2. Proposition. Si f: A -- A' est un isomorphisme entre deux espaces stratifies alors il
existe un isomorphisme f: - A' vrifiant 'f = f.

Demonstration. Remarquons tout d'abord que 5' est pr6cis6ment {f(X) I X E Y,0}. Soit
f: A -+ A' d6finie par:

(f(z),j) si u = (z,j)e( A U X] x{-1,1},.2.1)

(f(c), t) si u = (c, t) Sx xR, X e .

La relation (I-(6.4)) montre que f est bien d6finie et que l'on a: o'f = fO. L'application f
est un isomorphisme d'apres (3.1).

3.3. Convention. Remarquons que cet isomorphisme n'est pas unique: on en obtiendrait
un autre en 6changeant le rle des deux feuillets de [A \ U X] x {-1, 1}. Pour eviter

1 XG9 

ceci, on supposera toujours que f est definie comme dans (3.2.1).

3.4. Remarque. Soit B c A un sous-ensemble uniform6ment satur6 qui rencontre les
strates de 90. La famille de strates minimales de B est: {B n X * 0 I X e 0}. L'6criture
(1.1) montre que B s'identifie a 0- (B) et la restriction de 0 A 0 -'(B) = B est le d6plissage
de B.

D'autre part, comme la mesure de la profondeur d'une strate peut etre faite localement
(cf. I-PA v) on a 1'egalite prof, (B nr Y) = prof, (B rn Y), pour Y e .5, avec Y rn B * 0
(cf. (3.1(b))). Ceci montre que B est aussi uniformement sature.

4. Iteration du d6plissage 61ementaire: d6plissage. Le processus de deplissage l1mentaire
<<supprime>> les strates minimales de A ce qui implique que prof (A) = prof (A) - 1. Si
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A possede une partie singuliere non vide (i.e. prof (A) * 0) on itere le dplissage
616mentaire. Aprs avoir ralis6 cette operation un nombre de fois gale prof (A) on
obtient un espace stratifi6 de profondeur zero. C'est donc une variety diff6rentiable, que
l'on notera A.

Par composition des d6plissages 616mentaires successifs on arrive une application
7n: A - A, appelee dplissage de (A, F). La restriction de a A \ -'(Z) est, d'apres
(3.1(b)) un revetement trivial 2 Pr°f(A)-feuillets. Les automorphismes de ce revetement
s'6tendent en diff6omorphismes de A (cf. (3.2)). L'adherence de chacune des composantes
connexes de A \ 7r-1(E) coincide avec la resolution des singularit6s de [V2]. Pour la
coherence des notations on posera A = A et 7r - identity, si prof (A) = 0.

Nous terminons ce paragraphe avec les propri6t6s suivantes du d6plissage, qui seront
n6cessaires pour la suite.

4.1. Les dplissages des espaces stratifies M x A et cA (cf. I-(1.4)) sont respectivement

7,: MxA A MxA, 71 (x, a ) = (x, 7c(d)),

7n2: Ax R - cA, n2(a, t) = [7(t(), t] .

4.2. Tout isomorphisme f: A - A' se relive en un diffeomorphisme f: A -- A' v6rifiant
n'f = fr (cf. (3.2)). Avec la convention (3.3) ce diff6omorphisme est unique; le groupe
Aut (A, F) est donc un sous-groupe du groupe des diff6omorphismes Diff (A) de A.

Comme consequence de (3.1(a)) et de (3.4) on obtient:

4.3. Proposition. Soit B c A un ouvert uniformement sature connexe. Pour chaque
composante connexe C de - '(B) il existe un plongement f.' B A faisant commuter le
diagramme:

Bt A

d6plissage de B 

B- A

et tel que f (B) = C.

Si pour toute strate X e Y on a l'6galit6 profB (B n X) = profA (X) alors f est un
diff6omorphisme de B sur 7r-1(B).

4.4. Proposition. Soit L 4 D M un fibre stratifi. La composee de avec le d-
plissage 7rD: - D est unfibre differentiable localement trivial dont lafibre est le deplissage
L de L.

Demonstration. Remarquons tout d'abord que la structure locale produit de D permet
d'6crire l'6galit6 profB (B rn X) = profD (X) pour toute strate X de D et tout ensemble
B = c-'(U), o U c M est un ouvert.

Montrons que la composee = a nD est le fibre associe g l'inclusion Aut (L, rL)

c Diff (L). Observons pour cela que pour toute carte (, U) e / (cf. I-(6.1)) il existe un



Theoreme de De Rham pour les varietes stratifiees

diff6omorphisme b faisant commuter le diagramme suivant (cf. (4.2), (4.3)):

#-,(U) , UxL

,D I (cf. (4.1))
x-1(U) U xL

§ III. Deplissage Simplicial

Pour pouvoir <<relever>> les chaines d'intersection on aura besoin de considerer des
structures d'espaces stratifi6s sur les complexes simpliciaux; celles-ci seront d'une part
plus simples parce que lineaires, d'autre part plus complexes parce que bords et 
coins. On va donc decrire dans ce paragraphe une procedure de deplissage sp6cifique,
appelee deplissage simplicial. Elle coincide avec la resolution de singularit6s de [V2].
Pour le dplissage des espaces stratifi6s on aurait pu proceder comme dans le cas
simplicial, mais cela aurait eu l'inconv6nient d'introduire des espaces stratifi6s a bords
et A coins.

Par exemple, si A = A * B est le simplexe lin6aire standard considered comme joint de
deux faces A et B, le deplissage simplicial de A est le prisme eA x B, oa cA est le c6ne
ferm6 A x [0, 1]/A x {0}. Remarquons que le deplissage simplicial augmente d'une unite le
nombre de faces de codimension un.

Plus g6neralement on d6finit le deplissage simplicial le long d'une famille de faces:

1. Definitions. Soit A le simplexe standard.

i) Une famille (A,o ... ,d,) de faces est une decomposition de A si on peut crire
A = 0 * ... * Ad, c'est-a-dire si

A = {toxo + (1 - to) tlxl + ... + (1 - to) ... (1 - t_ 1) x, I to ...- , t_ 1 E [0, 1],

xi E i, i = 0 ... , p}.

ii) Soit A le polyedre Cdo x ... x p_1 x ,p. L'application p: J -* A d6finie par

It ([Xo to], ... ,[Xp 1, tp_ 1, Xp)

= toXo + (1 - to) tx + ... + (1 - to) ... (1 - t_- 1) xp,

est appel6e deplissage simplicial de A le long de (, ..., Ap).

L'application p est bien d6finie et c'est un diffeomorphisme de l'intrieur de J sur
l'interieur de A.

Nous dcrivons dans la suite 'effet du dplissage simplicial sur les simplexes
de d.

2. Deplissage d'une face. Si C est une face de A, avec Ci = C rn A, 0 pour i E {0, ... , p},
on aura C = Co * ... * Cp et le d6plissage simplicial de C le long de (CO, ... , Cp) est la
restriction de p: -* Ad C.
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Le cas gn6ral se complique du fait que la position relative de C et des ( 0o ... p,)
s'exprime a l'aide des subdivisions des Ai et non plus des faces des Ai.

3. Deplissage d'un 16ement d'une subdivision. Soit C un l66ment d'une subdivision lin6aire
de A. On extrait de (0, 1, ... , p) la sous-suite maximale (i ... , iq) v6rifiant:

0 C° c C 1 c ... c Cq - Cq = C
* 4 * * *

o C C n (A0 * ... * ji,) : C n ( 0* ... * Ai- 1). Pour chaque j {0, ... , q} on note

Cj la face de Cj oppose C - 1' et on obtient:

C = C- l * Cj = C *... * Cj (ici C-' = 0)

que l'on appelle dcomposition induite de C. Dans le cas pr6c6dent on a
(io ... , iq) = (0, ... , p) et Cj = C n j pour chaque j.

Le dplissage simplicial c: C C est alors reli6 au dplissage simplicial : J -* 
par la proposition suivante dont la demonstration longue et technique se trouve dans
l'appendice. Rappelons d'abord qu'une application d6finie sur un polyedre P c RN est
differentiable si elle est la restriction d'une application diff6rentiable d6finie sur un ouvert
de RN contenant P.

4. Proposition. Soit C un simplexe d'une subdivision lineaire de 3. II existe une application
differentiable h: C -* A telle que u o h = Pc.

5. Deplissage du bord. Passons a la description du bord aJ et pour cela consid6rons une
face F de J de codimension un et C = #(F). Ces faces sont de trois types:

(a.1) F = o, x ... xc3,_lxcFixc i+lx ... xcAp_I xA, oii Fi est une face de
codimension un de 3 i (convention: c0 = point),

(a.2) F = eAo x ... x cp 1 x Fp, oii Fp est une face de codimension un de Jp,

(b) F = J x ... x ci-_ x (i x {1}) x i+, x ... x p_ x / p.

Lorsque F parcourt les faces de type (a.1) et (a.2) on vrifie ais6ment que C parcourt
les faces de codimension un de . Pour le troisieme cas on obtient que C est la face
Ao * ... * Ai. La restriction de p i F est donne, suivant les cas, par:

(a.1) et (a.2) le d6plissage simplicial de C le long de la decomposition induite,

(b) la compose de la projection naturelle de F sur U O x ... x AIi_ 1 x Ai avec
le d6plissage simplicial de C le long de la decomposition induite.

Remarquons que dans les deux premiers cas la restriction de u i l'int6rieur de F est un
diff6omorphisme et dans le troisieme cas c'est une submersion non-injective.

5.1. Consid6rons sur J l'orientation qui fait de a un morphisme pr6servant l'orientation
(comme p est un diff6omorphisme en restriction a l'int6rieur de 3, c'est toujours possible
!). Nous 6crivons donc les bords Oa et 0a en tenant compte de l'orientation induite.
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D'apres les observations pr6c6dentes, on a la relation

a = + 3J, (5.1.1)

oui aJ est la chaine constitute par les d6plissages simpliciaux des faces de et iJ est
la chaine orientee forme par les faces de J de type (b). On remarquera en particulier
que le dplissage simplicial du bord aJ ne coincide pas avec le bord du dplissage
simplicial de A.

CHAPITRE B
Complexes et Faisceaux

Nous pr6sentons dans ce chapitre les faisceaux Hom (SC., R) et Q engendr6s respective-
ment par Horn (SC*, R), complexe des cochaines d'intersection singulieres [K], et par Q,
complexe des formes differentielles d'intersection [Bry]. D'autre part nous introduisons
les faisceaux Hornm (RC"p R) et K-, constitutes par les laments releveables. Ce sont ces
faisceaux qui permettront de montrer que l'integration des formes sur les simplexes
induit un isomorphisme entre l'homologie d'intersection et la cohomlogie du complexe

Fixons pour la suite un espace stratifi6 A de dimension n et soient et q deux
perversit6s complementaires (cf. [GM1]). L'anneau des coefficients sera toujours R.

§ I. Faisceau des Cochaines d'Intersection Singulieres Hornm (SC, R)

Le point de vue singulier de l'homologie d'intersection, que nous developpons maintenant,
a te introduit dans [K] (voir aussi [Bra 1]).

1. Definitions. Un simplexe singulier a: J - A, de dimension i, est -permis si pour tout
k e {O, ... , n} 'image rciproque a-'(An_k \ An_k_,) est contenue dans le (i - k + Pk)-

squelette de 3. Remarquons que tout simplexe singulier obtenu par subdivision lin6aire
de est aussi pi-permis. Une chaine singuliere finie est fi-permise si elle est somme de
simplexes fp-permis. Deux chaines pf-permises seront identifies si l'une est obtenue 
partir de l'autre par subdivision lin6aire de A.

Pour chaque ouvert U c A, le complexe des changes d'intersection singulieres SC (U),
est le complexe des chaines pi-permises de U dont les bords sont aussi pi-permis.

Le prefaisceau des i-cochaines d'intersection singulieres de A est le pr6faisceau sur A
qui, chaque ouvert U de A, associe l'espace Hom (SCP(U), R). On dsignera ce
pr6faisceau par Hom (SCP, R).

2. Proposition. Le complexe des prefaisceaux Hornm (SCP, R) est un complexe de faisceaux
flasques.
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Demonstration. Pour vrifier que Hom (SCf, R) est un complexe des faisceaux, fixons
un recouvrement ouvert {UM I a e I} de A. Comme dans [K], la suite

... ~ SCP(U,,o U,,) -* SCO(Uj -, SC(A) --° 0, (2.1)
a < 1 ael

induite par restriction, est exacte. Par duality, la suite

0 - Hom (SC(A), R) - f Hom (SCP(U), R)
ge1

F Horn (SCP(U.o U,), R) ...
Mo<l

est exacte. Ceci etablit les axiomes (F 1) et (F 2) de Godement [Go, p. 109]. Le complexe
des prefaisceaux Horn (SC*, R) est donc un complexe de faisceaux. Ceux-ci sont flasques
car pour tout ouvert U de A le morphisme SC*,(U) SC"P(A) est injectif, et donc

Hom (SCO(A), R) - Hor (SC(SC(U), R)

est surjectif.

§ II. Faisceau des Cochaines d'Intersection Singulieres Relevables Hom (RCP, R)

Nous introduisons maintenant la notion de <<relevabilit>> des chaines singulieres. C'est
cette propriete qui permettra d'6tablir la formule de Stokes au chapitre D. La relevabilit6
des chaines s'exprime A l'aide du deplissage et du deplissage simplicial, pr&cedemment
introduits.

1. Dfinitions. On dit qu'un simplexe singulier a: / --, A est relevable si on a:

a) a- '(Ak) est une face de A, pour tout k {0, ... , n},
b) il existe un deplissage simplicial #: -* A et une application differentiable d: --* A

tels que 7r d = a .

Une chaine p-permise est relevable si elle est somme de simplexes relevables. Deux
chaines relevables seront identifies si l'une est obtenue a partir de l'autre par subdivision
lineaire de A.

Pour chaque ouvert U c A, le complexe des chaines d'intersection singulieres relevables
RCP(U), est le complexe des chaines relevables support dans U dont les bords sont
aussi relevables.

Le prefaisceau des i-cochaines d'intersection singulieres relevables de A est le prefaisceau
sur A qui, tout ouvert U de A, associe l'espace Hom (RCO(U), R). On d6signera ce
pr6faisceau par Horn (RCf, R).

2. Remarques.
a) La condition (1 a)) 6tablit, pour toute face C de A, 'existence d'une strate X de A

contenant l'image par a de l'int6rieur de C.
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b) Tout simplexe singulier obtenu a partir de a par une subdivision lin6aire de est
relevable (cf. A.III-4); en particulier toute face de a est relevable. Par consequent,
toute subdivision lineaire d'une chaine relevable est relevable.
Cette derniere remarque montre que l'argument des chaines -petites est valable
aussi pour RCP; la formule (I-(2.1)) est donc vraie si l'on se restreint aux chaines
relevables. Comme dans (1-2) on montre:

3. Proposition. Le complexe des prefaisceaux Hom (RCfp, R) est un complexe de faisceaux
flasques.

§ III. Faisceau des Formes Differentielles d'Intersection Ql

Les formes diff6rentielles d'intersection ont 6t6 introduites par Goresky-MacPherson et
decrites pour la premiere fois dans [Bry].

1. Rappels: Filtration de Cartan. Soit M une vari6t6 diff6rentiable qui est l'espace total
d'une fibration diff6rentiable 7r: M --B B oi B est une vari6te diff6rentiable.

Pour k > 0, Fk 2*M est le sous-complexe de f, complexe de de Rham de M, constitu6
par les formes diff6rentielles co telles que o et dco satisfont i:

(Pk) Si 1, k.... k sont des champs de vecteurs sur M, tangents aux fibres de 7t, alors
i(Co) -- i( k) () 0.

Cette filtration est la filtration de Cartan (cf. [Bry]). On remarquera que si e Fk nf et
B E F alors:

A flEFk+ 92 et a + E- EFmax (k,l) . (1.1)

2. Definitions. Les ouverts de la forme 7rx-(V) r Q ([O, E[), ofi X E 59, V est un ouvert
de X et > 0, seront appeals ouverts distingues. Remarquons que l'intersection de deux
ouverts distingu6s est encore un ouvert distingu6 (PA iv)). Pour chaque ouvert distingu6
W on notera F* Q*\ la filtration de Cartan de la fibration nx: W \ Z - 7rx(W \ Z).

Soit U un ouvert de A. Une forme differentielle de U \ est d'intersection, pour la
perversity q, si tout point de A possede un voisinage distingu6 W tel que la restriction
de co a W \ Z soit dans Fqk f*\ _. On notera fQ*(U) le complexe desformes d'intersection
de U. Remarquons que le complexe Q* (A), f perversity maximale coincide a un passage
aux germes pres, avec le complexe des formes contr6les sur A de Verona (cf. [VI]).

Lefaisceau des i-formes d'intersection de A est le faisceau qui, chaque ouvert U de
A, associe l'espace Yq(U). On le designera par fQ.

3. Les faisceaux Qi sont fins. La demonstration de cette assertion est basee sur la notion
de fonction contr6le. Unefonction f: A -I R est contrlee si pour toute strate X de A
on a:
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i) la restriction de f X est differentiable,
ii) il existe E > 0 tel que la restriction de f aux fibres de Hn: Q ([0, [) - X est

constante.
La fonction f est n6cessairement continue, sa restriction A \ Z est un 1ement de

QO°(A).

3.1. Proposition. Le complexe des faisceaux Q- est un complexe de faisceaux fins.

Demonstration. Remarquons tout d'abord que si f: A - R est une fonction contr6l1e
et si o E i*'(U), o U est un ouvert de A, alors fo est aussi un l6ment de Q(U) (cf.
(1.1)). La proposition d6coule maintenant d'un rsultat de Verona, qui assure que, pour
tout recouvrement ouvert de A, il existe une partition de l'unite subordonnee constitute
de fonctions contr6lees (cf. [V2, p. 8]).

§ IV. Faisceau des Formes Diff6rentielles d'Intersection Relevables K-

Nous terminons ce chapitre en introduisant la notion de relevabilit6 des formes
diff6rentielles d'intersection.

1. Definitions. Une forme diff6rentielle wo dfinie sur un ouvert U de A \ est relevable
s'il existe c, forme diff6rentielle sur 7r-1(U), qui coincide avec 7n*o sur 7r-1(U \ ). Par
density, si la forme existe, elle est unique.

Si o et ?I sont deux formes relevables alors les formes do, (o A et o + sont aussi
relevables et on vrifie les relations:

dco = d, o A = Aq et o + = +q.

On notera Kq* (U) le complexe des formes d'intersection relevables de U. Le faisceau
des i-formes d'intersection relevables de A est le faisceau qui, chaque ouvert U de A,
associe l'espace Ki(U). On le dsignera par K-.

2. Les faisceaux K, sont fins. On a le lemme preliminaire suivant:

2.1. Lemme. Pour toute fonction contr6le f: A R il existe une application f: A -* 

differentiable, verifiant f = f o 7r.

Demonstration. Il1 suffira de construire une fonction controlee f: A R vrifiant
f = f 0. Pour cela, d'apres (A 11-3.1), on peut se restreindre un voisinage de chaque
strate X E So. Fixons une telle strate X et remarquons qu'il existe > 0 et une fonction
diffrentiable g: X R, tels que la restriction f: QX ([O, )[) R s'6crit: f(Fx([c, Itl]))
= g(rx(c)) (A II-1). Ceci permet de d6finir f: Sx x ]-e, [ - R par f(c, t) = g(7rx(C)). Les
conditions (PA iii) et (PA iv) montrent que f est contr6lee.

2.2. Proposition. Le complexe des faisceaux K- est un complexe de faisceauxfins.
Demonstration. D'apres le lemme precedent, si f: A - R est une fonction contr6l6e et
si o E K*(U), U ouvert de A, alors fo) e K*(U). I1 suffit maintenant de proc6der comme
dans (III-(3.1)).
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Remarquons pour terminer ce chapitre que, puisque les isomorphismes d'espaces
stratifi6s pr6servent les donn6es de contr6le et les d6plissages (cf. A II-(4.2)), ils induisent
des isomorphismes au niveau des complexes SCP, RCP, n* et K*.

CHAPITRE C
Calculs Locaux

Nous effectuons dans ce chapitre les calculs locaux sp6cifiques a l'homologie d'intersection
pour les complexes SCf, RC, Wq, et K. Ce sont ces calculs qui permettront de montrer
dans le chapitre suivant que les faisceaux Hom (SCf, R), Hom (RCP, R), f, et K' sont
quasi-isomorphes.

Notations. Dans ce chapitre I sera un intervalle ouvert de R. Sur le produit I x A
on consid6rera la structure d'espace stratified dcrite en (A I-(1.4)). L'application
pr: I x A A est la projection canonique. On fixera to E I et on notera J: A I x A
l'application d6finie par J(a) = (to, a).

De meme, pour A compact, on munira cA de la structure d'espace stratifi6 d6crite
en (A I-(1.4)), puis to E ]0, oo[ tant fix6, on notera J: A cA l'application d6finie par
J(a) = [a, to].

Dans les sections II et III on consid6rera, sauf mention du contraire, que pr: I
x (A \ ) A \ et J: A \ 2 I x (A \ ) sont les restrictions respectives de pr et J (et
donc de J).

§ I. Calculs Locaux pour SC,

Dans [K] on montre que J et J induisent les isomorphismes suivants:

1. Proposition. H,(SCP(I x A)) _ H,(SCP(A)).

2. Proposition.

Hi(SCP*(cA)) {H(SC(A)) si • n-- p +
O si i > n- p,,+

§ II. Calculs Locaux pour RC*

1. Calcul de H*(RCP(I x A)). Nous montrons que l'homologie de RC(I x A) est isomorphe
a celle de RCP(A). Nous utilisons pour cela le fait qu'il existe une retraction de I x A
sur A preservant la structure stratifi6e.

1.1 Lemme. Les op&rateurs induitspr*: RCP, (I x A) -- RC (A) et J*: RCP(A) - RCP (I x A)
sont bien definis.
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Demonstration. Etant donn6 que les deux situations sont semblables on se contentera
de traiter le cas de la projection. Dans [K] on montre que pr*: SC"P(I x A) - SC~P(A)
est bien d6fini. 11 suffira donc de montrer que si p: A - I x A est un simplexe relevable,
il en est de mme pour pr(p: - A.

Or puisque (I x A),,,n+ 1-k = I x A_-k on peut crire:

(prp)- ' (Ank) = - '((I X A)n+ -k), (1.1.1)

qui est une face de A. _
Soient : J - Ale dplissage simplicial et ¢: - I x A l'application differentiable

qui font de pq un simplexe relevable. Le fait que prp est relevable d6coule du diagramme
commutatif suivant:

IxA = IxA A

I, I x A>
A 'P IxA '-- A

ou pr est la projection canonique et 7r1 est dfini comme en (A II-(4.1)).

La compose prJ, est gale a l'identit6 de RCP,(A); l'6tape suivante consiste 
construire une homotopie entre J, pr* et l'identit6 de RCP(I x A). Pour cela nous avons
besoin de deux lemmes techniques.

1.2. Lemme. Soit A le simplexe standard, application:

a: (A x [0, 1]) - A x [0, 1]x [0, 11] avec a[(x, s), t] = ([x, t], ts, t)

est differentiable.

Demonstration. Si i = dim A les polyedres (A x [0, 1]) et EA sont inclus naturellement
dans (Ri x R) x R et R x R respectivement, par:

j 1: (A x [0, 1]) - R' ix R x R avec j([x, s], t) = (tx, ts, z),

J2: A - Ri R avec j 2 ([x, t]) = (tx, t).

L'application a est la restriction de: y: Rx R x R Rx R x R x R, dfinie par
y(u, r, t) = (u, t, r, t), qui est une application diff6rentiable.

1.3. Lemme. Soient o: J - I x A un simplexe relevable de dimension i et {ao, ... a les
sommets de A. Soit E c A x [0, 1] le simplexe lineaire engendre par {(ao, 0)...(a,, 0),
(aj, 1), ... , (i, 1)} pour un certain j e {0 ... , i}. Alors l'application.

tp: E - I x A avec i(x, t) = (f(pr1 qp(x), t), pr(p(x)),

ozu f: I x [0, 1] - I est une contraction differentiable et pr1 : I x A - I est la projection
canonique, est un simplexe relevable.

De plus si (p est 1p-permis alors il en sera de meme pour p.
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Demonstration. Observons, tout d'abord, que pour toute face C de A, l'ensemble
(C x [0, 1]) n E est une face de E.

a) D'apres (II-(1.1.1)) la condition p(x, t)e (I x A)n+,,k quivaut pr(p(x) A_-k et
donc A p(x) e (I x A),+l-k. Ainsi:

t-p ((I x A).,n+ - = (p-((I x A)n+ 1 -k) x [0, 1]) n E, (1.3.1)

et c'est une face de E.
b) Consid6rons le diagramme:

; jtIxA

A ~tIxA

qui fait de rp un simplexe relevable. Soit (,o . A..., p) la decomposition de A relative a p.
Sur E nous avons la dcomposition induite (Eo ..., Ep) = ((Az x [0, 1]) E,....

(zip x [0, 1]) n E) qui donne lieu A un d6plissage simplicial que l'on notera PE: E - E. I1
associe chaque point = ([(x, so), to] ... ,[(xp_, , s- ), tp_, , (x,, sp)) de E le point

(([xo, to] ... [xp_ , tp- 1, xp, toSo + (1 - to) tSl + ... + (1 - to) ... (1 - tp_ ) sp) de
dx [0, 1].

Passons A la construction de I: -I x A. Pour cela considerons le diagramme
commutatif:

E " [, x[1] I x A=lxA A

MEI I x dentie n 

t: E ' , x[0, 1] P , IxA

ou:

* est l'inclusion,
* ,B(x, t) = (f(pr1(p(x), t), pr(p(x)),

* tr associe A chaque e e E le point:

([Xo, to] .. , [xp_ 1, tp_ 1], xP, t toSo + (1 - to) tls1 + ..

+ (1 - to ) ... (1 -tp_) Sp),

* f9(x, t) = f(pTr_1 (), t), Po()), or pr: I x A et prl: I x A I sont les projec-
tions canoniques.

L'application fi est diff6rentiable par construction et 1 l1'est grAce A (1.2). Par
consequent, l'application uV = Bfi est diff6rentiable.

Supposons pour terminer que p est pi-permis. D'apr6s (1.3.1) nous pouvons 6crire:

dim W- '((I x A).+_k \ (I x A)nk) < dim o -((I x A)+, _k \ (I x A)n-k) + 1

• dim A + 1 - k + Pk,

et donc ip est un simplexe fp-permis.
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1.4. Proposition. L'application J induit un isomorphisme H,(RCP(I x A)) H,(RCP(A)).
Demonstration. 11 suffira de construire un op6rateur d'homotopie H: RC(I x A)
-* RC,_ -(I x A) entre J, pr, et l'identit6 de RC"P(I x A).

On le d6finit pour chaque simplexe relevable et -permis p: A - I x A par:

dimA

H(tp)= Z (--1) J, (1.4.1)
j=o

oU pj est dfini comme dans (1.3) pour {(ao, 0), ..., (aj, 0), (aj, 1), ... , (ai, 1)}; puis on
l'6tend par lin6arit6 A RCF(I x A). Dapres (1.3) chaque pj est un simplexe relevable
fi-permis. On prouve facilement la relation:

aH(p) = - J, pr*,p - H(aqp).

Ceci montre que H est bien d6fini et que c'est l'op6rateur d'homotopic cherch.

2. Calcul de H*(RCP(cA)). supposons A compact. Nous tablissons dans cette section la
relation entre H*(RCP(cA)) et H*(RCP(A)).

2.1. Consid6rons un simplexe relevable -p: A -* cA. Soient ( 0, ..., Ap) une decomposition
de A, : - le d6plissage simplicial et 0: - cZ l'application diff6rentiable qui font
de p un simplexe relevable.

Nous construisons le <<c6ne>> de p et nous montrons que c'est galement un simplexe
relevable. Identifions pour cela le simplexe standard E de dimension i + 1 avec le c6ne
eA, of i est la dimension de A. Le c6ne de (p est le simplexe singulier c(p: E -- cA d6fini par:

c(p[x, t] = [7 r(x), trlW(x)], (2.1.1)

ou pr: A x R -oA et p 1: A x R -* R sont les projections canoniques et c t-1(x).
Cette application est bien define car l'6galit6:

[7C ro(X), t Cr, ()] = [7r p~ro (Y, t r((9]

6quivaut :

[7pFr(o(X), p 1(Z)] = [r pr0 (), pr10(y)] ou t = 0,

c'est-a-dire a:

pp/1() = p() ou t = 0.

2.2. Lemme. Le cne cp est un simplexe relevable. De plus, si tp est fp-permis et
i n - p,+I alors cp est aussi p-permis.

Demonstration. a) En proc6dant de facon analogue (1.3a)) on trouve la relation:

(C(p)
- ' ((cA)+lk) = '((CA)n+lk), k e {0,...,n + 1},

(ici E0 = {sommet de eA}) qui est donc une face de eA.
b) Consid6rons ({sommet de EA},Ao, ..., A,) qui est une decomposition de E. Le

d6plissage simplicial correspondant est donn6 par:

: E = [0, 1] x -E avec #E(t, ) = [(), t],
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of on a identified e {sommet de e)} avec [0, 1]. D6finissons cp: E - cA = Ax R par:

c (t,x)= (PrN(9), tprl (9)),

qui est une application differentiable car p l'est. Remarquons enfin que le diagramme:

E -&- cA

E c-- cA

est commutatif, ce qui montre que le c6ne cp est relevable.
Supposons pour terminer que p est aussi un simplexe /p-permis. Pour montrer que

le c6ne cp est p-permis il suffit de montrer qui si (cp)-'((cA)n+l_k \ (cA),-,) est non
vide alors:

dim (c(p) - ' ((cA)n+_k) < i + 1 -k + Pk. (2.2.1)

Or, si kE {0, ... , n} ou si k = n + 1 et p-'((cA)o) * 0, on trouve la relation:

dim (cp)- ' ((cA)n+lk) = dim p -((CA)n+ -k) + 1

Par consequent (2.2.1) d6coule du fait que p est permis.
Il reste le cas ofi: k = n + 1 et 'p- '((cA)) = 0. Alors l'image r6ciproque (cp)-1 ((cA)o)

est justement le sommet de eA et (2.2.1) d6coule de l'hypothese i _ n - p,+.

2.3 Proposition. L'application J induit l'isomorphisme:

Hi(RC~(cA)) { Hj(RCP(A)) si i n - 1 - +
0 si i _ n- Pn

Demonstration. Pour tout simplexe pf-permis p, de dimension i, on a la relation:

dim o-'({sommet decA}) _ i - (n + 1) + P,+l

Ainsi, si i < n - P+ , I'image p(J) ne rencontre pas le sommet de cA et est incluse dans
A x ]0, oo[. Par consequent les espaces RCF(cA) et RCF(A x ]0, oo[) coincident (les espaces
stratifi6s cA - {sommet} et A x ]0, cc[ sont gaux!). On obtient ainsi la premiere partie
de l'6nonc6 (cf. (1.4)).

Pour le cas i _ n - Pn+, prenons 1 = C cjpj un cycle de RCP(cA) et montrons que
jer

la chaine cl = C oj c'pj est un l66ment de RCf+ (cA). D'apres (2.2) la chaine c est
jef

constitute par des simplexes relevables et p5-permis. Finalement la relation acr] = 
(i > 1!) montre que c?7 est un e16ment de RC~+ ,(cA) et que la classe de ~ dans Hi(RCF (cA))
est nulle.

17 Annals Bd. 9, Heft 3 (1991)
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§ III. Calculs Locaux pour [q

1. Calcul de H*(Q(lI x A)). En proc6dant de facon tout fait analogue au cas rgulier,
on montre que la cohomologie de Qq(I x A) est isomorphe celle de Qq*(A).

1.1. Lemme. Les applications induites pr*: n*(A) - Q*(I x A) et J*: 2'*(I x A) - *(A)
sont bien dfinies.

Demonstration. Toute strate de I x A est de la forme I x X, o X est une strate de A.
Remarquons aussi que l'on a l'6galit6 T x = I x Tx et que 7r, x x est identitye de I) x 7rx.
Ainsi, un vecteur (u, v) de T x,, x est tangent aux fibres de r, , x si et seulement si u = 0
et v est tangent aux fibres de 7rx. Le r6sultat d6coule maintenant des 6galit6s: pr*(O, v) = v
et J(v) = (0, v).

Pour coe Q*(I x A), on pose Hc = - co; c'est un l66ment de fQ*-'(Ix (A \ )).
to

1.2. Lemme. L'operateur H: Q*(I x A) -* Q*- '(Ix A) est bien defini et verifie:

dH o - H do = (-1)' - I (o - pr*J*co), (1.2.1)

pour tout o E Qq(I x A).

Demonstration. Pour montrer que H est bien d6fini nous proc6dons par recurrence sur i.
Soit donc wc E Q(I x A); si H do appartient A Qq(I x A), le r6sultat d6coule des 6galit6s:

* Hwc(0, v) = - o(0, v),
to

* dH ow(O, v) = H d(0, v) + (- 1)'-' ((O, v) - (pr*J*o) (0, v)),

ou v est un vecteur de A \ E. L'6galit6 (1.2.1) elle est d6montr6e dans [BT, page 34].

1.3. Proposition. L'application J induit l'isomorphisme: H*(Qq,(I x A)) H*(Qq(A)).

Demonstration. I suffit de remarquer que J* pr* est l'identit6 de f*(A) et que H est
une homotopie entre pr*J* et l'identit6 de Qq*(I x A).

2. Calcul de H*,(Kf(cA)). Supposons A compact; nous 6tablissons dans cette section la
relation entre H* ((cA)) et H*(Qq(A)).

2.1. Remarquons que l'espace stratified cA \ {sommet} est justement le produit A x ]O, [.
Nous pouvons donc affirmer qu'une forme oo e Qi((A \ 2) x ]0, oo[) est dans Qq(cA) si
et seulement si:

o e Qq(A x ]O, o[) et il existe E > O0 tel que

co=0 sur (A\Z)x]0, [ si i> q,+, et

do = 0 sur (A \ ) x ]0, e[ si i = qn+,, 

2.2. Proposition. L'application J induit l'isomorphisme:

H'(I*(cA)) jH'(q*(A)) Si i q + 
1 0 Si i > q.+
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Demonstration. D'apres (2.1) on a: Qf(cA) = q ](Ax]O, c,[), si i < q,+ 1, et flqcA)
n d-' {0} = Qq(A x]0, oo[) n d-' {0}, si i = q+,,. I1 suffit d'appliquer (1.3) pour avoir
la proposition pour i < q+ 1.

Fixons i > q+l et prenons co un cycle de KQ(cA). Fixons to e ]0, E[, o est donn6
par (2.1). Ainsi J*co = 0 et, d'apres (1.2.1), on peut 6crire: dHma = co. 11 suffit de montrer
que Hco est dans Q* (cA). Ceci d6coule de (1.2) et du fait que Ho = - co s'annule sur
A x ]O0, [. to

§ IV. Calculs Locaux pour K*

1. Calcul de H*(K4 (I x A)). Nous montrons que la cohomologie de K(I x A) est
isomorphe A celle de Kq(A). La procedure est parall1le A celle de (III-1).

1.1. Le d6plissage de I x A est l'application (cf. A II-(4.1)):

7r1:Ix A-- I xA avec x, (t,a) = (t, 7(d)).

La commutavit6 des diagrammes

IxA P -- A J IxA

IxA P' r A J IxA

oiu pr(t, ) = a et J(a) = (to, a), montre que les applications pr*: K*(A) - K*(I x A)
et J*: K*(I x A) K*(A) sont bien d6finies.

D'autre part, pour chaque forme co E K*(I x A) la forme

Hco= J (
to

est dans Q*(I x A). Dans l'ouvert I x (A \ 7r -1()) on a 1'6galite:

7r*f- co = Ir = = = = Ho.
to to to

Par consequent, l'oprateur H: K*(I x A) K* -l(I x A) est bien d6fini.
Ces considerations et la proposition (III-(1.3)) montrent:

1.2. Proposition. L'application J induit l'isomorphisme: H*(Kq(I x A)) H*(Kq(A)).

2. Calcul de H*(Kq(cA)). Supposons A compact et 6tablissons la relation entre H*(K(cA))
et H*(Kq(A)). Nous commenqons par mettre en evidence la relation entre K*(cA) et
K(A x ]O, D[). Celle-ci n'est pas immediate a partir de (III-(2.1)) car les d6plissages de
cA et de A x ]0, oo[ ne coincident pas (ce sont A x R et A x ]O0, oo[ respectivement). Nous
utiliserons le dplissage elmentaire 0: A x R -, cA, dfini par (a, t) = [a, Itl]; le d-
plissage de A x R est A x R.

17'
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2.1. Lemme. Pour toute forme w e K*(cA) il existe cb e K *(A x R) telle que 0*Oc et b

coincident sur (A \ Z) x (R \ {0}).

Demonstration. Considerons le diagramme suivant:

(A \ 7r -1( ))x R k (A\7-l())x(R\{0})

., x (A \ ) x ]O, oo[

(A \ Z)xR - (A \) x]-o,0[

o6 a est une section diff6rentiable de n: A \ n- '(Z) - A \ Z, 7r1 et 1r2 sont d6finis comme

en (A II-4), j+, j_, et k sont les inclusions et est identity6 de R.
Posons d5 = (a x i)* Co; c'est un 616ment de Q*((A \ Z) x R), qui v6rifie les propri6t6s

suivantes:

· cb est relevable: sur (A \ r-'(f))x R on peut 6crire 7r*c6 = (( x ) t1 )* 6 = 6c;

0*co = 6c sur (A \ ) x (R \ {0}): Sur cet ouvert nous avons ci = (x )* 7ir*

= ((6 X 1) 2)* () = 0*O;

* cb e fq* (A x R): II suffira de montrer que les formes j*+ o et j*_ o sont dans Q* (A x ]O, oo[)

et fl-(A x ]- oo, 0[) respectivement. Pour la premiere on a j*c) = (j+)* o = o, qui

est dans Q2(A x ]0, o[). Pour la deuxieme on a j*_b = (j_)* w. Or Oj_ est la
restriction de:g:Ax]-co, O[ - Ax]O, oo[ avec g(x,t) = (x, -t), qui est un iso-

morphisme d'espaces stratifies. Ainsi ( j_)* wo est un e16ment de QfW(A x ]- , O[).

Soit toujours g: A x R--+ A x R l'isomorphisme d'espaces stratifi6s, dfini par
g(a, t) = (a, - t).

2.2. Lemme. L'operateur R: Kq*(cA)) -- K*(A x R) dfini par R(o) = ci est un iso-
morphisme differential sur l'ensemble des formes e K (A x R) pour lesquelles il existe
E > 0 vrifiant:

1) = 0 sur (A \ ) x ]-E, [ si i > q.+ ,

2) d? = O sur (A \ ) x ]- E, [ si i = q 1,

3) r est paire, i.e., g*l = r/.

Demonstration. Soit co e K*(cA), d'apr6s le lemme pr6c6dent la forme R(co) est dans
K*(A x R). Pour 1) et 2) il suffit d'appliquer (III-(2.1)). Puisque Og = 0, la condition 3)
est verifiee.

Soit e K}(A x R) verifiant 1), 2) et 3) et posons R- '(r) = jrt la restriction de r a
(A \ ) x ]O0, oo[; c'est un 616ment de 0Q,(A x ]0, oo[). D'apres 1) et 2) la forme R-'(tr) est
en fait dans Qf(cA). Sur l'ouvert (A \ 7r- I '()) x (R \ {0}) on a:

7r*R-l(r) = (j+7r2)* r1 = (k)* r = k*q,

la forme R-'(rI) est donc relevable; par consequent elle est dans K'(cA).
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Pour terminer remarquons que R est diff6rentiel et que pour tout to et pour tout 
dans les conditions pr6c6dentes on a:
* R-'R(o)= (Oj+)* o = co sur (A \ 2) x]0, oo[ et

*· R-1= ( +)r= { g*l sur (A \ Z)x ]- o [ [ d'apres 3) on a RR-'((1)= r

sur (A \ Z) x (R \ {O}) et, par density, sur (A \ E) x R.
Par consequent R est un isomorphisme diff6rentiel.

2.3. Proposition. L'application J induit l'isomorphisme:

ai(K,*(cA)) ~ { H(K (A)) si i < qn+~,
0 si i > qn+1 .

Demonstration. Calculons la cohomologie du complexe C* = e K!*(A x R) vri-
fiant 1), 2) et 3)}. Considerons pour cela les applications J: A \ Z (A \ ) x R et
Pr: (A \ Z) x R A \ d6finies par J(a) = (a, 0) et Pr(a, t) = a. Elles induisent les
operateurs: J*: C* K*(A) et Pr*: K*(A) K*(A x R). Remarquons que pour
i < q,+1 on a Pr*: (K-(A)) c C' et pour i = q,+1 on a Pr*(K'(A) r d-'{0() c Ci.

Soit co une forme de C*. Elle s'6crit sous la forme co = ct + , A dt ou les formes Y
et ne contiennent pas le terme dt. La parity de o implique que est impaire, et ainsi
la forme:

Hq = f- A = 5- A dt
0 0

est paire. L'oprateur H: C* -* C*-' est donc bien d6fini. D'apres (III-(1.2)) on arrive
1l'6galit6:

dH I -H dr = (-1)'- (I - Pr*J*r),

pour toute forme / e C'.
Pour i < q+, la relation pr6c6dente montre que la projection Pr induit un iso-

morphisme entre H'K* (A)) et Hi(C*). Par construction (cf. (2.2)) la projection pr: (A \ )
x ]O, o[ - A \ Z induit un isomorphisme entre Hi'(Kq*(A)) et Hi(K:*(cA)). On termine

cette premiere partie en remarquant que la compose prJ est l'identit6 sur A \ E.
Pour i > qn+1 on raisonne comme dans (III-(2.2)) a partir de (2.3.1).

CHAPITRE D
Theoreme de De Rham

Dans ce chapitre on introduit l'operateur d'int6gration des formes diff6rentielles relevables
sur les chaines relevables et nous montrons que cet op6rateur est diff6rentiel. Nous
aurons ainsi construit des morphismes au niveau des complexes de cochaines:

I* (A) - K*(A) -- Hom (RCP(A), R) - Hom (SCP(A), R)
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et au niveau des complexes de faisceaux:

Q +- K -* Hom (RC P, R) - Hom (SCP, R).

Les rsultats du chapitre pr&c6dent permettent de montrer que ces derniers sont des
quasi-isomorphismes. On en d6duit que les pr6c6dents le sont aussi, d'oi le th6oreme de
De Rham que nous nous proposons d'6tablir.

§ 1. Integration

Nous d6finissons l'int6gration f: Kq*(A) - Hom (RCP(A), R) et nous montrons que I est
un op6rateur diff6rentiel.

1.1. Dans la suite, pour tout simplexe relevable tp: J - A, on &crira #: J - J un deplissage
simplicial et 0: J - A une application diff6rentiable, qui font de q un simplexe relevable
(cf. B II-1). Les int6rieurs de J et de 3 seront d6sign6s resp&ctivement par i(J) et i(J).
Rappelons que la restriction #: i(J) - i(A) est un diff6omorphisme (cf. A III- 1).

D'apr6s (B II-2) le simplexe p envoie i(A) dans une strate de A. Si p est -permis
cette strate est n&cessairement A \ 2(pk < k - 2, si k E {2, ... , n}). En outre, la condition
o = ptu implique que la restriction p: i(3) - A \ Z est une application diff6rentiable.

1.2. Lemme. Soient wc c K*(A) et p: J -- A un simplexe relevable avec (p(i(A)) c A \ Z.
Alors l'integrale

i(A)

est finie.
Demonstration. Comme : i(J) - i(A) est un diffeomorphisme nous pouvons &crire:

J *(0 = f *(* = f *7*o.
i(J) ii(j) i ()

Or les deux formes *co et c) coincident sur (i(J)) (cf. B IV-1). Par ailleurs, (3 est une
forme globale sur A, donc puisque 0: J -+ A est diff6rentiable, l'int6grale pr&6cdente
s'&crit:

?0*6 = 0*(3,
i(A) a

qui est finie car J est compact.

Ces considerations donnent un sens a la definition de l'int6gration qui suit.

1.3. Definition. Pour toute forme o e Kq-*(A) et toute chaine c = rjpj RCP,(A) on
j=I

pose:

Io= E rj p*Io,
c j=1 i(A)
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qui est donc un nombre rel bien dfini. Ceci induit un morphisme d'int6gration, au
niveau des complexes de cochaines:

F: K*(A) -* Hom (RCP (A), R),

et au niveau des complexes de faisceaux:

f: Kq- - Hom (RCP, R).

Pour montrer que l'op6rateur ainsi dfini est differentiel nous devons preciser le
comportement des formes de K* (A) dans les faces supp6mentaires qui apparaissent dans
le d6plissage simplicial.

Soient p: - A un simplexe relevable, F une face de J de type (b) (cf. A III-5) et
C = p(F) une face de A.

1.4. Lemme. Le simplexe p envoie differentiablement 1'interieur de C dans une strate Xde A.

Demonstration. D'apres (B II-2) il existe une strate X de A contenant 4p(i(C)). Distinguons
deux cas.

1) X = A \ E. On aura le diagramme commutatif:

i(F) o A\ r-'(Z)

1.1 I

i(C) A\ 

et le rsultat decoule du fait que ro est une application differentiable et que ju est une
submersion (cf. A 111-5).

2) X * A \ . L'application p envoie i(C) dans T, d'apres (A II-(4.3)) on a le
diagramme commutatif:

i(F) ^ ) x

1l ,x (deplissage de Tx)

i(c) * Tx

ofi on a identified Tx avec la composante connexe de r-l'(Tx) contenant qp(i(F)). Par
construction x = Sx x R et le d6plissage devient (cf. A I-(6.3)):

7Tx(, r) = Fx[sx(), rl],

ouf 7s,: x* Sx est le d6plissage de Sx. L'image reciproque (cf. PA iii) 7r1 '(X) = x x {0}
s'identifie naturellement A Sx et le diagramme pr6c6dent devient:

i(F) o x

i(1 I... X

i(C) P > X
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Le rsultat d6coule alors du fait que 7rx7rSx? est une application diff6rentiable (cf. A II-
(4.4)) et que p est une submersion.

Remarquons que les diagrammes pr&cedents sont constitu6s par des applications
diff6rentiables.

1.5. Lemme. Dans l'hypothese X * A \ , soit (o C K*(A); la restriction de 6c) Sx est
dans Fqfqk,, filtration de Cartan associe i la fibration 7XSx: SX - X.

Demonstration. D6signons par:
· F*fl* la filtration de Cartan associ6e a la fibration 7rx: Tx \ Z X,

· Ff* la filtration de Cartan associ6e a la fibration 7rx17rTX: x \ 7-r1(2) - X,

· F* la filtration de Cartan associ6e la fibration 7X7XTx: x r X, pour r 0.

La restriction de o a Tx, encore note wo, est un l66ment de K* (Tx). Quite A restreindre
X et a reparam6trer le rayon de Tx, on peut supposer que o e FqkOf* (cf. B 111-2). Puisque
l'application 7r,,: rx \ irT-(Z) ~- Tx \ Z est un revetement diff6rentiable, la forme 6 est
dans Fqkf. Puisque \ r(Z) est dense dans Sx, la restriction de o3 a chaque
S xx r), r * 0, est dans FqkQ3*. Finalement, puisque c3 est une forme globale sur :x x R,
la restriction de (3 a 9x identifiede x x 0})) est dans Fq,(2x

1.6. Lemme. Soit co e K'(A), oa i = dim F. Si le simplexe p est -permis alors la restriction
de 0*6 F est nulle.
Demonstration. Soit X la strate donne par le lemme pr6c6dent. Distinguons deux cas:

1) X = A \ 2. D'apres le premier diagramme de (1.4) les formes *6t et /j*(p*o
coincident sur i(F). Or, la forme p*o est nulle sur i(C) car dim C < dim F = degr6 de
o. Par consequent 0*6 est nulle sur F.

2) X * A \ . D'apres la condition d'intersection de Goresky-MacPherson on a la
relation: dim C < dim F + 1 - k + Pk, oi k = cod X. La dimension des fibres de p
est donc strictement superieure a q,. D'autre part le lemme pr6c6dent montre que:

0*6(4, ... qk) = 0

si les vecteurs ij sont tangents aux fibres de p: i(F) -+ i(C) (cf. troiseme diagramme de
(1.4)). Par consequent la restriction de 0*63 i(F) est nulle. Par density de i(F) dans F
on a le rsultat.

1.7. Proposition. Formule de Stokes. Pour toute forme o e K (A) et toute chaine c de
RCP (A) on a la formule de Stokes:

f = do .
ac C

Demonstration. Par linearite il suffit de montrer le rsultat pour un simplexe relevable

p-permis (p: A -+ A et une forme o e Kq-'(A), o i = dim . Soit a/ = _ (- 1) D le
bord de A. II s'agit de montrer l'egalite j=0

i

J * do = Y (-1) J q*o. (1.7.1)
i (A) j = i (D),)
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Dans la demonstration de (1.2) nous avons prouve les egalites | (p* do = 0* dcb et
i(A) a

( p* = d *c, car chaque Dj est un simplexe relevable (cf. B II-2). D'autre part
i(D,) D,

nous pouvons 6crire (cf. A 111-5):

E ( fl) 5 *0 = 5 (*s.
j=o 1, 

L'6galit6 (1.7.1) devient:

d* r = f *6C.
j a

Elle dcoule de la Formule de Stokes habituelle ( do* Co = **a , du lemme
pr6c6dent (*c6 = 0 sur 6J) et de (A III-(5.1)). 3 

1.8. Remarque. Pour toute forme relevable o, les deux conditions suivantes sont
6quivalentes:

a) wo = do, pour tout simplexe -permis de A,

b) (c5Ig E Fq,,kx, pour toute strate X de A.

§ II. Theoreme de De Rham.

La formule de Stokes que l'on vient de prouver, montre que l'operateur d'integration
est diff6rentiel et on a donc des operateurs diff6rentiels:

Q*(A) - K*(A) Hom (RC(A), R) - Hom (SCP(A), R).

Pour prouver que ces op6rateurs sont des quasi-isomorphismes on utilisera le rsultat
suivant de la th6orie des faisceaux.

1. Proposition. [Go, page 178] Soit f: S' - T' un morphisme defaisceaux differentiels de
base A. Supposons ralisees les conditions suivantes:

a) les homomorphismes O'(S) - '(T') induits par f sont bijectifs,

b) les faisceaux Sm, 7" sont mous pour tout m,

c) les faisceaux gradues S et T sont bornes inferieurement.

Alors les homomorphismes

Hm (F(S')) - H(F(T'))

induits par f sont bijectifs.

On arrive finalement au rsultat central du travail.
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2. Theoreme de De Rham. Soient A un espace stratified et (, ) deux perversites
complementaires. La cohomologie du complexe Hom (SCP (A), R) des cochaines singulieres
d'intersection et la cohomologie du complexe fl (A) desformes differentielles d'intersection
sont isomorphes la cohomologie d'intersection Hom (IHP,(A), R).

L'integration des formes relevables de WQ (A) sur les chaines relevable de SCP (A) est
bien dfinie et le diagramme

Q*(A) - K(A) J+ Hom (RC(A), R) - Hom (SC(A), R) (*)

est constitute de quasi-isomorphismes.

Demonstration. D'apres [K] et [Bry] il suffira de prouver la deuxieme partie: le diagramme
(*) est constitu6 de quasi-isomorphismes.

Nous procedons par recurrence sur la profondeur de A. Si cette profondeur est nulle
alors l'espace A est une variety et on a:
* Q*(A) = K*(A) = Q*(A) complexe des formes diff6rentielles de A,

* RC (A) = SD(A) complexe de chaines singulieres differentiables de A, et

* SCF,(A) = S(A) complexe des chaines singuli6res de A,
on est donc ramene au th6oreme de De Rham habituel.

Supposons le rsultat prouv6 pour les espaces stratifies de profondeur strictement
inf6rieure A celle de A. Consid6rons les morphismes de complexes de faisceaux associ6s
a (*):

f +- K- Hom (RC, R) - Hom (SCP, R).

Chacun des complexes de faisceaux satisfait aux conditions b) et c) de la proposition 1,
d'apres le chapitre B et par construction. Pour demontrer le th6oreme de De Rham, il
ne nous reste donc qu'a montrer que les morphismes satisfont a la condition a).

Soit x e An-k \ An-k- , pour k E {0, ... , n}. Ce point poss6de un voisinage isomorphe,
comme espace stratifi6, a Rn-k x cL, o L est le link de x. Le point x admet donc un
systeme fondamental de voisinages de la forme V = I x cL of I est un ouvert contractile
de Rn- k, E > 0 et cL est le c6ne tronqu6 L x [0, E[/L x {O}. II suffit donc de prouver que le
diagramme

H*(2Qq(V)) - H*(Kq(V)) * Hom (H(RCP(V)), R) - Hom (H*(SCP(V)), R)

est constitu6 d'isomorphismes ([Go, page 166]). Or, d'apres les rsultats du chapitre C,
il suffit de montrer que les fleches du diagramme:

H*(Qp(L)) - H*(Kq(L)) -* Hom (H,(RCF(L)), R) - Hom (H*(SC(L)), R)

sont des isomorphismes. Ce dernier point dcoule de l'hypothese de recurrence, car
prof (L) < prof (A).

3. Remarques finales

3.1. La propri6te essentielle des espaces stratifies qui nous a permis d'etablir le theoreme
de De Rham est l'existence d'un deplissage (cf. A II). Donc, le resultat de ce travail s'etend
aux pseudovarietes stratifiees <<dpliables>>.
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Une pseudovariete stratifie A de dimension n est dpliable s'il existe une variety
diff6rentiable A et une application continue 7r: A - A, appel6e deplissage, vrifiant:

Tout point de A_ k possede un voisinage de la forme Rn-k x cL, o L est une
pseudovari6t6 stratifi&e depliable, tel que

a) chaque composante connexe de 7r-l(R"-k x cL) est diff6omorphe Rn-k x x R, et

b) la restriction de n a R"-k x x R est donnee par it(x, y, r) = (x, [L(Y), Irl]) ou
7nL: L -- L est le deplissage de L et [n(), Irl] e cL.

Cette definition est faite par recurrence sur la profondeur de A (prof (L) < prof (A))
en commenqant par les varietes (prof (A) = 0). On remarquera que la restriction de 7 i
chaque rn-'(X), X strate de A, est un fibr6 differentiable, de fibre L.

Tout espace stratifi6 est une pseudovari6te stratifiee depliable (cf. A II).
Dans ce cadre les rsultats pr&cedents peuvent tres tablis avec une condition

d'intersection differentielle plus faible. Une forme o E D* (A \ ) est d'intersection faible,
pour une perversity q, si:

a) wo est relevable en une forme differentielle sur ,

h) la restriction de (3 a n-r(X), X strate de A, appartient Fqk ,a,_1(X filtration de
Cartan associee a la fibration : 7r-'(X) - X.

On posera F* '(A) = {co forme d'intersection faible pour q}. Si A est un espace stratified
le lemme I-1.5 montre que l'on a l'inclusion -*'(A) ~ K*'(A). En fait on a la relation
'F*(A) = {to forme relevable telle que o = $ dwt pour tout simplexe a p-permis}
(cf. -(1.8)). a~ 

La meme demarche que celle suivie dans ce travail montre que l'integration

J: .F*(A) -* Hom (RC*(A), R)

est un quasi-isomorphisme.

3.2. Les rsultats montr6s pr&cedement sont valables pour des perversites plus g6nerales
que celles de Goresky-MacPherson: p = (P2,... Pn) une suite d'entiers vrifiant
0 < Pk k - 2 (propriet6 utilise en (C II-(2.3)) et (D I-(1.1))).

Appendice

Nous donnons ici la demonstration complete de la proposition (A 111-4). Bien que la
demarche la plus naturelle serait de proc6der par recurrence en effectuant le d6plissage
de C face par face, il faut noter qu'apres le premier d6plissage, le nouveau C ne serait
plus un poly6dre lineaire dans le nouveau A. Ceci nous oblige a traiter tout le deplissage
en une fois.

1. Dfinitions. [G] Soient A le simplexe gometrique standard de R '+1 et (B, D) deux
faces de A avec A = B * D. Tout point de A s'&crit sous la forme tb + (1 - t) d, oi
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t [0, 1], b e B et d e D. On considerera les applications:

iB: J \ D B B(tb + (1- t) d)= b,

YB: [0, 1] oil YB(tb + (1 - t) d) = t.

Dans la suite, si d e D alors rB(d) repr6sentera un point quelconque de B. On iden-
tifiera B avec l'ensemble {(to, ..., ti) e Ri + I to + ... + t, = 1, tk+ = ... = ti = 0}, ou
k = dim B.

2. Lemme. Soient E et K deux elements d'une subdivision lineaire de A avec K rn D = 0.
Les applications suivantes sont differentiables:

(a) YB: A [0, 1],
(b) ?iB: K -* B,
(c) f: E - [0, 1]2 ot f([x, t]) = (t, tB(x)),

(d) g: E x A - B ot g([x, t], y) = tyB(x) rB(X) + (1 - t) YB(Y) riB(Y),

Demonstration. En coordonnees locales 'application YB s'crit y,(to, .. ti) = to + ...
+ tk; ce qui prouve (a). Pour (b) il suffira de remarquer que K est inclus dans l'ouvert
{(to ... ti) I to + ... + tk * 0} et que la restriction de ?iB K, qui s'6crit

qB(to, ..., ti) = (to(to + ... + tk) ... , tk(to + ... + tk)-),

est differentiable.
D'autre part, le c6ne E est inclus naturellement dans R + 2 par ([x, t]) = (tx, t).

Ainsi les applications f et g sont les restrictions des applications diff6rentiables
f o: Ri+ 2

-* [0, 1]2 et go: Ri+ 2 x R + -- Rk + ' dfinies respectivement par:

fo(r, ... ri, t) = (t, r + ... + rk),

et

go(rO, ... ri, t, So ... , si) = (ro + (1 -t) So ... , rk + ( - t) Sk).

Fixons pour la suite une decomposition (o, ... , p) de A et soit C un 616ment d'une
subdivision lin6aire de A. Posons (C0, ... , Cq) la decomposition induite de C; p: - A
et #c: C --* C les d6plissages simpliciaux correspondants. On donne maintenant une s6rie
de lemmes qui aboutissent la proposition que l'on veut prouver. Pour la coherence
des notations, on crira: i_1 = -1, i+ = p + 1, C_1 = 0 et Cq+1 = C.

3. Lemme. Pour j { -1, 0, ... q} et x Cj, on a.

y,(x) = O0 pour m> ij;

Ym(x) 0 pour m = ij.

Demonstration. Si m > i le point x est dans C et donc dans Ao * ... * d, Par
consequence y,a(x) = 0. Si m = ij alors on a:

C n (Ao* ... * m )* Cj = C n (* ... * Am)

et donc y,m(x) 0.
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4. Lemme. Considerons = ([x, to], ... , [xq_ , tq_ 1], xq) C, j {-,1 ... , q et m > ij.
Posons x = pic() et y = C([Xo, 0], ... , [x, 0], [xj+ l, ti+j+ l] . X.. q-, tq- 11], Xq). Alors les
relations suivantes sont vraies:
(a) Y,7m(x) = (1 - to) ... (1 - tj-_ ) (tjyij(xj) + (1 - tj) y7r(y)),
(b) y,,(x) tlm(x) = (1 - to) ... (1 - tj-l) (tjyA,,(xJ) +,(xj) (1 - tj) ym(Y) 1ra(Y)),
(c) 7....p(Y) O si i < m < i+1 .

Demonstration. Les propriets (a) et (b) decoulent de l'expression

x = toxo + (1 - t)tlx + ... + (1 - to)... (1 - tj_) tjxj

+ (1-to) ... (-tj) y

et du lemme pr6c6dent. Pour (c) remarquons d'une part que le point y n'appartient
pas C = C n ( 0 * ... * A) et d'autre part que l'on a l'6galit6 C n ( o * ... * j) =
C n ( 0 * ... * dm), car ij m - 1 < ij+,. Par consequence 7, ....p(Y) est different
de z6ro.

5. Lemme. Pour chaque m {0 ... , p - 1 } les applications:

Pm: C- [0, 1] o i~(X ) = (,,m(,C(P())) (A ....*APl4(c)))-

q(Pm: d Cim OPm(X) = [I,_'mc(X)),' pm(X)]

sont differentiables.

Demonstration. Soit j {--1 ... , q - 1} vrifiant ij < m < ij +1. D'apres le lemme 3 et
le lemme 4 on a la relation (avec les notations de 4):

pm() = (tjyA,(Xj) + (1 - tj) Y7a(Y)) (tjyi.,(xJ) + (1 - t) r4m....4(y))1

(5.1)

Soit m = i alors Ym,(xj) et 7 ym .,p(y ) sont diffrents de zro (cf. 3 et 4(c)); le
d6nominateur de (5.1) ne s'annule pas et W, est donc differentiable (cf. 2(a)). Si m * ij
alors l'expression (5.1) est rduite : Wm,() = (y4(Y)) (y,....dp(Y))- , qui est diff6ren-
tiable pour les memes raisons.

Pour pm on raisonne de fa9on analogue sur:

-tjVp(Xi) tlAm(X) + (1 - tj) 7ym(Y) qIm,(Y)

tJ7l(xJ) + (1 - t) A ... A, (Y)

a l'aide du lemme 2.

6. Lemme. Supposons que C n'est pas inclus dans Ao * ... * Ap_ et soient = ([xo,
to] ... [q i, tq_ 1], xq) E C et x = c(x). On a la relation: Y4P(x) t 4p(x) = 4p(x) ?1 p(xq).

Demonstration. Par hypothese: C n (, * ... * A_ 1) * C, p = iq et Cq n (Ao *...
* ,_) = 0. En appliquant le lemme 4 pour m = p et j = q on obtient:

yA,(x) = (1 - to)... (1 - tql)7 YA(Xq),

yA,(x) r,(x ) = (1 - to) ... (1 - tq-l) YA7(Xq) lp(Xq),

d'oi le rsultat.
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7. Demonstration de III-4. On distinguera deux cas suivant que C est inclus ou non dans
A0 * ... * Ap 1.

1"rCas. C non inclus dans Ao * ... * p- 1.

On considere la fonction h: C - d6finie par: h(x = ([Xo, to], ... , [Xq_,1 tq-1], Xq))

= (qP0(O), ... (Pq (G) , ldp(Xq)), ce qui a un sens car Cq r ( * ... * A p - ) = 0. L'applica-
tion h est diff6rentiable (cf. 2 (b) et 5). Par definition de nous pouvons &crire:

p-1

#(h()) = Y (1 - Wo(x))... (1 - 1m-()) Wpm(X) /A(#c(X))
m=O

+ (1 - wPo(x))... (1 - 1p -l()) lAp(Xq),

ce qui d'apres 5 est gal i:

p-1

,(h ())= Z YTh1 (c ( )) ?,(Jc(X)) + Yd'(lC(X)) ,Ap(Xq) .
m=O

Finalement, compte tenu du lemme 6 on a:

p

f(h()) = Z YAm(c()) q (P~c(X))
m=0

ce qui par definition est gal a pc().

2emeCas. C inclus dans AO * ... * A_-1.
Soient P = Ao * ... * Ap_ 1 et pp: P - P le dplissage simplicial de P le long de

(Ao ..., zJ1A ). Par recurrence sur p on montre qu'il existe une application diff6rentiable
ho: C P telle que pc = #ph o. Soit alors : P -* d6finie par:

0c([xo, to], ., [xp_ 2, tp_ 2], Xp_ ) = ([x 0, to], ., [Xp_2, tp_ 2], [Xp_, 1], z),

ou z est un point quelconque de Ap. L'application ot est diff6rentiable et vrifie p
= #p; on termine la demonstration en prenant h = ho.
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