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Introducción

Pseudovariedad estratificada: X “ Xn Ą Xn´1 “ Xn´2 Ą Xn´3 Ą ¨ ¨ ¨ Ą X1 Ą X0

Estratos : XkzXk´1 (variedades)

Ligaduras Ligadura = Toro _ (Toro #Toro)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Perversidad : p “ p0, 0, 0, p3, p4, . . . , pk , . . .q con pk`1 “ pk or pk ` 1.

Perversidad tope t : p0, 0, 0, 1, 2, 3, . . . , k ´ 2, . . .q

Perversidad dual Dp “ t ´ p.
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Introduction

Program para una variedad M Programa para X

C
˚
pM;Zq

��

C
p

˚
pX ;Zq

��

C
˚

pM;Zq“Hom pC
˚
pM;Zq;Zq

��

C
˚

p
pX ;Zq“Hom pC p

˚
pX ;Zq;Zq

��
producto cap

��

producto cap

��

XrγX s : H
˚

pM;Zq –ÝÑ H
n´˚
pM;Zq XrγX s : H

˚

p
pX ;Zq –ÝÑ H

Dp

n´˚
pX ;Zq

Si X localmente libre de p-torsion :

TorsH
p

ppdim L`1q
pLink;Zq “ 0

ppX “ ΣRP3qq
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Introducción

Objetivo de la charla

Construir la cohomoloǵıa de intersección explotada H
˚

p
pX q. Propiedades.

Comparar ambas cohomoloǵıas : H
˚

p
pX q y H

˚

p
pX q

Dualidad de Poincaré

Conjetura de Goresky-Pardon.
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Homoloǵıa de intersección

σ : ∆ Ñ X .

Grado perverso : ||σ||k “ dimσ´1pXn´kq.

Condición de permisibilidad: ||σ||k ď dim ∆´ k ` ppkq.

Cadenas de intersección ξ : ξ y Bξ son cadenas permisibles.

Homoloǵıa de intersección H
p

˚
pX q.

H
t

˚
pX q “ H˚pX q si X es normal.
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Homoloǵıa de intersección

Śımplices filtrados : σ : ∆ Ñ X con σ´1pXkq a face of ∆

∆ “ ∆0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆k
loooooomoooooon

σ´1pXk q

˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆n
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Homoloǵıa de intersección
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Homoloǵıa de intersección

Śımplices filtrados : σ : ∆ Ñ X con σ´1pXkq cara de ∆

∆ “ ∆0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆k
loooooomoooooon

σ´1pXk q

˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆n

||σ||k “ dimp∆0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆n´kq.

C
p

˚
pX q “ tcadenas de p-intersección filtradasu

calcula

H
p

˚
pX q Homoloǵıa de intersección

.
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Cocadenas

1-Cocadenas

σ
∆ “ X

1

3
17

23

más compatibilidad

r∆
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Explosión de un śımplice filtrado

∆0

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆1

∆0 ˆ∆1

∆1

c∆0

∆ “ ∆0 ˚∆1 tiene por explosión r∆ “ c∆0 ˆ∆1

B r∆ “ ĂB∆` Caras ocultas
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Blown-up cohomology

Explosión de un śımplice filtrado

El prisma
r∆ “ c∆0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ c∆n´1 ˆ∆n

es la explosión de
∆ “ ∆0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆n

B r∆ “ ĂB∆` caras ocultas

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆0

∆1

∆2 ∆2

c∆0

c∆1
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Cocadenas locales

rN
˚

p∆q “ N
˚

pc∆0q b ¨ ¨ ¨ b N
˚

pc∆n´1q b N
˚

p∆nq

∆ “ ∆0 ˚∆1 ˚∆2 r∆ “ c∆0 ˆ c∆1 ˆ∆2

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆0

∆1

∆2 ∆2

c∆0

c∆1
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Grado perverso de la cocadena rN
˚

p∆q

∆ “ ∆0 ˚∆1 r∆ “ c∆0 ˆ∆1

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆0

∆1

1
1

∆1

c∆0

v = apex
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Grado perverso de la cocadena rN
˚

p∆q

∆ “ ∆0 ˚∆1 r∆ “ c∆0 ˆ∆1

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆0

∆1

1
1

∆1

c∆0

v = apex

||1vˆ∆1 || “ ´8 Ya que vˆ∆1 no está en una cara oculta

||1∆0ˆ∆1 || “ dim ∆1 Ya que ∆0 ˆ∆1 está en una cara oculta
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Grado perverso de la cocadena rN
˚

p∆q

∆ “ ∆0 ˚∆1 r∆ “ c∆0 ˆ∆1

µ
ÐÝÝÝÝÝ

∆0

∆1

1
1

∆1

c∆0

v = apex

1
rN
˚

p∆q “ N
˚

pc∆0q b N
˚

p∆1q.

||αb ω|| “

"

|ω| Para cocadenas ocultas: αb ω P N
˚

p∆0q b N
˚

p∆1q

´8 Para cocadenas no ocultas

||1∆0 b 1∆1 || “ |1∆1 | “ dim ∆1 ||1v b 1∆1 || “ ´8
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Cohomoloǵıa de intersección explotada
Cocadenas perversas

rN
˚

p∆q “ N
˚

pc∆0q b ¨ ¨ ¨ b N
˚

pc∆n´1q b N
˚

p∆nq

rN
˚

p
p∆q “

!

ω P rN
˚

p∆q{maxp||ω||k , ||dω||kq ď pk

)

rN
˚

p
pX q es el haz simplicial

!

pωσq { σ : ∆ Ñ X śımplice filtrado, ωσ P rN
˚

p
p∆q, compatibles

)

.

H
˚

p
pX q cohomoloǵıa de intersección explotada. Coincide con la clásica en un

cuerpo.

H
˚

0
pX q “ H

˚

pX q cuando X es normal.
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Producto cup

rN
i

p
pX q b rN

j

q
pX q

!
ÝÝÝÝÝÝÑ rN

i`j

p`q
pX q.

pω ! ηqσ “ ωσ ! ησ

! está definido localmente:

rN
˚

p∆q “ N
˚

pc∆q b ¨ ¨ ¨ b N
˚

pc∆n´1q b N
˚

p∆nq,

donde σ : ∆ “ ∆0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚∆n Ñ X es un śımplice filtrado.

pα1 b ¨ ¨ ¨ b αnq
loooooooomoooooooon

ωσ

! pβ1 b ¨ ¨ ¨ b βnq
loooooooomoooooooon

ησ

“ ˘pα1 ! β1q b ¨ ¨ ¨ b pαn ! βnq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ωσ! ησ
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Primeras propiedades

Producto cup: H
i

p
pX q bH

j

q
pX q

!
ÝÝÝÝÝÝÑ H

i`j

p`q
pX q .

Producto cap: H
i

p
pX q b H

q

j
pX q

"
ÝÝÝÝÝÝÑ H

p`q

j´i
pX q.

Mayer-Vietoris. Sea tU,V u un recubrimiento abierto de X :

¨ ¨ ¨ Ñ H
i´1

p
pU X V q ÑH

i

p
pX q ÑH

i

p
pUq ‘H

i

p
pV q ÑH

i

p
pU X V q Ñ ¨ ¨ ¨

H
˚

p

`

Rk ˆ X
˘

“ H
˚

p
pX q y H

i

p
pc̊Lq “

#

H
i

p
pLq si i ď pdim L`1

0 si no
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Independencia de la filtración

Una pseudovariedad estratificada pude soportar diferentes filtraciones. La
cohomoloǵıa de intersección explotada no depende de la elección.

Rk “ c̊Sk´1.

Rk ˆ c̊L “ c̊pSk´1 ˚ Lq (genérico)

X Sull estratificación de Sullivan: x „ y ðñ DpU, xq – pV , yq. No depende de la
filtración de X .

H
˚

p
pX q –H

˚

p

`

X Sull
˘

.
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré

H
˚

p
pX q

" rγX s
ÝÝÝÝÑ H

p

n´˚
pX q
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré

H
˚

p,c
pX q

" rγX s
ÝÝÝÝÑ H

p

n´˚
pX q
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré

H
˚

p
pX q

" rγX s
ÝÝÝÝÑ H

BM,p

n´˚
pX q
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré

Dualidad de Lefschetz: H
˚

p
pX , B1X q

" rγX s
ÝÝÝÝÑ H

p

n´˚
pX , B2X q
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homoloǵıa de intersección

H
k
pX q

"rγX s //

��

H
n´k
pX q

H
k

p
pX q

"rγX s

–
// H

p

n´k
pX q

OO
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homoloǵıa de intersección

H
k
pX q

"rγX s //

–

��

H
n´k
pX q

H
t

n´k
pX q

–kk

H
k

0
pX q

"rγX s

–
// H

0

n´k
pX q

44
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Cohomoloǵıa de intersección explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homoloǵıa de intersección

H
k
pX q

"rγX s //

–

��

H
n´k
pX q

H
t

n´k
pX q

–kk

H
k

0
pX q

"rγX s

–
// H

0

n´k
pX q

44

Dualidad de Poincaré versus Homoloǵıa de intersección

Si X es una pseudovariedad compact y normal de dimensión n entonces
. X verifica la dualidad de Poincaré ðñ H

˚

0
pX q ÝÑ

–
H
˚

t
pX q. .
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H
˚

Dp
pX q y H

˚

p
pX q son diferentes

H
k

Dp
pcM;Zq k H

k

p
pcM;Zq

H
k
pM;Zq ď ppm ` 1q H

k
pM;Zq

TorsH
k
pM;Zq ppm ` 1q ` 1 0

0 ě ppm ` 1q ` 2 0

con M variedad, v el apex del cono cM y m “ dimM.

H
˚

Dp
pcM;Zq –H

˚

p
pcM;Zq if cM localmente libre de p-torsion:

TorsH
ppdim M`1q

pM;Zq “ 0
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Relación entre H
˚

Dp
pX ;Zq y H

˚

p
pX ;Zq

H
˚

Dp
pX ;Zq –H

˚

p
pX ;Zq si X localmente libre de p-torsion (o coeficientes en un

cuerpo)

Forma bilineales no degenaradas

FH
˚

p
pX ;Zq b FH

n´˚

Dp
pX ;Zq Ñ Z

TorsH
˚

p
pX ;Zq b TorsH

n`1´˚

Dp
pX ;Zq Ñ Q{Z
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Conjetura de Goresky & Pardon

H
r`i

Lpp,iq
pX ;Z2q

��

H
r

p
pX ;Z2q

Sqi //

88

H
r`i

2p
pX ;Z2q

Lpp, iqp`q “ minp2pp`q, pp`q ` iq
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Conjetura de Goresky & Pardon

H
r`i

Lpp,iq
pX ;Z2q

��

H
r

p
pX ;Z2q

Sqi //

77

H
r`i

2p
pX ;Z2q

Lpp, iqp`q “ minp2pp`q, pp`q ` iq

Avance efectivo :

0 ‰ Sq2 P H
˚

pp`q`2
pX q y 0 “ Sq2 P H

˚

2pp`q
pX q.
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Conjetura de Goresky & Pardon : El cono

M variedad y p “ ppdimM ` 1q

H
˚

p
pcM;Z2q

Sq i
cM //

–

��

H
˚

2p
pcM;Z2q

–

��

H
ďp
pM;Z2q

Sq i
M // H

ď2p
pM;Z2q
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H
˚

p
pcM;Z2q

Sq i
cM //

–

��

H
˚

2p
pcM;Z2q

–

��

H
ďp
pM;Z2q

Sq i
M //

Sq i
M

""

H
ď2p
pM;Z2q

H
ďp`i

pM;Z2q
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Conjetura de Goresky & Pardon : El cono

M variedad y p “ ppdimM ` 1q

H
˚

p
pcM;Z2q

Sq i
cM //

–

��

H
˚

2p
pcM;Z2q

–

��

H
ďp
pM;Z2q

Sq i
M //

Sq i
M

��

H
ď2p
pM;Z2q

**

H
ďminp2p,p`iq

pM;Z2q “ H
˚

Lpp,iq
pcM;Z2q

H
ďp`i

pM;Z2q

44
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

||c||k ď pk ñ ||Sq i
pcq||k ď minp2pk , pk ` iq

c P rN
˚

p
pX ;Z2q
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

||Sq i
pcq||k ď minp2||c||k , ||c||k ` iq

c P rN
˚

p
pX ;Z2q

||Sq i
pα b ωq||k ď minp2|ω|, |ω| ` iq

c “ αb ω P rN
˚

p∆q

||c ||k “ ||αb ω||k “ |ω|
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

||Sq i
pα b ωq||k ď minp2|ω|, |ω| ` iq

αb ω P rN
˚

p∆q
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

||Sq i
pα b ωq||k ď minp2|ω|, |ω| ` iq

Sq i pαb ωq “

|αbω|´i
ÿ

j“0

pαY
|αbω|´i´j

αq b pω Yj ωq

||Sq i pαb ωq||k ď |ω Yj ω| (máx)

Propiedad del producto !
`
: |A !

`
B| “ |A| ` |B| ´ `.

||Sq i pαb ωq||k ď 2|ω| ´ j .

2|ω| ´ j ď minp2|ω|, |ω| ` iq
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

2|ω| ´ j ď minp2|ω|, |ω| ` iq
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

2|ω| ´ j ď |ω| ` i
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Conjetura de Goresky & Pardon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Idea de la prueba.

2|ω| ´ j ď |ω| ` i

Propiedad del producto !
`
: A !

`
B ‰ 0 ùñ ` ď minp|A|, |B|q.

Sq i pαb ωq “

|αbω|´i
ÿ

j“0

pαY
|αbω|´i´j

αq
loooooooomoooooooon

‰0

bpω Yj ωq

αY
|αbω|´i´j

α ‰ 0 ùñ |αb ω|
loomoon

|α|`|ω|

´i ´ j ď |α| ùñ |ω| ´ j ď i ùñ 2|ω| ´ j ď |ω| ` i
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