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iNTR,ODUCCiON



Introduccidn

Pseudovariedad estratificada: X = X, o2 X1 =X, 20 2 X320 --- D X1 2 X

Estratos : Xi\Xx_1 (variedades)

St
Ligaduras Ligadura = Toro v (Toro #Toro)

v
UxcL

Tangent x Normal

Perversidad : p = (0,0,0, p3, pa, ..., Pk,---) CON Pxi1 = px or px + 1.
Perversidad tope t : (0,0,0,1,2,3,...,k—2,...)
Perversidad dual Dp =t — p.



Introduction

‘Program para una variedad I\/l‘

C,(M;Z)
§

C*(M; Z)=Hom (C,(M; Z); Z)

{

producto cap

¢

N[yx]: H*(I\/I;Z) =N Hni*(l\/l;Z)

‘Programa para X‘

C:(X; Z)
C’ (X; Z)=Hom (C,(X; Z); Z)
producto cap

¢

nlx]: H (X Z) = H” (X, Z)

P

Si X localmente libre de p-torsion :
Tors H® (Link;Z) =0

P(dim L+1)

(X = ZRP?))

4728



Introduccidn

‘Objetivo de la charla‘

@ Construir la cohomologia de interseccién explotada e%”; (X). Propiedades.

Comparar ambas cohomologjas : H: (X)y %’; (X)

Dualidad de Poincaré

Conjetura de Goresky-Pardon.



HOMO
LOGiA DE iNTER,SECCiON
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Homologia de interseccién

e o: A — X.

e Grado perverso : ||o||x = dimo=1(X,_x).

Condicién de permisibilidad: ||o||x < dim A — k + p(k).

@ Cadenas de interseccién & : £ y 0& son cadenas permisibles.

Homologia de interseccidn H:(X).

o H'(X)=H

*

(X) si X es normal.

*



Homologia de interseccién

Simplices filtrados : o: A — X con 0~ (Xy) a face of A

S

o1 (Xk)

A=Ngx--xDpx-x,
———



Homologia de interseccién

— X,
\ A0 % A0 5 A0
\I
0% A0 x Al \\
DxAlx A°
X
0x0x A2

A% x () x Al \



Homologia de interseccién

Simplices filtrados : o: A — X con 0~1(X,) cara de A

A:AO*...*Ak*...*An
—_——

o1 (Xk)

llo||k = dim(Qg = - - = Ap_g).

C:(X) = {cadenas de p-interseccién filtradas}

calcula

HZ(X) Homologia de interseccién



Cocadenas

1-Cocadenas




Cocadenas

1-Cocadenas




Cocadenas

1-Cocadenas

mas compatibilidad



Cocadenas

1-Cocadenas

mas compatibilidad

>



COHOMOLOGiA EXPLOTADR



Cohomologia de interseccién explotada

Explosion de un simplice filtrado

onAl

Al A1

A A,

0

0

A = Ag = A; tiene por explosidn A = cQog X A1

OA = OA + Caras ocultas



Blown-up cohomology

Explosion de un simplice filtrado

El prisma N
A=clgx---xcAp_1xA,

es la explosién de

A=Ng*---x\,

oA = OA + caras ocultas




Cohomologia de interseccién explotada

Cocadenas locales

N*(A) = N*(cDo) ® - - @ N* (cAn_1) @ N* (A,)

~

A= AgxAr Ay A = cAg x cAq x Ny



Cohomologia de interseccién explotada

Grado perverso de la cocadena N*(A)

A=ApxAy A =clAgy x Aq



Cohomologia de interseccién explotada

Grado perverso de la cocadena N*(A)

Ay Ay
m
— 1
\j vV = apex
A=ApxAy AZCAOXAl
@ |[1yxn,|| = —© Ya que v x Aj no estd en una cara oculta
o |[1a,xn, || =dimAy Ya que Ap x Aj estd en una cara oculta

16/ 28



Cohomologia de interseccién explotada

Grado perverso de la cocadena N*(A)

Al A1

— 1

A AT

~

A=ApxAy A =clAgy x Aq

v = apex

0

N*(A) = N*(cho) @ N (A1).
lla®w|| = |w| Para cocadenas ocultas: a Q@ w € N* (Do) ® N*(Al)
—o0 Para cocadenas no ocultas
|1a, ®1a,|| = [1a,| = dim Ay L, ®1a,|| = —0
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Cohomologia de interseccién explotada
OcCadenas perversas

o N*(A) = N*(cAg)® - QN (cAn_1) @ N*(A,)

o WF(A) = {we N*(8)/ max(([wlli, ldwli) < pi)
o N*(X) es el haz simplicial

P

{(w(,) / o: A — X simplice filtrado, w, € AI* (A), compatibles} .

* Vs . s . . o
° %”E (X) cohomologia de interseccién explotada. Coincide con la clasica en un
cuerpo.

° c%”a*(X) = H*(X) cuando X es normal.



Cohomologia de interseccién explotada

Producto cup

N(X) ® N.(X) ——— N (X).

— esta definido localmente:

N*(A) = N (cA)® - @ N (chp-1) @ N (Ay),

donde o: A = Ag*---% A, — X es un simplice filtrado.

(1@ ®an) = (A1®®F) = +(a1 — f1) @ ® (e — fin)

Wo

No Wo~ MNo



Cohomologia de interseccién explotada

Primeras propiedades

@ Producto cup: ffg(X)@%”;(X) = H7(X) .

pt+q

—~

e Producto cap: %?’(X) ® HJH(X)

e Mayer-Vietoris. Sea {U, V} un recubrimiento abierto de X:

i

= A (U V) = A (X) = A (0) @A (V) — AU V) -

A (L) si i < Pimis1

P 0 si no

o A (R* x X) = 2 (X) y A (EL) = {



Cohomologia de interseccién explotada

Independencia de la filtracién

Una pseudovariedad estratificada pude soportar diferentes filtraciones. La
cohomologia de interseccién explotada no depende de la eleccién.

Rk = eSk—1,

R¥ x &L = &(Sk=1 % L) (genérico)

XUl estratificacién de Sullivan: x ~ y <= 3(U,x) = (V,y). No depende de la
filtracion de X.

‘%i* (X) ~ jf;* (XSuII)_
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Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré

A5 (X) =~ (x)

n—sx



Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré

A0 () =y (x)

,C n—sx



Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré

A (X) — 5 e x)

n—s%



Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré

Dualidad de Lefschetz: 72" (X, 01X) —25h H? (X, ,X)



Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homologia de interseccién




Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homologia de interseccién




Cohomologia de interseccién explotada

Dualidad de Poincaré ordinaria versus Homologia de interseccién

Dualidad de Poincaré versus Homologia de interseccién

Si X es una pseudovariedad compact y normal de dimensién n entonces
X verifica la dualidad de Poincaré «— H;(X) - H; (X).




H (X)y ,%”; (X) son diferentes

B

k k
H, (cM;Z) k A (cM; Z)
H (M, Z) <p(m+1) | H(MZ)
Tors H' (M;Z) | B(m+1)+1 0
0 =>p(m+1)+2 0

con M variedad, v el apex del cono cM y m = dim M.

H>X<

Dp

(cM;Z) ~ Jf%*(cM; Z) if cM localmente libre de p-torsion:
Tors H*“""" (M, Z) = 0
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Relacion entre H, (X;Z)y 2 (X;Z)

° H;E(X; 7) = ,%”; (X;Z) si X localmente libre de p-torsion (o coeficientes en un
cuerpo)

@ Forma bilineales no degenaradas
FA (X Z)® FH, * (X Z) — 7,

Tors %ﬂ; (X;Z) ® Tors H;;li* (X;Z) - Q/Z
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CUADRADOS DE STEENR,OD



Conjetura de Goresky & Pardon

Hr+i (X,Zz)

L(psi)

7
-
-
-
-
_ .

H. (X Za) —> H (X Z)

2p

L(p,1)(£) = min(2p(£), p(£) + 1)
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Conjetura de Goresky & Pardon

s
-
-~
-~
-~
-

A (X; Z,) S—><%”'+'(X;Z2)

L(p,)(£) = min(2p(¢), p(£) + /)

Avance efectivo :

0+8Sq’ € A, ,(X) y 0=5q’€ 7, (X).
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Conjetura de Goresky & Pardon : El cono

M variedad y p = p(dim M + 1)

S i
(M L) —- AL (cM; 7o)

l: |

H™ (M: Zo) —Me H¥ (M Z,)
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Conjetura de Goresky & Pardon : El cono

M variedad y p = p(dim M + 1)

S i
jf%*(cM; Z3) M>Ja,’;:(cl\/l; Z3)

l: |

H™ (M: Zo) —Me ™ (M, Z5)
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Conjetura de Goresky & Pardon : El cono

M variedad y p = p(dim M + 1)

S i
(M Tp) — A2 (cM; Zip)

ok

H™ (M; Zy)

Sq iy

H™ (M; Zp) —"~
Hgmin(Qpﬁp‘H) (M' Zz) f— % (CM Z2)

L£(psi)

H<p+i (M, Z2)
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

el < pe = [18a"(c)lx < min(2px, pi + i)
CEN:(X;ZQ)
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

el < pe = [18a"(c)lx < min(2px, pi + i)
CEN:(X;ZQ)

[18a ()l < min(2llc[k, [[c][x + /)

ceI\NI:(X;Zz)

28/ 28



Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

[18a"(e)l[x < min(2]le]lx, [[e[lx + /)

A7k
ce N (X;Z)
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

[18a"(e)l[x < min(2]le]lx, [[e[lx + /)

A7k
ce N (X;Z)

8¢ (a ® w)|[x < min(2lw], |w] + 1)
c=aQuwEe l\~l*(A)

lellic = llo ®wlle = lul -



Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

18q (@ ®w)l[x < min(2|w], |w] + 1)

a®uwe N*(A)
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

18q (@ ®w)l[x < min(2|w], |w] + 1)

|a®uw|—i

Sqi(a w) = Z (a Y a@wl—i—j @) ® (w Y w)
=0

]|Sqi(a®w)||k < |lw v, w| (méx)
Propiedad del producto —,: |A—, B| = |A| + |B| — £.
[1Sa’ (0 @w) [ < 2w = .

2w| —j < min(2|w|, |w| + 1)
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

2] —j < min(2ll, Jw] + 1
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

2wl —j < |w|+1i
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Conjetura de Goresky & Pardon Idea de la prueba.

2wl —j < |w|+1i

Propiedad del producto —,: A—, B # 0 = ¢ < min(|A|, |B)).

|a®@w|—i
Sq'(a®@w) = Z (U gy @) BOw U, w)
=0
#0
QY gl a#0=|aQu|—-i—j<|a| = |w|—j<i=2w|—j < |w|+i
- ——

laf+[w]
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