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Dynamique des systèmes de solides 2 
 
 

I. Introduction. 
Plutôt que d’utiliser le Principe Fondamentale de la Dynamique il est parfois intéressant de 
disposer d’un théorème exprimant la conservation de l’énergie. 
But : 
 Ecrire rapidement l’équation de mouvement. 
 Déterminer la puissance d’un actionneur. 
 Déterminer le rendement d’un mécanisme. 

Avant d’établir ce théorème pour un solide puis un système de solides, nous allons 
introduire les notions de puissance, travail, énergie et rendement. 
 
 

II. Puissance d’une action mécanique. 
1. Puissance développée à l’instant t par une action mécanique extérieure 

sur un système matériel dans son mouvement par rapport à un repère R. 
 
Soit un ensemble matériel () 
(déformables ou indéformables) en 
mouvement par rapport à un repère (R). 

() est soumis à une action mécanique 
tel que en tout point P de () s’exerce la 
force élémentaire )(PFd


. 

)(PFd


 peut être une action volumique, 
surfacique ... 

 

Par exemple, dans le cas de la pesanteur, on a zdvgPFd 
...)(  , avec   la 

masse volumique et z  vecteur unitaire vertical ascendant. 

La puissance développée à l’instant t par cette action mécanique sur () dans son 
mouvement par rapport à un repère (R) est :  

  )/().()/( RPVPFdRactionP


 
 
Remarque : Si la puissance P( S/R) est positive alors l’action mécanique est motrice. 
Si la puissance P( S/R) est négative alors l’action mécanique est résistante. 
 
2. Cas du solide 
La puissance développée par une action mécanique sur le solide (S), dans le mouvement 
de (S) par rapport à (R) est égale au commoment du torseur cinématique de (S) par 
rapport à (R) et du torseur de l’action mécaniques sur S. 
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   )/()()/( RSVSactionRSactionP    
 
 
Démonstration : 
 
Soit un solide (S) en 
mouvement par rapport à un 
repère (R). 
 
On exerce sur (S) une action 
mécanique tel que en tel que en 
tout point P de (S) s’exerce la 
force élémentaire )(PFd


. 

 

 
S

RSPVPFdRSactionP )/().()/(


 

On utilise la relation de VARIGNON avec A un point fixe de (S). 

APRSRSAVRSPV  )/()/()/(


    

))/().(()/().()/(  
SS

APRSPFdRSAVPFdRSactionP


 

Pour le deuxième terme on utilise la relation  ).().( uwvwvu 
   

))().(/()/().()/( PFdAPRSRSAVPFdRSactionP
SS


   

 On peut sortir des intégrales )/( RSAV 


 et )/( RS


. 

 
SS

PFdAPRSPFdRSAVRSactionP )()./()()/()/(


 

Rappel 1 : Le torseur d’une action mécanique s’écrit : 
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Rappel 2 : Le torseur cinématique s’écrit :  
A

RSAV
RSRSV













)/(

)/(
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Finalement : )()./()./()/( AMRSFRSAVRSactionP


  
 

   AA RSRSactionP VSaction /)/(    
 
Remarque : Ce commoment ne dépend pas du point choisi mais les 2 torseurs doivent 

être exprimés au même point. 



MP  Sciences de l’Ingénieur 

3/12 
 

Exemple dans le cas de l’action de la pesanteur sur un solide (S) 
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 ..)/(...)/(      Gz  : vitesse verticale 

 
 
 

III. Puissance des inter-efforts 
 
1. Puissance des efforts intérieurs de liaison entre solides indéformables liés 
 
Soit un système matériel () 
constitué de 2 solide (S1) et (S2) 
en mouvement par rapport à un 
repère (R) et liés entre eux par 
une liaison (L12). 
 
Les puissances développées par 
les actions extérieures s’écrivent : 
 

 

)/12()/1()/11( RSSPRSPRSSP   

)/21()/2()/22( RSSPRSPRSSP   
 

)/21()/12()/2()/1(
)/22()/11(

RSSPRSSPRSPRSP
RSSPRSSP




 

 

Premier terme : 

)/21()/2()/1( RSSPRSPRSP   

)/21( RSSP   : Puissance des efforts extérieurs sur le système matériel (). 
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Deuxième terme :  

   RSRSSP VSS /1)/12( 12    

       RSRSRSSP VV SSSS /2/2)/21( 1221     

      2//1)/21()/12( 12 SRRSRSSPRSSP VVSS    

   2/1)/21()/12( 12 SSRSSPRSSP VSS    

Puissance dissipée dans la liaison entre les 2 solides. 

On l’appelle puissance des inter-efforts et on la note )12( SSP   

   2/1)/21()/12()12( 12 SSRSSPRSSPSSP VSS  
 
Finalement :  Puissances développées par les actions extérieures sur (S1) et (S2) : 

)12()/21()/22()/11( SSPRSSPRSSPRSSP 
 
Une liaison parfaite est une liaison qui ne dissipe pas d’énergie : 0)21( SSP . 

Les liaisons normalisées sont des liaisons parfaites. 
 
 
2. Cas d’une liaison parfaite : Liaison pivot 
 

 

 
  

 

Torseur cinématique :  
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Torseur d’action 
mécanique 
transmissible entre les 2 
solides par la liaison pivot : 
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Puissance des inter-efforts :     01/2)12( 21   SSSSP VSS  
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3. Cas d’un moteur 
 
 

)/1()/2()21( RSMoteurPRSMoteurPSSP
MOTEUR

  
 

 

       
       
   

)1/2().2()21(

)1/2(1/2)21(

1//2)21(

/1/2)21(
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SSmoteurPSSSSP

SRRSSSP

RSRSSSP

MOTEUR

MOTEUR

MOTEUR

MOTEUR

V
VV
VV

Smoteur

SmoteurSmoteur

SmoteurSmoteur





















 

 
 
 
4. D’un ressort 

 

)1/2()21(

1/22)21(

SSressortPSSP

SSSressortSSP

RESSORT

RESSORT V








 

 

 

dt
tdlltlKSSBVSressortFSSP

RESSORT )().)(()1/2().2()21( 0


 
 
5. Cas du contact ponctuel. 
 
Soit 2 solides (S1) et (S2) en contact 
en un point M. 
Soit (π) le plan tangent commun à 
(S1) et (S2) au point M. 

t


 est un vecteur unitaire appartenant 
au plan (π).  
n  est un vecteur unitaire 
perpendiculaire au plan (π).  
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Cas 1 : Pas de frottement  nNF 
.1212   

 
 

Cas 2 : Frottement et glissement 0)1/2(


 SSMV . 

  1212 . NfT   et 0).1/2( 12  TSSMV


 

  f  : Coefficient de frottement (ou facteur de frottement).  

tanf ,   : angle de frottement. 

12T  est sur le cône. 
 
 

Cas 3 : Frottement sans mouvement 0)1/2(


 SSMV . 

  1212 . NfT    12T  est à l’intérieur du cône. 
Dans certain cas on recherche la limite de l’équilibre ce qui nous amène à se 

placer sur le cone 1212 . NfT  . 
 
 

Cas 4 : Roulement sans glissement 0)1/2(


 SSMV . 

  Si les frottement ne sont pas nuls, alors 1212 . NfT  . 
 
 
Puissance dissipée par un contact ponctuel 
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)1/2()...()12( 1212 SSMVtTnNSSP 


 

Rappel : 0).1/2(  nSSMV 
  )1/2(.)12( 12 SSMVTSSP 


 

 
La puissance est nulle lorsque : 
 La vitesse de glissement est nulle 0)1/2(


 SSMV  

 Il n’y a pas de frottement 012 T  
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IV. Théorème de l’énergie cinétique 
 
 
1. Cas d’un ensemble matériel (). 
Soit un ensemble matériel () (déformables 
ou indéformables) en mouvement par 
rapport à un repère (R). 

() est soumis à une action mécanique tel 
que en tout point P de () s’exerce la force 
élémentaire )(PFd


. 

 

La dérivée de l’énergie cinétique de () est égale à la somme des puissances 
développées par les actions mécaniques extérieures s’exerçant sur () et de la puissance 
des inter-efforts entre les solides de ().  

)(int)/()/(  PRPRE
dt
d

c  

 

2. Cas d’un seul solide   )/()/( RSSPRSE
dt
d

c   

 
Démonstration dans le cas d’un seul solide :  
 

Principe fondamental de la dynamique :    )( SSD(S/R)    
 
On multiplie de chaque coté par le torseur cinématique 
 

       RSSSRSD(S/R) VV /)(/    
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)/(.)/()/()1( RS(P/R).dm.aAPRSAP(P/R).dm..aRSPV(P/R).dm.a
SSS

 


 

0)/(.)/(
   RS(P/R).dm.aAPRSAP(P/R).dm..a

SS    

Produits mixtes opposés (on utilise ).().( uwvwvu   ) 

0).().().().().().(


 vwuwvuuvwwvuwuvwvu  
 

dmRSPV.
dt

RSPVdRSPV(P/R).dm.a
S

R

S  






  )./()/()/()1(
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d )/())/(.
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Finalement :  RRSEc
dt
dRSSP )/()/(   

 
Démonstration dans le cas de 2 solides :  
 

 
 
 
 
 

 

  )/()/()/()/( 121111 RSSPRSPRSSPRSE
dt
d

Rc   

  )/()/()/()/( 212222 RSSPRSPRSSPRSE
dt
d

Rc   

 
On additionne : 

  )/()/()/()/( 1221 RSSPRSSPRPRE
dt
d

Rc   

  )()/()/( 21 SSPRPRE
dt
d

Rc   

 
 
Remarque 1 : Contrairement au PFD, le TEC fait intervenir les actions mécaniques 

intérieures.  

Dans tous les cas pour des liaisons parfaites :  
 

LIAISONS
SjSiP 0)(
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Remarque 2 :   Inertie ou masse 
équivalente. 
 
Pour certains mécanismes (système vis-
écrou par exemple) l’énergie cinétique peut 
se mettre sous la forme : 
 

 
 

2222
c ..

2
1..

2
1..

2
1..

2
1)/(E ecroueqviseqecrouecrouvisvis VmIVmIR  

 

On a ici  

2

2
. 








pMIIeq ecrouvis   et  

2
2. 










p
IMMeq visecrou


 

 
Ces quantités constantes représentent : 
 L’inertie équivalente du mécanisme pour un actionneur qui entraînerait la vis. 

 La masse équivalente du mécanisme pour un actionneur qui entraînerait l’écrou. 
 
 
 
 

V. Expression de l’énergie cinétique d’un solide 
 
 
L’expression de l’énergie cinétique est 

   )/()/(.
2
1)/( RSCRSVRSEc   

 
A point fixe de S. 

 

 )/()../,()/()./,(.
2
1)/( RSRSARSRRSAVRSE cc 


  

 
Remarques : 
 Relation à ne surtout pas utiliser pour un système de solides. 
 
 Cas particuliers : 
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 Mouvement de translation de S/R. 
 

)/,(..
2
1)/( 2 RSGVmRSEc


  

 
 

 Mouvement de rotation autour d’un axe (O,z) fixe 
dans R. 

 

)/().(.
2
1)/( 2

),( RSSIRSE zOc 


  

 
 

 
 

 Mouvement plan de S/R. 
 
 
On démontre que : 
 

 
 

)]/().()/,(..[
2
1)/( 2

),(
2 RSSIRSGVmRSE zGc 


  

 
 
 

VI. Compléments : travail et énergie potentielle 
 
1. Travail d’une action mécanique sur un système matériel dans son 

mouvement par rapport à un repère R. 
 
Soit un ensemble matériel () en 
mouvement par rapport à un repère 
(R). 

() est soumis à une action 
mécanique tel que en tout point P 
de () s’exerce la force élémentaire 

)(PFd


. 

 

 
Le travail de cette action mécanique entre t1 et t2 est obtenu en sommant la puissance 
développée par cette action entre ces 2 instants :  
 

  2

1

2

1
)./()/( t

t

t
t dtRactionPRactionW  

 
Remarque : Contrairement à la puissance, le travail n’est pas une grandeur instantanée 

mais est défini sur un intervalle de temps ou de déplacement. 
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2. Energie potentielle 
 
Lorsque l’action est conservatrice, c'est-à-dire que le travail produit par cette force est 
indépendant du chemin suivi par son point d’action, alors le travail de cette force ne 
dépend que de l’état initial et de l’état final de l’énergie potentielle. 
 

)()()/( 21
2

1
tEtERactionW pp

t
t   

 
C’est le cas de l’action mécanique de pesanteur :  
Si la direction z est verticale ascendante avec l’énergie potentielle de pesanteur. 
Le travail développé par le poids est   
 

))()(.(.)/( 21
2

1
tztzgmRpoidsW gg

t
t   

 
Comme nous l’avons précédemment, la puissance des actions mutuelles développée par 
un ressort dérive également d’un potentiel. 
 
 Pour un ressort de traction compression : 







 


2

).()21(
2llK

dt
dSSP o

RESSORT

   

Avec  2
).( 2llK o 

  l’énergie potentielle élastique. 

 
 Pour un ressort de torsion : 







 


2

).()21(
2 o

RESSORT C
dt
dSSP    

Avec  
2

).( 2 oC
  l’énergie potentielle élastique. 

 
 
Bilan énergétique entre deux instants 
 
Le TEC intégré entre deux instants t1 et t2 donne pour un unique solide : 

)/()/( 2

1

2

1
RgSSWRgSE t

tc
t
t   

Pour un système de solide () : 

(int))/()/( 2
1

2

1

2

1

t
t

t
tc

t
t WRgWRgE   
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Théorème interessant pour faire un bilan énergétique entre deux instants. 
 
 
Exemple :  Energie dissipée lors du freinage d’une charge. 
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Rendement d’un mécanisme. 
 
Définition : Le rendement est le rapport de la puissance développée en sortie Ps sur la 

puissance reçue en entrée Pe. 
 

e

s

P
P


  On a es PP   et 1  

 
Dans la plus part des cas l’énergie cinétique et les puissances sont constantes en régime 
permanent et le TEC donne :  

0 dissipéese PPP  donc           
e

dissipéee

P
PP 

  

 
Si les grandeurs précédentes 
ne sont pas constantes à tout 
instant il faut faire un bilan sur 
un cycle et écrire : 
 

cycle
e

cycle
dissipée

cycle
e

cycle
e

cycle
s

W
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W
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