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Cours et Travaux Dirigés






1. Equations et inéquations réelles
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
S. GAUTIER Mathématiques TSI-1

Equations et inéquations réelles I

Table des matiéres ~» 6h

1 Avant-propos 2 1 Avant-propos
1.1 Quantificateurs logiques . . . . . . . ... ... L. 2 Estimation : 2h
1.2 Implications, équivalences . . . . . . ... ... ... ... ... 2 )
1.3 Relationd’ordre . . . . . . ... Lo 4
1.4 Valeur absolue d'un nombre réel . . . . . . . .. ... ... ... 4 1.1 Quantificateurs logiques
1.5 Factorisation d’expressions . . . . . . . . . ... ... 5 . . . .
On retiendra pour la suite les symboles suivants abondamment utilisés en
2 Expressions algébriques 6 mathématiques :
2.1 Expressionsdedegré 1 . . . . . ... ... ... ... 6 e V' se lit « pour tout » ;
2.2 Expresspns de .degre 2 7 e 3 se lit « il existe » ;
2.3 Expressions rationnelles . . . . . ... ... 9 )
e / selit « tel que ».
3 Expressions avec radicaux 9 Eremples
3.1 f/{acme? carrée dun mombre . . . ... 9 (1) pour tout réel z, 2 est positif se traduit par : ... ;
3.2 Equations . . . . ... 10
3.3 IEQUALIONS . .« o oo 10 (2) il existe un réel = tel que x soit supérieur ou égal & deux se traduit par :

1.2 Implications, équivalences

DEFINITION :

‘ On appelle assertion tout énoncé dont on peut décider s’il est vrai ou faux.

Ezemples :
(1) P(x) : « x > 2 »est une assertion. Elle est vraie si z = 3 (P(3) est vraie) et
fausse si z = 1 (P(1) est fausse);

(2) P : « 3 =2 »est une assertion. Elle est toujours fausse;



DEFINITION :
L’ensemble des valeurs de = pour lesquelles une assertion P(x) est vraie est
appelé ensemble des solutions.

Ezemples :

(1) P(z) : « x > 2 ». L’ensemble des solutions est S = ...;

(2) P(z) : « x =2 ».L'ensemble des solutions est S = .. ..

DEFINITION :
Soient A et B deux assertions.

1. On dit que A implique B, et on note : A = B, lorsque B est vraie quand
A est vraie;

2. On dit que A et B sont équivalentes, et on note A < B, lorsque A implique
B et B implique A.

PROPOSITION :

Soient A et B deux assertions.

1. Si A = B, l'ensemble des solutions de A est inclus dans 1’ensemble
des solutions de B ;

2. Si A & B, 'ensemble des solutions de A et ’ensemble des solutions
de B sont égaux.

Ezemples :

(1) 4+ 3 =4« z = 1. L’ensemble des solutions S de I'équation = + 3 =4 est
donc S ... ;

(2) z=1=2%=1, donc 1 est solution de 2% = 1;
z=—1=2%=1, donc —1 est solution de 2> = 1.
Finalement : S...{-1; 1}.

1.3 Relation d’ordre
Il est possible de comparer deux nombres réels, a l'aide de la relation <. On
rappelle que :

= Si on multiplie (ou divise) les deux membres d'une inéquation par un nombre
positif, 'inégalité est inchangée ;

= Si on multiplie (ou divise) les deux membres d’une inéquation par un nombre
négatif, 'inégalité est renversée.

DEFINITION :

(Intervalles réels) On note, pour deux nombres réels a et b :
1. [a; b] = {z € R/a <z < b} (intervalle fermé ou segment) ;
2. la; b[={z € R/a < x < b} (intervalle ouvert) ;

3. [a; b[={z €R/a <z <b} ; (intervalles semi-ouverts ou semi-fermés);
la; o] = {z R/a < x < b}
4. [a; +oo[={z € R/a <z} ; (demi-droites fermés);

| —o0; b ={zR/z<b}

5. Ja; +oo[={zx € R/a <z}  (demi-droites ouvertes).
| —o0; b= {z R/z < b}
Lzemple -

R* =R\ {0} =] — 0o; 0[U]0; +00] n’est pas un intervalle.

REMARQUE : Intuitivement, un intervalle est « quelque chose qui n’a pas de
trou ».

1.4 Valeur absolue d’un nombre réel

DEFINITION :

Soit € R. On appelle valeur absolue de z, et on note |z|, le nombre tel que :

rsixz >0
o] = —x sinon

(1) 3] = 3;



(2 [-2/=2; 2) B3 +1=(z+1)(a2—z+1);
B)Jz=1...2=1 (3) 2 =8 = (v — 2)(2? + 2z + 4).
6ROPOSITION ) => la division euclidienne :
. 2
V(z; y) € RS, Rappel : Si un polynéme s’annule pour une valeur «, alors il est factorisable
L. |z] e RT; par T — a.
2. |z = | —al; -
3. Jayl = |xllyl; Egemples : 2
L fe] =0z =0; (1) 2* —  — 2 s'annule pour = —1, donc 2* —z — 2 = (z + 1)(?). On
CE= = détermine (?) & I’aide d’une division euclidienne de polynomes :
K 5. |z =yl & x=youx=—y. J

Ezemples

(1) Résolution de |z + 1] =3 ... ;
(2) Résolution de |z +1] <3 ....

1.5 Factorisation d’expressions

Factoriser une expression, c’est écrire cette derniere sous la forme d’un produit.

(1) 22 — 6 =2(x — 3);
(2) 22— 1= (x—1)(x+1).

Pour factoriser, on utilisera tres souvent les deux techniques suivantes :

= les identités remarquables :

(a+b)% = a® + 2ab + b?;
(a —b)? = a® — 2ab + b%;
(a+b)(a—b) =a*—b%
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b%;
(a —b)® = a® — 3a?b + 3ab® — b?;
(a —b)(a®+ ab+ b?) = a® — b?;
(a+0b)(a® —ab+b*) = a® + b3
Ezemples :
M —1=(x—-D@*+x+1);

2?2 —x 2z +1
22 T —2
—2z -2
—2z -2
00

Ainsi: 2?2 —x—2=(r+1)(z —2)et ? =2 —2.

2 Expressions algébriques

Estimation : 2h

2.1 Expressions de degré 1

= équations :

o

@OPOSITION :
Soit I’équation de parametres réels a et b : ax + b = 0. Alors :

1.

: 4 : : 3 . _ b .
Si a # 0, I'équation a pour unique solution : = —2. On note :

S={-2};

2.85Ma=0:

— Pour b # 0, 'équation n’admet pas de solutions : S =0;
— Pour b = 0, tous les nombres réels sont solutions : S = R.

Ezemples :




(1)2z4+3=0.5=..;

(2) Résolution de I’équation de parametre réel m : ma +4 = 0.

= inéquations :

6ROPOSITION :

b

a T

+ 0 - E

\ 3. Si a =0, I'expression est du signe de b.

Soit 'expression de parametres réels a et b : E = ax + b. Alors :

1.Si a > 0, U'expression est strictement positive sur }*2; +OO[,

strictement négative sur ]—oo; —g[ et sannule pour z = —L
_b
a X
- 0 + FE

2.81 a < 0, l'expression est strictement positive sur ]foo;
strictement négative sur ]—%; —l—oo[ et s’annule pour z

Ezemples :
(1) Résolution de 2z +3 > 0;

(2) Résolution de I'inéquation de parametre réel m : mx + 3 > 0.

2.2 Expressions de degré 2

= équations :

PROPOSITION :
Soit, 'expression réelle T = az? + bx + ¢, avec a # 0. On note A = b — 4ac
le discriminant du trinéme 7. Alors :
1. Si A < 0, I'équation T = 0 n’a pas de solutions réelles : S = 0;
2. 81 A = 0, I'équation T = 0 admet une unique solution zy = —35-,
appelée solution double de I’équation : S = {—%} ;
3. 51 A > 0, 'équation T = 0 admet deux solutions distinctes : x; =

—b— VA —b+ VA , . . ) .
——————, 19 = ———, appelées solutions simples de ’équation :
2a

\_ S =2~?.r1; 7:2}

~

REMARQUES :

(1) Si A >0, T se factorise : T = a(x — x1)(x — x2) ;
(2) Si A =0, T se factorise : T = a(x — x¢)?;

(3) Si A <0, T ne « peut pas »se factoriser (dans R).

Ezemples :
(1) Résolution de 22 + 22 — 15 = 0;
(2) Résolution de ma? +2x +1 = 0.

= inéquations :

@OPOSITION :
Soit I'expression réelle T' = ax? + bz + ¢ avec a # 0. On note A = b? — dac
le discriminant du trindéme 7. Alors :
1. Si A <0, T est du signe de a;
2. S1 A = 0, T s’annule pour z = 1z, ou x est la solution double de
I’équation T'= 0 et est du signe de a ailleurs;
3.S1 A >0, T est du signe de a a 'extérieur des solutions simples, est
du signe de —a a l'intérieur des solutions, et s’annule pour = z; ou
\\ T = X9, ol X1 et x9 sont les solutions simples de I’équation T' = 0.

~

/

Ezemples :
(1) Résoudre I'inéquation : —2% 43z 4+4 < 0;
(2) Résoudre I'équation : z2 + max +1 = 0.



2.3 Expressions rationnelles

DEFINITION :

On appelle expression rationnelle toute expression E de la forme : F = g, ou

F et G sont des expressions polynomiales.

(1) E= g;ff est une expression rationnelle ;
(2 E=1

1 ; H . —
- + 737 est une expression rationnelle : £ = .. ..

Pour résoudre une équation ou une inéquation associée a une expression ration-
nelle (£ =0,E <0 etc..), on :

o détermine les valeurs interdites, c’est a dire les valeurs pour lesquelles 'ex-
pression n'est pas définie (on manipule par la suite 'expression pour les
valeurs de z telles que lexpression est définie) ;

e écrit 'expression sous la forme E = g;

e — Dans le cas d’'une équation, on factorise uniquement le numérateur : ceci
nous permet d’obtenir les solutions finales : solutions de F' = 0 qui ne
sont pas des valeurs interdites ;

— Dans le cas d'une inéquation, on factorise le numérateur et le dénominateur,
puis on fait un tableau de signes pour conclure.

, . 1,1 _q.
(1) Résolution de ; + -7 = 0;

o Tongs 1, 1 .
(2) Résolution de | + 5 > 0;
(3) Résolution de 2% 4+ — 2 = 0.
(4) Résolution de 2%+ — 2 < 0.

3 Expressions avec radicaux

Estimation : 2h

3.1 Racine carrée d’un nombre

DEFINITION :

On appelle racine carrée d'un nombre positif a, et on note y/a, I'unique solution

positive de I’équation : 2% = a.

faire une illustration graphique

PROPOSITION :
Si a et b sont deux réels positifs, alors :

l.mza;

2. Vab = \/av/b

3. Va=Vbsa=b;
4.\/5§\/5®a§b;
5. va<vVbea<b.

.

/

—_

. Sia <0, Va2 # a (en fait, quel que soit a, Va2 = |a|);

Va+b# \Ja+ Vb en toute généralité. Par exemple, une telle égalité
n’est pas vérifiée pour a = b = 1.

\V]

i

3.2 Equations

Ezemple : Résolution de Va2 — 4z + 3 = z — 2. On procéde comme suit :

e Les termes de I’équation sont définis si et seulement si : 2> — 4z + 3 > 0. Le
discriminant du trindéme vaut A = 4 > 0. Ainsi, comme a = 1 > 0, le signe
du trindéme est donné par le diagramme :

1 T2 x
+0—-0+ F
—-b— VA —b A
avec r; = J =1let g = %ﬁ = 3. L’équation est donc

2a a
définie si et seulement si x €] — 0o0; 1] U [xg; +00].
e Pour © €] — 00; 1] U [x9; +00[, nous avons : vVa? -4z +3 =2 —2 &
2> —4drx+3=2-2
z—22>0
3.3 Iméquations

Ezemples

10



(1) Résolution de 3 < v/z+4. Les termes de l'inéquation sont définis si et
seulement si z +4 > 0 < z > —4. Pour # > —4, nous avons : V9 <
ver+4de9<a+4...

(2) Résolution de —3 < +/x + 4. Les termes de I'inéquation sont définis si et
seulement si z +4 > 0 & x > —4. Pour x > —4, l'inégalité —3 < vz +4
est toujours vérifiée. Ainsi, S =... ;

(3) Résolution de 3—2x < v/z 4 4. Pour commencer, les termes de I'inéquation
sont toujours définis si et seulement si x > —4. On poursuit en s’inspirant
des deux exemples précédents, c’est a dire on sépare la résolution selon le
signe de 3 — 2z. Ainsi :

—Si3—22 >0, nous avons : 3 — 2z < Vr+4 & (3 —21)2 < x+4 (cf.
exemple 1) ;

— Si 3 — 2z < 0, l'inégalité est toujours vérifiée (cf. exemple 2).

Finalement S = .. ..

11



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 0 Mathématiques TSI-1

[équations et inéquations réelles}

Exercice 1 : Résoudre dans R les équations ci-dessous :

(a) 2% + 1 = 2u; (b) 22—z = V2(z +1); (¢) (z+1)(z% + 22 — 3) = 0;

(d) 23 = x; (e) 23 — 39z + 70 = 0; (f) 23 + 6 = 3z + 22%

(g) 2 =2z =22 —-2; (h) 23+ 222 — 2 =2; (i) 2 — 22 +2—1=0;

(j) a* = 22% (k) 2t = 1; 1) a* +1=0;

1
(m) 2* —422+3=0; (n) (23 —-2)2—2%2=0; (0) — =2z +1;
x
2 x—2 x+2 18 r—1\? [z+2)\?
2 _ ) _ _ . _ —
(p) @ x4l (q):p—i—Q x—2 22-4 (x) <x+1> (1:—2) 0
Exercice 2 : Résoudre les inéquations suivantes :

(a) 6x +5< —4x+3; (b) 3z +2>5x—1; (c) 2% < 4a;
(d) (z+5)(x—2) <0; (e) z(x+2) < 2z +6; (f) 2° < a;
(g) 2t > 2% (h) (22 +2+1)2 4@ —2+1)2>0; (i)z*+222-3<0;

4 3 x 4—x
i - L (k 1; 1 <1
O 773270 Wy <L O 7=k

2z 4+ 1 T —2 z—1 r+3 x-3 36

> : - < :

(m) 241 =" () % -2 z-5 (O)a:—3 r+3 " 22-9

Exercice 3 : Complétez les pointillés par =, < ou < :

2; (b)z<-2...2% (c)z

(a) 2 =222 ... x =2; %
2> -3z (ez>2...2<1 (f)

>3 ..
(d)x>-3 ...z <-1...1

Exercice 4 : Résoudre dans R les équations ci-dessous de parametre réel m :
(a) (m—1)z+1=0; (b)2mz—3=2xa+5m; (c)2®+mz—2m?=0;

2 1 -2
(d) 2t +2ma® +1=0; (e) xfg =m; e
X

Exercice 5 : Résoudre dans R les équations ci-dessous :

(a) (m+ 122+ (m+ 1)z +1=0;
(b) (m + 1)z2 + (m + 1)z + 1 = 0 (I'inconnue est m);
(c) (m—1z2—2(m—2)x+m+1=0.



Exercice 6 : Déterminer selon les valeurs du réel m le signe des trinomes suivants :

(a) 222 — mx —m?; (b) ma® +2(2m + )a + 1.

Exercice 7 : Déterminer pour quelles valeurs du parametre réel m les trinémes z? + 2z + m et
x? + 2 — 7m + 1 ont une racine commune.

Exercice 8 : Comparer les expressions A et B suivantes :

(a)A:ﬁlH,B:\/ﬁ—l; (b) A=V7+3, B=+3+4; (c) A=+2++3, B=2.

Exercice 9 : Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

@) Ve+1=+v22-3; b)Vva?—-3z—-3=x+2; (c)V1I—-2x=a+1;
() Ve+1<vV3—=2x; (e)Va?+br+3<z+2; (f)2—z<yz+1.

Exercice 10 : Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

(a) [x+1] =122 —-3]; (b)|1—-2z|=2+1; (c) |22 — 32 — 3| = o + 2;

(d) |z|+]z+1=2; (e) |22 +bx+3|<x+2; (f)2—a<|z+1]|

Exercice 11 : a et b sont deux entiers strictement positifs.

1. Montrer que § + 2 > 2;

1 1 a .
2. Montrer que 5 < 2+ ¢;

3. Montrer que va + b < v/a + V/b.

Exercice 12 : x et y sont des réels strictement positifs.

1. Montrer que \/z + /y = \/r +y + 2,/7Y;

2. Montrer que = + y > 2,/xy. Pour quelles valeurs de = et y a-t’on égalité?
3. On suppose de plus z > 0. En déduire : (z + y)(y + 2)(x + z) > 8zyz=.

Exercice 13 : Le trésor de Rackham ™. On vient de retrouver un parchemin atribué & Rackham
Le Pirate. Sur ce parchemin, figure le plan d’une ile avec un c6té le message qui suit : « Cun o b

aumat,/r\&wb“mB@i»ﬂamtwncedumwmmteaaﬂa65w.®e/[\&w,65
Jas gm wmx[\te enbne Qe mak ek Ee cocobiert. »ou se situe exactement le trésor de Rackham le

Pirate ?

a b
Exercice 14 : Soient a et b deux réels strictement positifs tels que \[b + \[ — /5. Montrer que :
a

e

=1.
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[Fonctions de la variable réelle ]
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1 Généralités

Estimation : 2h

1.1 Domaine de définition

DEFINITION :

Soit f : R — R. Le domaine de définition de f, noté Dy est le plus grand

sous-ensemble des réels x tels que f(x) existe.

(1) f(z) = Va.Dy =R*;
(2) f(z) = 155Dy = R\ {1} =] — 00; 1[U]1; +oc.

1.2 Image d’un ensemble

Notation : Si f est une fonction définie sur un ensemble D, on note f(D) =

{f(x),z € D}.

Ezemple _: Pour f définie sur R par f(z) = 2% nous avons : f([0; 1]) = ...,
=51 = fO-5 1) =, f([2 +o0]) =....

1.3 Opérations sur les fonctions

DEFINITION :



Etant données deux fonctions f et g de R vers R, on appelle :
1. Somme de f et g la fonction, notée f+g, telle que (f+g)(z) = f(x)+g(x);
2. Produit de f et g la fonction, notée fg, telle que (fg)(z) = f(z) x g(z);
3. Composée de g par f la fonction, notée fog, telle que (fog)(z) = f (g(x)).

Ezemples :

(1) f(2) =2, g(x) = 2%, (f =3¢9)(x) =..;

2) f(z) =z +1, g(z) = 2% (fg)(z) = ...

B) fx) =z +1,9(x) =2 (fog)(x) =..., (go flz)=...;
(4) f(z) =In(z), g(z) = —2* (fog)(z)= ..., (g0 f)(z) = ...
REMARQUES :

(1) Pour le dernier exemple ci-dessus, on remarque que f o g est une fonction
qui n’est pas définie, alors que g o f est une fonction définie sur R%. On
retiendra la chose suivante : pour que f o ¢ ait un sens, c’est a dire soit
définie sur un ensemble D, il faut que I'image de D par ¢ soit incluse dans
le domaine de définition de f : g(D) C Dy;

(2) Le produit et la somme de fonctions commutent, par contre fog # go f
en toute généralité ;

(3) La fonction qui & tout réel x associe = est appelée fonction identité et est
notée id.

1.4 Courbe représentative d’une fonction

DEFINITION :

- = s P
Soit R = (0; ¢, j) un repére orthonormé direct. On appelle courbe
représentative de f l’ensemble des points du plan de coordonnées (z; f(z))
dans R.

1) courbe représentative de la fonction identité ;

2) courbe représentative de la fonction racine carré ;

(1)

(2)

(3) courbe représentative de la fonction inverse;

(4) fonction dont la courbe représentative est affine par morceaux ;
()

5) courbe représentative de la fonction qui vaut 0 partout sauf 1 en 0.

1.5 Symétries de la courbe de représentative

DEFINITION :
Soit f une fonction de domaine de définition Dy. On dit que f est :
1. paire lorsque : (i) Vo € Dy, —x € Dy ;
(i) Vo € Dy, f(—x) = f(x)
2. impaire lorsque : (i) Vo € Dy, —x € Dy .
(ii) Vo € Dy, f(—z) = —f(2)

PROPOSITION :
1. La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rap-
port a I’axe des ordonnées ;

2. La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par
rapport a l'origine de repere.

tllustrations graphiques

1.6 Sens de variation d’une fonction

DEFINITION :

Soit f une fonction définie sur un ensemble D. On dit que f est :
1. strictement croissante sur D si: V(z; y) € D2, x <y = f(z) < f(y);
2. strictement décroissante sur D si : V(z; y) € D, o <y = f(z) > f(y);
3. croissante sur D si: V(z; y) € D2, o <y = f(z) < f(y);
4. décroissante sur D si: V(z; y) € D2, x <y = f(z) > f(y);
5

. strictement monotone sur D si f est strictement décroissante ou strictement
croissante sur D ;

6. monotone sur D si f est croissante ou décroissante sur D.

Ezemples :

(1) La fonction dont la courbe représentative est :



T ! 2 s
est croissante mais n’est pas strictement croissante.

(2) La fonction racine carré est .. .;

(3) La fonction carrée est ... ;

(4) La fonction inverse n’est pas monotone sur R*. Elle est par contre stricte-
ment décroissante sur RY et strictement décroissante sur R*

@OPOSITION :
1. Si f est strictement croissante sur D, alors ¥(x; y) € D?:
o f(z) < fly) &z <y;
o flz) < fly) &z <y;
o fla)=fly) & x=y.
2. Si f est strictement décroissante sur D, alors V(x; y) € D? :
o flz) < fly) & x=y;
o fla) < fly) & ax>y;
\_ ° f@)=fly) e r=y

(1) La fonction racine carrée est strictement croissante sur R, donc quels que
soinet les réels strictement positifs a et b, v/a < Vb a<b;

(2) La fonction inverse est strictement décroissante sur R*, donc pour a et b
strictement positifs, a < b < i > %

2 Dérivée d’une fonction

Estimation : 3h

2.1 Tangente d’ une courbe représentative en un point

DEFINITION :

Soient f une fonction de courbe représentative Cy et My (¢, f(¢)) un point de C;
différent de M, (zo; f(x0)). On appelle corde de Cy passant par My, et M le
segment de droite [M,,M,].

illustrations graphiques

PROPOSITION :
En reprenant les notations précédentes, 1'équation réduite de la droite
t)— f
(M M) sty = 7, (0 + f(an), avee 7, 1) = LD =0
— %o

DEFINITION :

f) = f(@o)

1. Le nombre 7,,(t) = ;
— 7

est appelé taux d’accroissement de f en
Zo s
2. On appelle tangente & Cy en x, lorsqu’elle existe, la droite T;

=, vers laquelle
(M, M;) tend quand ¢ tend vers .

Ezemples

(1) f(x) =2% en 0;
(2) f(z) = Vren 0;
(3) f(&) = |z| en 0

La courbe représentative d’'une fonction n’admet pas forcément de tangente
en un point!!

2.2 Fonction dérivée

La notion de dérivabilité en un point correspond exactement & la notion de tan-
gente NON VERTICALE en ce dernier. D’apres la sous-section précédente,
ceci correspond a 'existence d’une limite pour le taux d’accroissement.

DEFINITION :



Soit f une fonction réelle.

1. On dit que f est dérivable en xy € D lorsque 7, () admet une limite quand

t tend vers xp. On note alors : f'(zy) = lim Ok (C)

et on appelle ce
t—xo t—xg

réel le nombre dérivé de f en xz;
2. On définit ainsi une fonction, notée f’, qui & tout réel z associe le nombre
dérivé f'(z).

REMARQUES :

(1) f(x) = +/z n’est pas dérivable en 0 (en effet, 79(¢t) =

Elle admet par contre une tangente verticale en 0;

ft) - 1)
t—0

= 1Vt — +o0).
t—0+

(2) Si f est dérivable en g, alors f admet une tangente en ce point d’équation
réduite : y = f'(wo)(z — z0) + f(z0)

(1) Dérivée de la fonction constante égale a 1;

(2) Dérivée de la fonction identité.

2.3 Calcul des dérivées

@OPOSITION : )

Soient f et g deux fonctions dérivables sur D. Alors :
1. pour A € R, f + Ag est dérivable sur D et (f + Ag)' = f' + A¢';
2. fg est dérivable sur D et : (fg)(z) = f'(z)g(x) + f(x)d'(x);

3. Si de plus ¢ ne s’annule pas sur D, i est dérivable sur D et :

<f>’ (2) = ['(@)g(z) — f(x)g' ()

g 9% (@)

4. Si de plus ¢ est dérivable sur D’ et telle que f o ¢ ait un sens, alors
\ f o @ est dérivable sur D. De plus : (f o @) (z) = ¢"(z) x f' (¢(z)). )
Ezemples :
(1) f(x) =22 Alors f'(x) = ... (on utilise le produit) ;
(2) f(z) = 2* Alors f'(x) = .... En particulier f/(0) =.. ..
(3) f(z) =21. Alors f/(z) = ... (on utlise le quotient);
(4) f(z) =% Alors f'(z) = ... (on utilise le quotient)

7

(5) flz) =2 +a+1
(6) f(z) = e?@. Alors f'(z) = ... (on utilise la composition) ;

PROPOSITION : (dérivées des mondmes et de la fonction racine)
L. Si f(z) = 2", avec n € Z, alors f est dérivable sur Dy et f'(z) = nz"™!;
2. Si f(x) = V/z, alors f est dérivable sur D =]0; 4o0o[ et pour tout

z €D, fl(z) = %

2.4 Dérivée et sens de variation

@OPOSITION :
Soit f: I — R une fonction dérivable sur I intervalle de R. Alors :

1. f est croissante sur I si et seulement si f/ > 0.
. [ est décroissante sur I si et seulement si f’ < 0.

. [/ =0sur I si et seulement si f est constante.

2
3
4. Si f' > 0 a lintérieur de I, alors f est strictement croissante.
5

. Si f' < 0 alintérieur de I, alors f est strictement décroissante.

-

REMARQUES :

(1) Une fonction n’est pas strictement croissante si et seulement f’ > 0 (nous
n’avons donc pas équivalence au 4.) Par exemple, f(z) = 2° est strictement
croissante sur R, mais f'(0) = 0;

(2) Pour les mémes raisons, nous n’avons pas équivalence au 5.);

(3) Les résultats précédents ne s’apppliquent pas si I n’est pas un intervalle.
Par exemple, f(x) = % est dérivable sur R* (qui n’est pas un intervalle) et
fl(x) = —z% < 0. Pourtant, f n’est pas décroissante sur R*.



2.5 Exemple d’application : le probléme de la boite

Pour fabriquer une boite sans cou-
vercle, on dispose d'une feuille carrée
(en carton) dont le coté est de longueur
a (a #,0). A chacun des quatre angles,
on découpe un carré de longueur z et
on rabat les quatre angles perpendicu-
lairement. On cherche x pour obtenir
une boite de volume maximal.

S|

3 Fonctions usuelles associées a la fonction logarithme

Estimation : 3h

3.1 Fonction logarithme

DEFINITION :

On appelle logarithme Népérien, et on note In, la fonction définie sur R telle

que (In)'(z) =1 et In(1) = 0.
REMARQUES :
(1) la fonction In est donc dérivable sur RY ;

(2) la fonction In est strictement croissante sur R%. Par conséquent, In(a) =
In(b) & a = b. De méme si 'on remplace I’égalité par des inégalités.

PROPOSITION : (propriétés algébriques)
Soient a et b deux nombres strictement positifs. Alors :
1. In(ab) = In(a) + In(b);
2. In (1) = —1In(a);
3.In (%) =1In(a) — In(b);

REMARQUES :

(1) D’apreés ci-dessus, In(a?) = In(axa) = 2In(a). De méme, In(a~?) = In () =
—In(a®) = —21In(a). Plus généralement, pour n € Z, In(a") = nln(a);

(2) In(a) = In (\/52) = 2In(y/a), donc In(y/a) = 1 In(a).

9

@ H Sia<0etb<0,In(ab) =1nla| +1In|b|.

(1) Expression de In(72) en fonction de In(2) et In(3);
(2) Expression de In (5+) en fonction de In(2) et In(3);
(3) Résolution de In(z + 2) = 21n(z).

PROPOSITION : (Inégalité fondamentale du logarithme)

‘ Pour tout > —1, In(1 + z) < z.

REMARQUES :
(1) L’inégalité précedente se réecrit aussi In(z) <z — 1 pour z > 0;
(2) La tangente en z = 1 a pour équation réduite y = x — 1. Géométriquement,

I'inégalité précédente se traduit donc comme ceci : la courbe représentative
de la fonction logarithme est située en-dessous de sa tangente en 1.

2 3 4 5 6 7 8 ‘9 10

F

G. 1 — courbe représentative de la fonction In

10



PROPOSITION : (limites au bords du logarithme)
1. lim In(x)= —o0;
z—0F

2. lim In(z)= 4o0.

T—+00

3.2 Fonction exponentielle

DEFINITION :
1. On appelle nombre d’Euler, noté e, 'unique nombre réel tel que In(e) = 1;

2. Plus généralement, ’équation de parametre z : In(u) = z admet une unique
solution notée e* (ou encore exp(z). La fonction, notée exp, qui & tout réel
x associe e’ est appelée fonction exponentielle.
REMARQUES :
(1) Une valeur approchée de e est e &~ 2, 7181828
(2) Nous avons, avec les notations introduites, e = e!;
(3) Yz € R,e* > 0.

Ezemples :
1) In(u) = 0 admet une unique solution : .. ..

(1)
(2) Pour tout réel x, In(e”) = .. .;
(3)

3) Pour tout réel z, In(e®)) = In(z) < @) = z. Nous avons donc 'égalité :
eln(m) =

PROPOSITION : (propriétés algébriques)
Soient a et b deux nombres réels. Alors :

1. e?tt = etel

1
2.e7"=—;
€
a—b _ e .
3. € = g,
REMARQUES :

(1) D’apres ci-dessus, nous avons e2¢ = ¢t = (¢%)2;

11

1 1)\?
(2) Nous avons aussi, e72¢ = — = ( ) = (")

e2a 67

(3) Plus généralement, nous avons pour n € Z, e"* = (e*)".

PROPOSITION : (dérivée de la fonction exponentielle)
1. La fonction exp est dérivable sur R, et (exp)’(z) = exp(z);

2. Pour tout réel x, e <1+ x.

5 -4 3 2 Bl 0 1 2
F1a. 2 - courbe représentative de la fonction exp

REMARQUES :

1) La tangente en 0 a pour équation réduite : y = x+ 1. L’inégalité précédente
g Y g
se traduit géométriquement comme ceci : la courbe treprésentative de 1'ex-
ponentielle est située au-dessus de sa tangente en 0.

(2) La courbe représentative de la fonction logarithme et de la fonction expo-
nentielle sont symétriques par rapport a la droite d’équation réduite y = x.

PROPOSITION : (limites au bords de la fonction exponentielle)
1. lim exp(z)=0;
T——00

2. 11~1>IJPOO exp(z)= +o0.

12



3.3 Fonctions hyperboliques

= les fonctions cosinus et sinus hyperboliques

DEFINITION :
On appelle :

1. fonction cosinus hyperbolique, et on note ch, la fonction définie par ch(z) =

e+e *
7 -

2. fonction sinus hyperbolique, et on note sh, la fonction définie par sh(z) =

eT—e~%

2

REMARQUES :

(1) L’exponentielle étant toujours positive, nous avons pour tout réel z, ch(z) >
0;

(2)sh(z) >0 >e e >11>0.

Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont définies sur R. Etant chacune
la somme de deux fonctions dérivables, elles sont dérivables .

Fonction cosinus hyperbolique ch | sinus hyperbolique sh
Dérivée ch’ = sh sh’ = ch
Parité paire impaire
Valeurs particulieres ch(0) =1 sh(0) =0
Tangente en 0 y=0 y==x
Leur tableau de variation est :
r  [—00 0 —+00
ch’(z) - 0 +
+0o “+00
ch(x) \ /
1
r [—o0 0 —+00
sh’(z) + 1 +
“+00
sh(x) O/
/
—00

13

b)

Fig. 3 — a) Courbe représentative de la fonction sh. b) Courbe représentative de la
fonction ch.

PROPOSITION : (limites au bord)
1. lim ch(z)= +oo, ’ lim ch(z)= +o0;

T——00 T——+00

2. lim sh(z)= —oco, lim sh(z)= +o0.
T——00 T—+00

PROPOSITION : (propriétés algébriques)
ch(z) +sh(z) = ¢*
ch(z) —sh(z) = e*
ch?(x) —sh*(z) = 1

= la fonction tangente hyperbolique :

14



REMARQUES :

DEFINITION : (1) L’équation de la tangente en 0 est y = x';
On appelle fo}Ill(Ct;OH tangente hyperbolique, et on note th, la fonction définie (2) La courbe représentative de la fonction th admet deux asymptotes horizon-
sh(x
ar th(z) = . tales: D:y=1et D' :y=—1.
par th(z) h(z) y y
PROPOSITION : 3.4 Fonction exponentielle de base a
La fonction th est définie sur R, impaire et dérivable sur R. De plus,

h*(z) — sh*(z 1 .
Vo € R t(z) = SO —ST@ gy L DEFINITION :
ch(x) ch
Soit a un réel strictement positif. L’application z — a® = exp (xzIn(a)) est ap-
REMARQUES : pelée fonction exponentielle en base a .
1 REMARQUES :
(1) V& > 0, th'(z) = —— > 0; QUES
ch?(z) 1) a®=..;
(2) YV > 0, 1 — th®(z) = th'(z) > 0, ainsi : th’(z) < 1 = [th(z) = {/th%(z) < (2)a'=..;
V/1 = 1. Nous avons donc l'encadrement : —1 < th(x) < 1. (3)1"=...
Le tableau de variation de la fonction tangente hyperbolique est : L’étude de cette fonction dépend bien str du parametre a :
T —00 0 +00 @OPOSITION : \
th'(z) + 0 + Soit @ > 0. La fonction x — a® est définie sur R. Elle est dérivable sur R,
_ 1 de dérivée = + In(a)a®. Les variations selon les valeurs de a sont donnée
th(x) 0 par le tableau suivant :
-1 /
parametre 0<a<1 a=1 a>1
Variation | strictement décroissante | constante | strictement croissante
/ - \_ %
/ démonstration.
,_/’/ o Le réel a” = exp (zln(a)) est défini pour tous les réels x.

e La fonction 2 — a” est la composée de deux fonctions dérivables : z — x In(a)

et © — exp(x). Elle est donc dérivable.

FIG. 4 - Cowrb ésentative de th. . . ,
16 4 Cowrbe représentative de t e La dérivée de cette fonction composée est (2 In(a)) xexp’(zIn(a)) = In(a) exp(zn(a)) =

In(a)a®.



e Les variations sont obtenues en étudiant le signe de la dérivée ce qui revient
a I’étude du signe de In(a).

\

F1a. 5 — Courbes représentatives de z — (0,2)", =~ (2,5)". Les courbes représentatives de z — a®
et T — (%)T sont symétriques par rapport a l'axe (Oy).

PROPOSITION : (limites au bord)

1.Sia>1, lim ¢*=0", lim a"= +o0;

T——00 T—>+00
2.8510<a<1, lim a*=+oo, lim a”=0".
T——00 r—>+00
17

PROPOSITION : (propriétés algébriques)
Soient x et y deux réels quelconques et a et b deux réels strictement. Alors :

1. a** = a%aV;

; 1
2.0 =—;
afl'
3.a"Y = a.
’ a?/7
4. In(a”) = zln(a);

5. (a")! = a";

a
\_ | 6. (ab)" = ab.

~

3.5 Fonction puissance

REMARQUE : Si n € Z, nous avons pour e"™® = ") = 27 Ceci motive la
définition suivante :

DEFINITION :
Soit « un réel. La fonction appelée puissance d’exposant « est définie par :
R — RY
x — z%=exp(aln(z))

Ezemples :

(1) 1=

(2)2%=...;

(3) xt=...

4

a fois
ne voulant rien dire lorsque « n’est pas un entier.

I1 ne faut pas penser que z® est égal a x x --- x z, cette derniere quantité
—

18



@OPOSITION :

Pour tout o € R,z +— 2% est une fonction définie sur R} dérivable, de
dérivée axz® 1. Les variations selon les valeurs de « sont données par le
tableau suivant :

Parametre a<0 a=0 a>0

Variation | strictement décroissante | constante | strictement croissante

\

357 5
T = 1'2'5

F1G. 6 — Courbes représentatives de z — 225, z s 202,

PROPOSITION : (limites au bord)
1. Sia<0, lim 2%= +oc0, lim z%= +o0;
r—0t T—+00

2.Sia>0, lim =0, lim z%= 4o0.
x—0t T—+00
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 1 Mathématiques TSI-1

(Fonctions réelles |

Exercice 1 : Déterminer le domaine de définition, puis calculer les dérivées des fonctions suivantes
sous la forme la plus factorisée possible :

@ @ —z=1% () - - Y% (0 2ol
2o+t — 222+ 1 1-2z
(@ *\(/{2_1)2 @) VT, 0 o/ 1
11—z 3 . : .
® 15 ® VeI () Ina? + 82);
() VI-(@); (k) In (_1) (1) th(z? —1).
Exercice 2 : Résoudre les équations ou inéquations ci-dessous :
(a) In(2z2 +1) — 1 =In(2x + 1); (b) (Inz)?+3lnxr—4=0;
(¢) In(z) + In(z + 3) = 21n(2); (d) In(z+1) +In(x — 3) = 2In(x — 2);
(e) In(x) + In(2% — 5) > In2 + In(x? — 3); (f) e* —4de ™ =1;
(6) 26* = e () e > 1;
(i) e* > e —1; (j) e* < Lem”;
In(z) In(a) _ In(z) In(z)
() In(a) In(z)’ a>0; ) In3 In2 =1
(m) sh(x) =2; (n) sh(u) = z,z € R;

(0) (1 4+m)ch(z) + (1 —m)sh(z) = =2, m €] — 1; 1].

Exercice 3 : Résoudre les équations ci-dessous :

(a) CCﬁ _ (\/E)x, (b) 2x3 _ 3352 : (C) 2% 4 2a:+1 4 2x+2 =37 4 3J;+1 4 33;—}—2‘

Exercice 4 : Résoudre les systemes suivants :

a®b? = 2033647 eteb =1
(a) { a3b3 = 456533 ) (b) { e b % )

() In(z) “In(y)

In(y) In(z) -
2 +2 =-5 ; (d){8 = 10y '
Ty =c¢€



Exercice 5 : Déterminer les tableaux de variations (sans préciser les limites aux bords des fonctions
ci-dessous) :

(a) f(z) =2® =2 —6; (b) f(z) = 2* — 222 — 242 +2; (c) f(z) = %,
2 —x 1 8 21
(@) fla) = == (©) (&) = — = —i (1) (z) = In(z) - (M) ;
(g) f(z) =In(1 + z?); (h) f(z) =zIn(z +1); (i) fz) = ggijn(_xi;
() f(z) = ze™; (k) f(z) = 2"; () f(z) = 2/
3
(m) f(o) =e'"y/a(z+2); (n) fz) =4/ 5——, a €R (o) f(x)—xln(ﬁ+1>,

Exercice 6 :

1. Montrer que : Vx € R, e* > 1 4 x.

2. Montrer que : Vo < 1, ¥ < .
—x

L1 . ;o 1\"n 1\n+1 . .

3. Déduire des questions précédentes : (1 + ﬁ) <e< (1 + 7) , puis une valeur approchée de e

4 10~* pres, sachant que e < 3.

Exercice 7 : Soient a et b deux réels tels que : 0 < a < b. Montrer que :

Vz > 0,ae % —be ™ > q — b.

(on pourra étudier la fonction f(x) = ae ™ —be™% —a +b...)

Exercice 8 :

1. Exprimer ch(z + y) et sh(xz + y) en fonction de ch(z),sh(x),ch(y) et sh(y).

2. En déduire ch(z — y) et sh(x — y) en fonction de ch(z),sh(z),ch(y) et sh(y), puis les formules :
ch(z) + ch(y) = 2ch (*3%) ch (*5%) ;
sh(z) + sh(y) = 2sh (25%) ch (552).

Y

3. Résoudre le systeme :

Exercice 9 : Pour a € R, donner le tableau de variations de la fonction définie par f(z) = sh(x) —
2z — a. Pour quelles valeurs de a la fonction f admet-elle un maximum strictement positif ?
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‘Nombres complexes et trigonométrie I

~ 12h

1 Le corps des nombres complexes

Estimation : 2h

1.1 Présentation

(a) apergu historique
L’histoire des nombres a su mettre en évidence la dualité entre équations
algébriques et géométrie :

Equation algébrique | Probléme géométrique

Résoudre 3x =1 | partager un segment de
longueur 1 en 3 seg-
ments de méme lon-
gueur

Résoudre 2> =2 | dans un triangle rec-
tangle isocele de coté 1,
calculer la longueur de
I’hypoténuse

Résoudre 2% = —1 ?

Le gros effort aura donc été d’accepter qu’en absence « apparente »de réalité
géométrique, ’équation 22 = —1 admet une solution, que 'on note %, et que
I’on appelle nombre imaginaire.

La premiere apparition formelle d'un tel nombre remonte au 16eme siecle
dans le but d’exprimer simplement les solutions de ’équation du troisieme
degré : z° 4+ pz + g = 0 en fonction de p et q.

Par exemple, il est possible de ramener la résolution de 1’équation 3 —



15z —4 = 0 (1) & 'équation du second degré X2 —4X +125 = 0 (2). Cepen-
dant, 4 est solution de (1) alors que (2) n’a pas de solutions réelles!!!! Pour
lever la contradiction, on est obligé de chercher des solutions non réelles de

2)
(b) définitions

DEFINITION :
1. On appelle nombre complexe tout nombre de la forme z = a+ib avec a € R,
b€ Retitel quei> = —1 (c’est a dire ¢ solution de I'équation 2% = —1).

On note C I'ensemble des nombres complexes ;

a la partie réelle de z, notée Re(z)

2. 581z = b lle : .. . .
Stz =a+ibeC onappelle b la partie imaginaire de z, notée Zm(z)

)

3. L’écriture z = a + ib est appelée forme algébrique de z;

4. Deux nombres complexes sont égaux si leurs parties réelles ET imaginaires
sont égales.

REMARQUES :
(HRCC:zeR&ZIm(z)=0;

(2) Les nombres complexes tels que Re(z) = 0 sont appelés nombres ima-
ginaires purs.

1.2 Opérations algébriques

On étend naturellement (associativité, distributivité) les opérations algébriques
réelles. Soient z = a + ib et 2/ = a' = ib’ deux nombres complexes, on définit :

(a) la somme z+ 2’ = (a+d') +i(b+V');

(b) produit zz' = (a+ib)(a’ — V) ;
aa’ — aib' + ib'a + (ib) x (id")
=ad 4 i(abl — a'b) — OV

(aa’ —bV') +i(abl — a'b)

. 11
(c) l'inverse (pour z # 0) T T ani
1 x(a—ib)
~ (a+ib)(a —ib)
_a—ib
a2 402
a

—_—
a?+b*  a?4+0b?

3

On vérifie par ailleurs que la somme et le produit sont encore commutatifs :
z+2 =2 4zet 22/ =22

1.3 Conjugué d’un nombre complexe

DEFINITION :
Pour z = a+1ib € C, on appelle conjugué de z, et on note Z, le nombre complexe :
Z=a —1b.

@OPOSITION . (propriétés de la conjugaison)
Soit z et 2’ deux nombres complexes. Alors :

1. z24z=2Re(2) ;
z—Z=2iIm(z)

2. 2z = a? + b? (2% est un réel positif) ;

3. 242 =%z+72;

2z =72
\_14.3=2 )
REMARQUES :

HzeReIm(z)=02-2=02=7;

2) z imaginaire pur < Re(z) =0 2+2 =0 2= —%;

(
(3) 22 = Z° et plus généralement 2" = 7" pour n € N;
(

4)

IS
—

1
= — et plus généralement — = — pour n € N.
z z

0

1.4 Module d’un nombres complexe

DEFINITION :
Pour z = a+1b, on appelle module de z le nombre réel positif : |z| = va? + b =

vz

Ezemples :



@OPOSITION : (propriétés du module) )

N

Soit z et 2z’ deux nombres complexes. Alors :

1. ]z2]=0& 2=0;

2. [z = =l
3. |22 = |22/l
4. |Re(2)| < |7| .

Zm(2)] < | Y.

1. Nous n’avons pas par contre pour tous nombre complexe z et 2/, |z +

@ Z) = 2| + |2

2. L’équivalence |z| = |2/| & z = Z est completement fausse, cf. exemples
précédents.
REMARQUES :
(1) |22| = |2|? et plus généralement |2"| = |z|" pour n € N;
1 1
(2) |=| = — et plus généralement |—| = —— pour n € N.
2 2] 2" |z|™

Ezemple : Le module de (1 + 2i) est égal & .. ..

1.5

(a)

Trindme du second degré a coefficients complexes

L’équation 22 = Z : on pose Z = a + ib et on cherche tous les z = z + iy
tels que 22 = Z. La résolution se fait en trois étapes :

e On identifie les formes algébriques : 22 = (22 — ) + 2ixy. Ainsi : 22 =

2_ 2
2 —yt=a
Z E .
< { 2xy =0 ’
o 22 =7 = |2% = |Z|, ce qui donne la relation supplémentaire z% + 3 =
va*+b%;
, Val+V+a
:L' = —-———

sy 22— =a 5
oz2:Z<:>{ 2_—Z s P+t =Vae+ir & , Va2+b—a
21=120 ) 5 s gttt
2zy =b
PROPOSITION :
‘ Si Z # 0 L’équation 2? = Z admet deux solutions complexes opposées : w
et —w.

(1) Résoudre 2% = 3 — 4i;
(2) Résoudre 2% = 3 + 4i.

(b) L’équation az?+ bz +c= 0 avec a € C\ {0},b € C,c € C.

= Solutions :

@OPOSITION :
On note A = b? — 4ac € C le discriminant du trinome T = az? + bz + c.
Alors
1. Si A = 0, équation az? + bz + ¢ = 0 admet une unique solution
_ b
Zz = T2
2. Si A # 0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions distinctes :
—b+w —b—w .
2 = et zg = ——— ol w est une solution (quelconque) de
2a 2a
\ 22 =A.

(1) Résoudre 22 + 2z + 1 = 0;
(2) Résoudre 22 + /32 +i = 0.

Remarque : Si les coefficients du trindme sont réels avec A < 0, alors les
solutions complexes sont conjuguées.

= Relations entre coefficients et solutions :

PROPOSITION :
(a) Si z; et zy sont les solutions de 'équation (non necessairement dis-

c
tinctes) az? +b22 +c =0, alors |2; + 20 = — et 2120 = — |;
a a

(b) Réciproquement, si I'on connait la somme S et le produit S de deux
nombres complexes z; et z, alors z; et z3 sont solutions de I’équation :
22—Sz+P=0.

(1) Déterminer toutes les solutions de 22 + (1 — 44)z + 3 — i sachant que
t est solution.



21+ 29=-—1

(2) Résolution de { o = 1

2 Trigonométrie

Estimation : 2h30

2.1 Le cercle trigonométrique

DEFINITION :

On se place dans le plan orienté muni du repere orthonormé (O; i, j ) dans
le sens inverse des aiguilles d’'un montre. On appelle cercle trigonométrique le
cercle C de centre O et de rayon 1.

ol

PROPOSITION : (Enroulement et déroulement de la droite des réels) )

1. A tout réel correspond un unique point M sur le cercle trigo-
nométrique;;

2. A tout point M du cercle trigonométrique correspond une infinité de
réels, mais un unique réel 6y €] — m; |, appelé mesure principale de

o

s — , ., ~ .
I’angle (07 ,OM). Tous les autres réels associés au méme point sont
de la forme 6y + 2kmn. %

Ezemples :
1) L'image de § est J;

(1)
(2) L’image de 0 est [;
3)
(4)

4) Mesure principale de

L’image de 47 est [ ;

77n
I,

2.2 Fonctions trigonométriques

(a) La fonction cosinus :

DEFINITION :

Soit z un nombre réel et M le point associé a x par le procédé d’enroulement.
On appelle cosinus de x, et on note cos(z) 1'abscisse de M. On définit ainsi
une fonction qui & tout réel z associe cos(x) définie sur R et que 'on appelle
fonction cosinus.

Ezemples :

PROPOSITION : (propriétés algébriques)
Pour tout réel z, nous avons les relations :
1. —1 < cos(z) <1;
2. Pour tout entier relatif k, cos(z + 2km) = cos(z) (27 périodicité) ;

3. cos(—x) = cos(x), cos(m — x) = — cos(x), cos(m + x) = — cos(x).




(b) La fonction sinus :
DEFINITION :
Soit x un nombre réel et M le point associé a x par le procédé d’enroulement. A _Tp 3w _5x —2r 3T —R -F 5T |3 gm Z 3w I dm
On appelle sinus de , et on note sin(z) 'ordonnée de M. On définit ainsi une
fonction qui & tout réel = associe sin(z) définie sur R et que I'on appelle fonction
sinus.
E@ﬁl@lzl&ﬁ : F1a. 2 — Représentation graphique de la fonction sin.
(1) sin(0) = ... . : . o N
(2) in(T) (1) La fontion cosinus est paire et la fonction sinus est impaire;
sin(Z) =...;
(3) sin (;) . (2) Les courbes représentatives de ces deux fonctions s’obtiennent 'une de
(4) si (32 ) v l'autre par une translation de § et sont appelées sinusoides ;
Sln 7T = ? ’ . ’ . N ’ .
(3) L’équation réduite de la tangente en 0 & la courbe représenttaive de
la fonction cosinus est y = 1;
PROPOSITION : la fonction sinus est y = .
Pour tout réel x, nous avons les relations :
1. =1 <sin(z) < 1; (d) Fonction tangente :
2. Pour tout entier relatif k, sin(xz + 2km) = sin(x) (27 périodicité) ;
3. sin(—z) = —sin(x), sin(r — x) = sin(x), sin(r + ) = —sin(z); DEFINITION :
4. cos (3 — z) = sin(z), sin (5 — z) = cos(z). ‘ On appelle fonction tangente, et on note tan, la fonction z 23:8
(c) Représentations graphiques de cos et sin. REMARQUES :
. , .. . . T . .
PROPOSITION : (dérivées de cos et sin) (1) ;i .domalne de définition de la fonction tangente est : R\ {§ 4k, k €
. . s . / _ . . )
(a) La fonction cosinus est dérivable sur R, et Va € R, cos'(x) = — sin(z) ; (2) Interprétation géométrique de la tangente :
(b) La fonction sinus est dérivable sur R, et Vo € R, sin’(z) = cos(z);
—d _Tn —37 _5m —2 _3n w/& NT sm 27 51 3m In Anm
2 2 2 2 2 2 2 2
Fic. 1 — Représentation graphique de la fonction cos.
REMARQUES :



symétrique par rapport a l'origine du repere;

2) La tangente en 0 a pour équation réduite : y = x.
& Y
(e) fonctions périodiques :

J DEFINITION :

=

Soit f une fonction définie sur un ensemble D. On dit que f est T-périodique
(ou périodique de période T') sur D lorsque :

0 71 (i)VeeD,xa+Te€D;
(i) Ve € D, f(x+T) = f(x).
Ezemples :
(1) La fonction cos(2t + 7/3) est périodique de période ... ;

(2) La fonction cos(wt + ¢) est périodique de période T' = . . ..

PROPOSITION : (propriétés algébriques) (f) Valeurs remarquables : a distribuer

Pour tout réel z, nous avons les relations : Ezemples -
(1) Calcul de cos (—127) ;

(2) Calcul de tan (2F).

1. Pour tout entier relatif k, tan(z + k7) = tan(x) (7 périodicité) ;

2. tan(—z) = —tan(x), tan(r — x) = — tan(z), tan(7 + ) = tan(z);

PROPOSITION : (dérivée de la fonction tangente)
La fonction tangente est dérivable sur D = R\ {§ + km, k € Z}, et

Vo € D,tan’(z) = 1 + tan?(z) =

cos?(z)"

SE]

—Ar _In —37 _ 57 27 _ 37 —7m |
2 2 2

F1G. 3 — Représentation graphique de la fonction tan.

REMARQUES :

(1) La fonction tangente est impaire, sa courbe représentative est donc

11 12



2.3 Formulaire de trigonométrie

formulaire a distribuer

13

Lycée Pierre-Paul RIQUET
S. GAUTIER

Année 2010-2011
Mathématiques TSI-1

Formulaire de trigonométrie I

Les formules encadrées sont a connaitre par coeur, les autres doivent se retrouver trés rapidement.

Relations fondamentales :

cos?(z) + sin®(z) = 1

1

1+ tan®(z) = (@)

Formules d’addition :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

tan(a) + tan(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

tan(a) — tan(b)

tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b) tan(a —b) = 1+ tan(a) tan(b)
Formules de duplication :
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
= 2cos?(a) — 1 ) _ 2tan(a)
— 1-2sin(a) tan(20) = T 2@
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)
Formules de linéarisation :
cos(a) = 1+ cos(2a) sin?(a) = 1 — cos(2a)
2 2
cos(a) cos(b) = &[cos(a + b) + cos(a — b)]
cos(a) sin(b) = [sin(a + b) — sin(a — b)]
sin(a) sin(b) = —3%[cos(a + b) — cos(a — b)]
Transformations de sommes en produits :
cos(p) + cos(q) = 2cos (252) cos (£52) | cos(p) — cos(q) = —2sin (257) sin (257)

sin(p) + sin(q) = 2sin (Z52) cos (252) | sin(p) — sin(q) = 2 cos (252) sin (252)

Paramétrisation rationnelle du cercle :

Sit = tan (%), alors :

1—t%14 2t 2t
cos(a) = e sin(a) = T tan(a) = T




Pour s’aider a retenir le formulaire, nous allons donner quelques explications et
astuces :

= Relations fondamentales :

— La premiere s’obtient par exemple a 'aide du théoreme de Pythagore
(faire une figure); ,
Pour la deuxi¢me, nous avons : 1+ tan?(z) =1 w

cos?(x)

cos(z) + sin®(z)
cos?(x)

 cos2(x)

=> Formules d’addition :
— La premieére et la troisieme sont dures a retrouver mais toutes les autres
formules en découlent ! ;

La deuxieme et la quatrieme s’obtiennent en remplacant b par —b et en
utilisant les propriétés usuelles des fonctions trigonométriques ;
— La formule tan(a + b) de démontre & I’aide de calculs algébriques usuels;
La formule tan(a — b) découle de la précédente en remplagant b par —b.
=> Formules de duplication :
— cos(2a) = cos(a + a) et sin’(a) + cos?(a) =1...;
sin(2a) = sin(a +a) ...
- tan(2a) = tan(a +a) . ..
=> Formules de linéarisation :
cos(2a) = 2cos?(a) — 1...;
— sin(2a) = 1 — 2sin%(a) .. .;
— cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
on somme...
— on fait comme ci-dessus pour les formules restantes.

=> Transformations de sommes en produits :
— On part de cos(a — b) + cos(a+b) = 2 cos(a) cos(b) puis on pose a—b=p
eta+b=q...
— on fait comme ci-dessus pour les formules restantes.

(a) Equations :
On utilisera régulierement les caractérisations suivantes :

PROPOSITION :
1. cos(U) =cos(V) & U =V[2r] ou U = =V [27];
2.sin(U) =sin(V) < U =V2r]ou U =7 — V[27];
3. tan(U) = tan(V) & U = V]

(b) Inéquations :
Ezemples :
(1) cos(z) < 1

(2) cos(z) > cos (z — F).

3 L’exponentielle complexe

Estimation : 4h30

3.1 Exponentielle d’un nombre complexe

DEFINITION :

1. Pour # € R, on note € le nombre complexe e = cos() + isin(f) ;

2. 8i z = a + ib est la forme algébrique de z, on note ¢ = e® x ¢*,

represente 1'exponentielle réelle.

e s . . o Ezemples :
=> Paramétrisation rationnelle du cercle : démonstration a faire en cours “”M”“fp”m
1) e™=...;
2.4 Exemples simples d’équations et inéquations trigonométriques (2) eln@)+izr — :
@ Les fonctions cosinus, sinus et tangentes n’étant pas strictement mono- (3) elti= . .
tones, nous n’avons pas en toutes généralités les équivalences cos(z) =
COS(y) & =y ete... REMARQUES :



(1) L’exponentielle complexe d’'un nombre réel coincide avec l'exponentielle 3.3 Forme trigonométrique et argument d’un nombre complexe
réelle d’'un nombre réel ;

(2) Pour 6 € R, |e| =1;
(3) |€Z| — el — eRc(z);

(4) quel que soit le nombres complexe z, e* # 0.

@OPOSITION :
1. Tout nombre complexe z # 0 peut s’écrire sous la forme z = r(cos(0)+
isin(f)) = re??, avec r >0 et § € R;

2. De plus, une telle écriture est unique a 27 pres, c’est a dire, pour
\ r1 >0, r9 > 0, 01 et Oy deux réels, nous avons :

@OPOSITION . (propriétés de I'exponentielle)

1. exponentielle d’'un produit \
0+0') — 400 .

L =T9

91 = 92[27‘(} ’

2 =re" = rye’® & {

e Pour 4 et ¢ deux nombres réels, nous avons : el

7

S

e Pour z et 2/ deux nombres complexes, nous avons et? = e%e?’. REMARQUES :
2. conjugué de I'exponentielle (1) Nous avons donc unicité de I’écriture en imposant 6 €] — 7; 7] ;
e Pour # € R, nous avons : il = e 0, (2) Tout nombre complexe de module 1 s’écrit donc sous la forme z = ¢, avec
feR.

e Pour z € C, nous avons €7 = ¢°.
3. inverse de l'exponentielle

e Pour § € R, nous avons : (¢’ =, DEFINITION :

K e Pour z € C, nous avons (") =e *. J 1. Pour z # 0, I'écriture 2z = 7(cos(6) +isin(f)) = reavec r > 0 et § € R est
appelée forme trigonométrique du nombres complexe z ;

I
— ~—
|
—
|
I

2. Le réel 0 de I’écriture ci-dessus est appelé argument de z.

Ezemples :

3.2 Formules associées

@OPOSITION . (Formules d'Euler) N 1) Forme trigonométrique de 7 ;

2) Forme trigonométrique de —1;

Pour 6 € R, nous avons : P 2 w0 3) Forme trigonométrique de v/3 +i;

(1)
(2)
3)
sin(f) = ————— 4) Argument de 1 + 1
g 0= ) 0 Armen o 1+
N (6)
(7)

5) Expression simple de (1 +4)%2.

Ac 3 _ ;.
PROPOSITION : (Formule de De Moivre) 6) Résoudre 2% =

7) Résoudre e* = 1.

i n i . , .
Pour 8 € R et n € Z, nous avons : (e“’) = ™ ce qui s’écrit encore :

\__ | (cos(9) +isin(f))" = cos(nd) + isin(nf). /

17 18



@OPOSITION : (propriétés de |'argument) ) PROPOSITION :

Soient z et 2’ deux nombres complexes (non nuls) d’arguments respectifs ‘ Il existe r > 0 et § € R tels que acos(x) + bsin(z) = rcos(f).
0 et 0. Alors :

/ / .
1. Un argument de 22" est 6 +0'. démonstration. On écrit z sous forme trigonométrique : z = re'®(= a+ib).

2. Un argument de 27! est —6; Par identifications, nous en déduisons : a = rcos(¢) et b = rsin(d). L'ex-
3. Un argument de Z est —0 pression s’écrit donc également : r(cos(z) cos(@)+sin(z) sin(¢)) = r cos(z — ¢).
N——"
z Y 9
\ 4. Un argument de 5 est 6 — ¢ - REMARQUES -

(1) r = |z| ne dépend pas de z;
(2) Par contre 6 dépend de z.

conséquence : Pour n € Z, un argument de 2" est nf.

4

3.4 Applications a la trigonométrie

On dit UN argument, et non pas L’ argument.

Ezemple : Résolution de v/3 cos(x) + sin(z) = 1

*
(a) linéarisation : * ok
Principe : Se débarasser des facteurs dans une expression trigonométrique. XK
On utilise pour ceci les formules d’Euler.
FExemples :

(1) linéarisation de sin®(z) ;

(2) lindarisation de cos(x)sin(z).

REMARQUE : Pour le dernier exemple, on aurait pu plus directement utiliser
les formules de linéarisation du formulaire.

(b) délindarisation :

Principe : Dans chaque terme de la somme, on exprime cos(pz) et sin(px)
par des puissances de p. On utilise ici la formule de De Moivre.

Ezremples

(1) Délinéariser cos(3z);

(2) Délinéariser cos(2x).

REMARQUE : Pour le dernier exemple, on aurait pu plus directement utiliser
les formules de linéarisation du formulaire.

(c) équation acos(z) + bsin(z) = ¢ :

On suppose a et b non nuls simultanément, et on pose z = a + b.
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Feuille d'exercices 2 Mathématiques TSI-1

[Nombres complexes et trigonométriej

Exercice 1 : Donner ’expression algébrique des nombres complexes suivants :

S ot @GR 0 (52

Exercice 2 : Résoudre dans C les équations ci-dessous :

(a) (1+2i)(3=53); (b)

(a) 22 +1=0; (b) 422 = 10z + 4; (c) 22+ 2z — (1 + 3i) = 0;
(d) 22 +42+1—-4i=0; (e) 22— (84 6i)z — 38 = 0; (f) 322 — (13 — Ti)z — 17i = 0;
(g) 2 +22-6=0; (h) (22 +32)2+ (32+5)2=0; (i) 22 —2sin(@)z+1=0, 6 €[0; n[.

Exercice 3 : Comment faut-il choisir m € C pour que I’équation : 22 — (2 +im)z — (1 +im) = 0
admette deux racines imaginaires conjuguées ?

Exercice 4 : Déterminer une solution réelle puis résoudre dans C 1’équation : 23 + (1 +4)z? + (4 —
i)z +12 — 6i = 0.

Exercice 5 : Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

(a) sin(2z) = sin(x); (b) cos(x) < —@;
(c) sin(z) = cos(x); (d) — cos(x) = sin(3x);

(e) tan(3x — 7/5) = tan(x + 47/5); (f) sin(22)(v/3 + 2sin(27)) = 0;
(g) cos?(x) — 3 cos(z) + 1 = 0; (h) cos(2z) + cos(z) = 0;

(i) cos(2z) — 3cos(z) + 2 = 0 (i) cos(2z) — sin(z) = 1;

(k) 14 v/3sin(2z) — cos(4z) =0; (1) V3tan(x) + 4sin?(z) = 0;
(m) sin(2x) + sin(6z) = sin(4x); (n) 6cos(2z) — 1 = 6tan?(z);

(o) sin(x) + sin(2z) < sin(3x); (p) V3 —4cos?(z) > 1+ 3sin(x).

Exercice 6 : Donner le module et un argument des nombres complexes suivants :

(a) =V3+i; (b) =1—i; () 1—iv3; (d) =3e™/%5 (e) 2ie'™/3; (f)

Exercice 7 :



1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

—5im . T i 1—l 1_\/32
a) 2e 6 ; (b) —3e¥"/4. (¢ ™'t ;o (d *6%; e ;o (f ;
@) (v © (@) =) s () 2

2. Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

() (14020 - V3 () LD (V3 i)V

=gt @ Crayap @UTDPHE-DE

Exercice 8 : Pour a € R, donner I'écriture trigonométrique de chacun des nombres complexes sui-
vants :

(a) z1 = cos(a) +isin(a); (b) 29 = cos(a) —isin(a);  (¢) z3 = —sin(a) + i cos(a);

(d) z4 = sin(a) +icos(a); (e) z5 = —sin(a) —icos(a); (f) z6 = — cos(a) — isin(a).

Exercice 9 : On pose z; = —(v/3 +1) et 25 = 1 4 i. Mettre ZL sous forme trigonométrique, et en
117
7).

déduire les valeurs de cos (111—2“) et sin (1—

Exercice 10 :
1. (factorisation par ’angle moitié) Compléter les pointillés : 1+ e = ... /2,1 — ¥ = /2,

2. (applications)
(i) Simplifier les expressions suivantes :
(a) 1 — cos(x) —isin(z) ' .
1+ cos(x) + isin(z)’ e — 17

(c)i+1)"+(i—1)", neN.

3
(ii) Déterminer les nombres complexes de module 1 tels que < & 1) e R.
2 —

Exercice 11 : Résoudre dans C les équations ci-dessous :
(a) 24 4+1=0; (b) 2 —i=0; (c) e =1i; (d) e** +e*+1=0;

3
(e) 22 = —(2+14)3 (f) <22+1> =1; (g)22=7 (h)1623=7%".

z

Exercice 12 : Déterminer les nombres complexes z et 2’ tels que :

z+2 =341 [ z+2=4 e +ef =2
22 =246i )| 22/ =442 )| etF =92

Exercice 13 : Linéariser les expressions suivantes :

(a) cos®(x); (b) sin®(z)cos®(x); (c) sin?(2z) cos?(z).

Exercice 14 :
1. Exprimer cos(56) en fonction de cos() et sin(6). En déduire cos(7/10).
2. Exprimer sin(36) en fonction de cos(6) et sin(f).

Exercice 15 : Résoudre les équations trigonométriques suivantes :

(a) 3sin(z) — V3cos(z) = v6; (b) v2cos(x) —sin(z) = v/2; (c) ? cos(z) + sin(z) = —%;
(d) 2sin(x) + 1 = cos(x); (e) cos(3x) +sin(3z) = %=;  (f) V3 cos(x) + cos(3x) = cos(z) + v/3sin(3z);

\/57
(g) V3 cos?(z) + 2sin(z) cos(z) — v/3sin?(z) = V2.




4. Equations différentielles linéaires a coefficients
constants
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Equations différentielles linéaires a coefficients constants I

~> Th1b
Sauf mentions contraires, toutes les fonctions considérées dans ce chapitre seront
définies sur un ensemble que I'on notera D.

1 Généralités

Estimation : 2h

1.1 Dérivation des fonctions & valeurs complexes

DEFINITION :

Soit f : R — C une fonction a valeurs complexes. Puisque f est a valeurs dans
C, on écrit f(x) = fi(z) +ifa(x), out fi et fo sont & valeurs réelles.

1. On dit que f est dérivable sur D lorsque f; et fo sont dérivables sur D ;
2. On appelle fonction dérivée la fonction, notée [, telle que f'(z) = fi(x) +
ifs(x) pour x € D.
REMARQUES :
(1) Notant f; = Re(f), nous pouvons donc écrire (Re(f)) (z) = Re(f'(z));
(2) De méme,(Zm(f)) (x) = Zm(f'(x)).

1) f(z) =141z fl(z)=...;
(2) Jle) = 7 (o) =



@OPOSITION : )

Soient f et g deux fonctions dérivables sur D. Alors :
1. pour A € C, f + Ag est dérivable sur D et (f + Ag)' = f' + A¢';
2. fg est dérivable sur D et : (fg)(z) = f'(z)g(x) + f(x)d'(x);
3. Si de plus ¢ ne s’annule pas sur D, i est dérivable sur D et :

<f>’ (0 = L @) — F@) )

g 9*(x) ’
4. f est dérivable sur D et pour z € D, f(z)/ = f'(x).
5. La fonction définie sur D par h(z) = e/(®) est dérivable sur D et
L @) = rwer, Y,
Egemples :

1 T

! ... (cette fois-ci en utilisant le quotient) ;
Hm Fla) = quotient)

(1) f(z) =

(2) flz) =€, fi(z) = f1(@) =
() fla) =€, flla) =, f'(z) =..;
(4)f()=”7°€<cf() o () =

X

1.2 Vocabulaire

DEFINITION :
On appelle équation différentielle linéaire :

1. du premier ordre a coefficients constants toute équation de la forme :
ay'(z) + by(z) = g(z) avec a € C\ {0}, b € C et g une fonction définie sur
D;

2. du second ordre a coefficients constants toute équation de la forme :
ay”(z) + by'(x) + cy(z) = g(x) avec a € C\ {0}, b € C,c € Cetyg
une fonction définie sur D.

REMARQUES :

(1) Les coefficients a, b, ¢ sont appelés coefficients de 1'équation différentielle;

(2) g est appelé second membre de 1’équation différentielle ;

(3) Si les coefficients et le second membre sont & valeurs réelles, on dit que
I'équation différentielle linéaire est réelle (sinon on dit qu’elle est complexe) ;

3

(4) Résoudre une équation différentielle, c’est déterminer exactement les fonc-
tions quivérifient une telle relation.

(1) f(z) = e” est solution de I’équation différentielle différentielle linéaire d’ordre
1 (véelle) : ...;

(2) f(z) = 2¢" est solution de la méme équation différentielle, et plus généralement :
Ae” pour A € R quelconque;

(3) f(x) = €™ est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 (com-
plexe) : ...;

(4) f(z) = €™ est solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 2 (réelle) :

1.3 Equation compléte et équation homogéne

DEFINITION :
On appelle équation différentielle homogene associée a :
1. ay/(z) + by(z) = g(x) 'équation différentielle : (Eg) : ay'(z) +by(z) = 0;
2. ay’(z) + by’ (z) + cy(z) = g(z) I'équation différentielle : (En) : ay”(z) +
by'(x) + cy(x) = 0.
REMARQUES :

(1) L’équation homogene est aussi appelée équation sans second membre ;

(2) L’équation avec second membre est appelée équation compleéte.

PROPOSITION :

1. Si y et yp sont solutions de 1'équation complete, alors yg = y — yp est
solution de ’équation homogene;

2. Réciproquement, si yp et yy sont respectivement solutions de
I’équation complete et de I'équation homogene, alors ¥y = yg + yp
est solution de 1’équation complete.

REMARQUES :

(1) Autrement dit, si S et Sy sont respectivement 1'ensemble des solutions de
I’équation complete et de ’équation homogene et yp est une solution de
I’équation complete, alors S = Sy + yp.

4



1.4 Principe de superposition

PROPOSITION :
Soit (E) ay”(z) + by’ (z) + cy(x) = g1(x) + g2(x) une équation différentielle
linéaire a coefficients constants. Si y; et yo sont respectivement solutions
des équations différentielles ay”(x) + by'(z) + cy(z) = g1(z) et ay’(z) +
by'(x) + cy(x) = ga(x), alors y = y; + Y2 est solution de (E).

REMARQUE : Un tel principe se généralise aisément au cas d'un second membre
de la forme : g1 +ga+ ...+ gn = D> p_q gi(2).

2 Cas de I’équation homogene

Estimation : 2h

2.1 Premier ordre

6ROPOSITION : N
Soit (Eg) l'équation différentielle homogene associée a 1’équation
différentielle ay’'(z) + by(z) = g(x) avec a # 0. Alors :

1. Si les coefficients et le second membre sont réels, I'ensemble des solu-
tions (réelles) de (En), noté Sy est :

Sy = {Oe*bw/'ac e ]R} :

2. Si les coefficients et le second membre sont complexes, 'ensemble des
solutions (complexes) de (Eg), toujours noté Sy est :

L Sy = {ce*’”/a,c e C} , y

Dy —-y=0.Sy=..;
(2)y+iy=0.Sg=...;
(3) 2y +3y=0.Sg=...

2.2 Second ordre

= Equation caractéristique :

DEFINITION :

Soit ay”(z) + by’ (z) + cy(z) = 0, a # 0. On appelle équation caractéristique
associée 1'équation du second degré : ar® + br +c = 0.

PROPOSITION :
La fonction définie par f(z) = €™ est solution de ay”(z)+by'(z)+cy(z) = 0,
si et seulement si  est solution de ’équation caractéristique associée.

REMARQUES :

(1) On aurait pu de méme définir I’équation caractéristique d’une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants : ar +b=10;

(2) La proposition précédente est donc également vraie dans le cas de 'ordre
1: en effet : e/ est solution de I'équation différentielle et r = —b/a est
solution de I’équation caractéristique associée.

= structure de Sy :

PROPOSITION :
Siy et yo sont solutions de I’équation différentielle (Ex) ay”(x) + by'(z) +
cy(x) = 0, alors quels que soient les nombres complexes A et 11, Ayy + pyo
est solution de (Ep).

= résolution : On note A le discriminant de ’équation caractéristique associée
a (En) ay”(z) +by'(z) + cy(z) = 0.



N

@OPOSITION : (solutions complexes de I'équation différentielle)

Soit (Eg) l'équation différentielle homogene associée & 1'équation
différentielle ay”(z) + by'(z) + cy(x) = g(z) avec a # 0. Alors, l'ensemble
des solutions de (Eg), noté Sy est :
L si A#0,
S ={ "+ pe™ AeC,ueC},
avec 1 et o solutions distinctes de I’équation caractéristique associée ; ;
2.51 A =0,
SH - {()\ + H‘I)erza A€ (C7 e C}a

avec 1 solution double de ’équation caractéristique associée.

\

%

-

{HEORI\EME : (cas des équations différentielles réelles)

Soit (Eg) I'équation différentielle réelle homogene associée a 1’équation
différentielle ay”(x) + by'(z) + cy(z) = g(x) avec a # 0. Alors, I'ensemble
des solutions (réelles) de (Ex), noté Sy est :
1.si A >0,
Sp={ "+ pe AN e R, pe R},
avec 11 et 19 solutions distinctes de I’équation caractéristique associée ; ;
2.si A =0,
Sp={(A+px)e®+ AR, pueR},
avec 1 solution double de ’équation caractéristique associée ;
3.1 A <0,

Sg = {(Acos(bx) + psin(bz))e™ A € R, € R},

avec 7 = a + ib une des deux solutions de I’équation caractéristique
associée.

\

Ezemples :
(1) Résolution de y" — 2y’ + 5y =0;
(2) Résolution de y” + iy = 0.

3 Equations avec second membre

Estimation : 2h

3.1 Equations avec seconds membres particuliers

@OPOSITION :
On considere une équation différentielle linéaire & coefficients constants
(d’ordre 1 ou 2) de second membre noté g. Alors;

1. Si g est polynomiale de degré n, 1’équation différentielle admet une
solution particuliere yp de la forme :

yr(z) = Q(),

ou @ est une fonction polynomiale de degré n;

2. Si g(x) = P(z)e™, avec P polynomiale de degré n et m € C, alors
I’équation différentielle admet une solution particuliere yp de la forme :

xQ(x)e™ sim est solution simple de Déquation ca-

yp(x) = ractéristique
22Q(z)e™® si m est solution double de l'équation ca-
ractéristique
\ ou @ est une fonction polynomiale de degré n.

Q(x)e™” si m n’est pas solution de 'équation caractéristique

Ezemples :

(1) Solution particuliere de y' + 2y = 22
(2) Solution particuliere de y” +y = € ;
(3)

3) Solution particuliere de y” + y = cos(z)

3.2 Synthese
Pour résoudre une équation différentielle complete, on procede comme suit :

e on résout 1'équation différentielle homogene associée ;

e on détermine une solution particuliere de I’équation différentielle complete
(seconds membres particuliers+principe de superposition) ;



e Les solutions de 1’équation différentielle complete sont alors les fonctions
qui s’écrivent comme somme de la fonction particuliere et de la solution
générale de I'équation homogene.

(1) Résolution de y +y = 22;
(2) Résolution de y” +y = cos(z);
(3) Résolution de y” +y = 2? + cos(z).

3.3 Probleme de Cauchy

En cinématique, la trajectoire d’un mobile est uniquement déterminée par la
position et la vitesse initiale de ce dernier. La question de sa généralisation
mathématique s’inscrit dans la notion de probleme de Cauchy.

DEFINITION :
On appelle probleme de Cauchy :

constants : ay’ 4+ by = g(x), avec a # 0 le systeéme :

{ ay' +by = g(x)
y(iﬁo) =my ’

constants : ay” + by’ + cy = g(x), avec a # 0 le systeme :

ay” + by +cy = g(x)
y(zﬂ) =my 3
y' (o) = vo

tiales.
Ezemples :
/ — 22
(1) Solutions du probleme de Cauchy : { Z(S; 2:/ ; v

y" +y = cos(x)
(2) Solutions du probléeme de Cauchy : ¢ y(0) =0
y(0)=1

1. associé a I’équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients

2. associé a ’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients

ou xg,mg et vy sont donnés. Un probleme de Cauchy est donc un systéme
constitué d’une équation différentielle et de conditions appelées conditions ini-

PROPOSITION : (unicité du probleme de Cauchy)

Quelles que soient les conditions initiales, les problemes de Cauchy associés
aux équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1 ou
2 admettent une unique solution.
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[Equations différentielles linéaires a coefficients constants]

Exercice 1 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) ¥ + 3y = (t +2)e¥; (b) v + 3y = (t +2)e 3 (¢) ¥ + 3y = cos(t);

(d) v —4y = (2 +1)cos(t); (e) v +y =cos(t)+2sin(t); (f)y —iy = (t*> + 1) cos(t).

Exercice 2 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) y" +¢ =2y =22+ 1; (b) y" + 4y' — by = 2e™; () y" +y — 2y = a%e;

(d) y" = 3y + 2y = we > () y" + 4y’ +dy = 2%, () y" + 4y + 4y = (2* — )"
(g) ¥ + 6y’ — y = sin(x); (h) ¥ + 4y = cos(2x); (i) ¥ +y = cos®(z);

() v —vy —2y=(2x+3)cos(z); (k) y" — 2y + 5y = 2z cos(x); (1) y" + 2y = 2% cos(x)

(m) v 4+ y = cos(z) + sin(x); (n) " +y = cos(z) + sin(2x); (o) ¥ + iy = cos(z) + 2sin(2x);

(p) ¥" — 2y +y = 2sh(x); (@) ¥ — 2y +y = e"sin(w); (r) y" + 2y + 2y = ch(x) cos(z);

(s) ¥y + 2y + by = 2ze " cos(2z); (t) ¥’ — 4y’ + 4y = 8ash(x); (u) y" — 2y — 3y = ch®(x);

(v) y" — 2y’ — 3y = xch3(x); (W) y" — (14+2i)y — (1 — i)y = e*cos(x); (x) 3y" — (24 9%)y' + 6iy = z;

(v) " — 4y +4y =€ + 3z — 1)e** +z — 2.

Exercice 3 : Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

y// + 9y = 22 +1 y// _ 3y/ + 2y = xe® 4y// + 4y/ +y= e /2
(a) ¢ y(0) = ; (b) § »(1)=0 ;o () ¢ y(0)=0
y'(0) = y(1)=0 y'(0)=1
y" — 2y + 2y = e sin(x) Y +iy +y = zelTDT 1 / 2
- + (1 —-2m)y’ —2my = e**
@ { ¥(3) =0 @4 w0 =1 OR Rl
y(3)=0 y'(0)=0

Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles suivantes de parametre complexe m :

(a) " — 2y’ + my = cos(x) (b) ¥’ + 4y =sin(mz); (c) my” — (1 +m?)y' + my = xe®.




Exercice 5 : On considere le systeme différentiel suivant :

2(t) = a(t) + dy(t)
(E) { Y (8) = (t) + y(t)

1. Si z et y sont solutions de (E), montrer que : z(t) = z(t) — 2y(t) est solution d’une équation
différentielle linéaire (E) du premier ordre & coefficients constants que ’on déterminera.

2. Résoudre (E) puis en déduire les solutions S de (E).

Exercice 6 : On consideére le systeme différentiel suivant :

2/ (t) = z(t) — y(t) + cos(t)
() { y'(t) = z(t) + y(t) + sin(?).

1. Siz et y sont solutions de (E), montrer que : z(t) = x(t) +iy(t). Montrer que z est solution d’une
équation différentielle linéaire (E) du premier ordre a coefficients constants que ’on déterminera.

2. Résoudre (E) puis en déduire les solutions S de (E).

Exercice 7 : Trouver toutes les fonctions dérivables, définies sur R et telles que :

Vz €R, fl(z)+ f(—x) = ze”.

Exercice 8 : (une équation d’Euler) On s’intéresse aux fonctions f : ]0,4+o00[— R solutions de
I’équation différentielle (E) : 2%y” +y = 0.
1. On fait le changement de variable z = ¢’, et on considere g(t) = f(e'), o f est solution du
probleme initial. Montrer que g est solution d’une équation différentielle linéaire (E) a coefficients
constants.

2. Résoudre (E) En déduire g puis une expression simple de f.
3. Conclure.

4. Déterminer toutes les fonctions f : |0, +oo[— R dérivables vérifiant :

Ve >0, f(z) = f <1>

T

Exercice 9 : (une équation de Ricatti) Soit f une fonction définie sur un intervalle I ,ne s’annulant
pas sur I, et vérifiant : (E) 3/ + 3y + 3% = 0.

1
1. Montrer que z(t) = m est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

2. En déduire une expression simple de f.

3. Peut-on trouver des solutions de (E) ne s’annulant jamais et définies sur R?

Exercice 10 : Déterminer les fonctions f trois fois dérivables sur R solutions de I’équation différentielle :
O (z) — f(z) = 0 (on pourra poser g(z) = f'(x) — = et montrer que g est solution d’une équation
différentielle d’ordre deux a coefficients constants).




5. Géométrie plane
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‘Géométrie dans le plan I

~ 13h30
On note P le plan usuel muni d’une orientation.

1 Vecteurs du plan

Estimation : 3h30

1.1 Généralités sur les vecteurs

= égalité : Deux vecteurs sont égaux si et seulement si :
e ils ont méme direction ;
e ils ont méme sens;
e ils ont méme norme. La norme de @ est notée ||||.
= somme : (faire une figure)
=> multiplication par A € R : si U est un vecteur, alors,
— pour A € R*, AT est le vecteur ayant :
e méme direction que u
e de méme sens que 7 si A >0 et de sens contraire si A < 0;
e de norme |A|||7]].
7Si)\:0,onpose>\7:6>.

= colinéarité de deux vecteurs :

DEFINITION :

On dit que deux vecteurs ¥ et ¥ sont colinéaires s'il ‘existe k € R tel que :

U =k¥ ou? =k.
REMARQUES :

(1) Le vecteur est colinéaire & n’importe quel vecteur;

(2) Deux vecteurs non nuls sont donc colinéaires si et seulement s'ils ont
méme direction.



=> angles orientés de vecteurs :

Pour @ et ¥, on note (ﬂ) Pangle orienté des deux vecteurs @ et .

dessin illustratif

On rappelle au passage les propriétés vérifiées par les angles orientés :

PROPOSITION :
Soient 7, T et W trois vecteurs et A € RT. Alors :

1L (7, 7) = —(F, %) [2n];

2. (ﬁ) + (ﬁ) = (ﬁ) [27] (relation de Chasles);
3. (AW, ¥) = (W,7) [2r.

illustratif).
= vecteurs et points du plan :

e Soient A un point du plan et 7 un vecteur, on note A+ I"unique point
B tel que AB = . On écrit : B:A+E

e Réciproquement, étant donné deux points A et B de P, il existe un
unique vecteur U tel que uU=A

e Etant donnés deux points A et B, on appelle distance de A & B le nombre
réel, noté d(A, B), tel que d(4, B) = ||AB|].

@ Le 3. de la proposition précédente est faux si A est négatif (faire un dessin

PROPOSITION : (relation de Chasles)

‘ Quels que soient les points A, B, C' du plan, nous avons E + B? =

2

1.2 Bases du plan

DEFINITION :

W=al + ﬂ?, avec a et  deux nombres réels ;

maniere unique comme combinaison linéaire de U et 7;

3.51B=
. o

(a; B) les composantes de W@ dans B. On note également : @ ( 3 )

REMARQUES :

—

(1) Lorsque les vecteurs de la base B = (W, 7) sont orthogonaux (resp. (, ') =
7 [2x]), on dit que B est orthogonale (resp. orthogonale directe) ;

(2) si de plus || || = || 7], on dit que B est orthonormale ;
(3) si de plus || || = ||7|| = 1, on dit que B est orthonormée;
(4) Si B n’est pas directe, on dit que B est indirecte.

Ezemples : Considérons la figure suivante :
—
Alors : !
(1) Le vecteur @ est combinaison linéaire de ¥ et @ : & = U + U ;
(2) Le vecteur U est combinaison linéaire de @ et v : W = W — U ;
(3) Le vecteur o ne peut pas étre combinaison linéaire de U et ?
(4) Le vecteur ? ne peut pas étre non plus combinaison linéaire de U et ﬁ;
(5) (W, ) forme une base de P; les coordonnées de o dans cette base sont :

(1 1)

(6) (W, ) forme une base de P; les coordonnées de U dans cette base sont :

(1 =1);

(7) (7, ﬁ) forme une base de P; les coordonnées de U dans cette base sont :
(-
(

)

t') ne forme pas une base de P.

()77

1. On appelle combinaison lindaire de @ et ¥ tout vecteur @ de la forme :
2. On dit que B = (@, ) forme une base de P si tout vecteur s'écrit de

(U, ) est une base de P et W = a + 7, on appelle le couple



@OPOSITION :

1. (caractérisation des bases du plan) Deux vecteurs de P forment
une base de P si et seulement s’ils sont non nuls et non colinéaires ;

. . . -
2. (composantes et opérations) Soit B une base de P, t; ( %1 ) et
1

tj(%; ).Alors:

.t—1>+g<051+012>;

\

B+ B2
— )\(Xl
At .
! 1<wl>
Ezemples :

1)

1.3 Nombres complexes et vecteurs
- = . . .
On note B = (4, j ) une base orthonormée directe. Soit o un vecteur de
a

b > A tout vecteur 7, on

associe le nombre complexe, noté z¢, tel que 2z = a + ib. Ce dernier nombre
complexe est appelé affixe de .
Ezemples :
. —
1) affixede @ :...;

)

2) afﬁxede?:...;
)
)

P dont les coordonnées dans B sont (a; b) :

3) affve do 7 (0] )

vecteur associé a 1+ : ....

(
(
(
(
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PROPOSITION : (propriétés de I'affixe)

Soient U et ¥ d’affixes respectives 2z et 2z dans la base orthonormée
directe B. Alors :

1. Le vectewr @ + 7 a pour affixe z¢ + 23 ;

2. Pour tout nombre réel A, le vecteur 2\ a pour affixe Az.

REMARQUES :
1) lzal = I7]];
==
J

(2) arg(zz) = (¢, 7).

1.4 Produit scalaire

DEFINITION :

Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls. On appelle produit scalaire de U et U,

noté .7 le nombre réel tel que : .7 = ||| x || V]| x cos(¥, V). Si 'un
des vecteurs est nul, on pose : u.Y =0.

REMARQUES :
(1) @ = ||

(2) Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement .7 = 0.

> Interprétation géométrique : soient i, ¥ deux vecteurs non nuls du plan et

A, B, C tels que ,@) = et 1@ = 7. On note H le projeté orthogonal
de B sur la droite (AC'). Alors :

T = ||| x AH,

ot AH est tel que xﬁ = ﬁ%

=> Expression en affixes complexes :

PROPOSITION :

Soient U et ¥ deux vecteurs du plan d’affixes respectives z et 2. Alors :
UV =Re(Zg X 27).

=> Propriétés vérifiées par le produit scalaire :




[PROPOSITION : I
Soient 7, 77 W et A € R. Alors :
1. 40 =77:le produit scalaire est symétrique;

9 gg;\ﬁ?j; fz\%%ﬁ + 0 } linéaire a gauche » bilinéaire
(7 + 7)W= + 7.0 }linéaire a droite
L D). T = AT J

> Expression en base orthonormale :

PROPOSITION :
!/
Soit B = (7,7) une base orthonormale et i ( (Z ) g ( (2, ) dans B.
Alors :
UV =ad + by,
REMARQUES :
(1) En particulier, si i ( Z ) dans une base orthonormale, alors ||| =
va? +b%;

(2) Un vecteur orthogonal & o ( (Z ) est U ( _: )

1.5 Déterminant de deux vecteurs

DEFINITION :
Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls. On appelle déterminant de U et 7,
noté det(, ¥') le nombre réel tel que : det(W, T) = || 7| x || V|| x sin(ﬂ).
Si l'un des vecteurs est nul, on pose : det(w, v') = 0.

REMARQUE : det(, ) = 0 : on dit que le déterminant est alterné.

= Déterminant et bases :

PROPOSITION :
Soient W et ¥ deux vecteurs du plan. Alors :

1. B= (U, ) est une base du plan si et seulement si det(w, ') # 0;

2.B = (W, V) est une base directe du plan si et seulement si
det(, ) > 0.

=> Interprétation géométrique : soient 7, T deux vecteurs non nuls du plan et

A, B, C tels que A? = U et ﬁ = 7. On note H le projeté orthogonal
de B sur la droite (AC'). Alors :

det(7. B) = ||7|| x BH.

=> Expression en affixes complexes :

PROPOSITION :

Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan d’affixes respectives 2z et z7. Alors :

det(U, V) = Im (77 x z7).

=> Propriétés vérifiées par le déterminant :

@OPOSITION : N
Soient W, 7,? et A € R. Alors :
1. det(d, V) = —det(?, @) : le déterminant est antisymétrique ;

) det(W, V' + W) = det(W, ¥) + det(W, W) lindaire 3 b
. det(77 )\7) _ )\det(77 7) meailre a gauche
det(T + U, W) = det(W, W) + det(T, W) lindaire & droit
dCt()\ﬁ), 7) _ /\dCt(77 7) meailre a droite
bilinéaire

REMARQUE : L’antisymétrie entraine le caractére alterné. En effet, si
det(, 7) =— det(?, 7), alors en particulier : det(ﬁ., 7) =— det(77 ),
donc 2det(, W) = 0 donc det(, @) = 0.

=> Expression en base orthonormale directe :




PROPOSITION :
- =

Soit B = (i, j ) une base orthonormale directe et U <

dans B. Alors :

UV =ab — b

Notation : en gardant les notations de la proposition, on notera également :

a a

det(, V) = -

=> Application au calcul d’aires :

@OPOSITION :

-

1. Soit ABC' un triangle d’aire notée A. Alors :

A= % [det (4B, 4C)

2. Soit ABC'D un parallélogramme d’aire notée A. Alors :

A= ‘det(ﬁ,ﬁ)‘ .

mettre un exemple ici

2 Points du plan

Estimation : 3h30

2.1 Coordonnées cartésiennes et affixe d’un point

DEFINITION :

1. Soit O un point du plan. On dit que R = (0; 7, 7) est un repere cartésien

de P lorsque B = (U, V) est une base du plan;

2. Si de plus, B est orthogonale, directe, orthonormale, ou orthonormée, on
dira que R est respectivement orthogonal, direct, orthonormal, orthonormé.

PROPOSITION :

Soit R un repere cartésien et M € P. Alors il existe un_unique couple
(a, B) € R2, appelé coordonnées de M dans R, tel que OM = oW + 0.

On note M(«, ).

conséquence : Soit R un repere orthonormé direct et M (a,b) dans R. A tout
point M, on fait correspondre le nombre complexe, noté zyy, tel que zp; = a-+ib.
Ce nombre complexe est appelé affixe de M.

@OPOSITION :

Le tableau ci-dessous résume les expressions des différentes grandeurs
géométriques en fonction des reperes et affixes des points dans le plan :

\

grandeur géométrique

expression réelle

expression complexe

AB

d(A, B)

(AB. AC)

Ip — XA
Y — Ya

\/(IB/—\IA)2 + (Y — ya)?
cos(A@7 ﬁ) = %

[[AB]|.[[AC]|
. — — o de(@ﬁ)
bln(ﬁ,m) = m

ZB — ZA

|25 — 24l

20— RA
arg | —
ZB — %A

-

2.2 Inégalités triangulaires

RAPPEL : Soient A, B,C' trois points du plan. Alors d(A, B) < d(A,C) +
d(B,C) avec égalité si et seulement si C' € [AB].

dessin illustratif

Cette propriété géométrique a ’analogue suivant chez les nombres complexes :

PROPOSITION : (inégalités triangulaires)

Soient z et 2’ deux nombres complexes, alors :

L |z+ 2 < |2+ |¢];

N < |z =7

2. ||z| =

10



— interprétation géométrique
démonstration

— remarque : cas d’égalité

— exemple simple d’application

2.3 Formules de changement de repéere

@OPOSlTlON :

Soient R = (0; _z> 7) et R' = (Q, W, V) deux reperes orthonormaux et M
un point du plan tels que : Q(zq; ya), M(z; y), U ( g ) et U ( gi > dans
R. Alors, notant M (X; Y) les coordonnées de M dans R’, nous avons :

X = (v —mzo)a+ (y—yo)B
K Y = (z —xq)d + (y — ya) '

\

/

‘ e 1/v2 ~1/v2 données .
Ezemple : On considere @ ( 1/\/5> et 7 < 1/v2 . Coordonnées de M (1; 1)
dans R' = (0; , 7).

2.4 Coordonnées polaires

- =
J

On se place dans un repere orthonormé direct (O; i, j) et on appelle dans
)
)

cette sous-section : 1/ (6) ( z?sgz; ) 7 (9) ( _CSZSEZ

)

)

PROPOSITION :

‘ B = (U (), 7 (0)) est une base orthonormée directe, appelée base polaire.

conséquence : R’ = (0; @ (0), 7' (6)) est un repere orthonormé direct appelé
repere polaire d’angle 6 et de pole O.

REMARQUES :
(1) Laffixe de W (0) est 25 = ;

(2) Laffixe de 7(9) est zp = ie?;
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PROPOSITION :
On considere R = (0, B) un repere orthonormé direct.
1. Soit 7 un vecteur tel que ||7|| = 1 (un tel vecteur est dit unitaire).
Alors il existe 6 € R tel que U = 095(9) dans B;
sin(0)

2. (coordonnées polaires) Il existe un couple (p, #) de réels tel que : O—>M =
\ p7(9). Un tel couple est appelé coordonnées polaires de M.

REMARQUES :
(1) On n’a pas unicité en général, sauf si ’'on impose p > 0 et 0 €] — m; 7] ;

(2) en reprenant les notations de I’énoncé, nous avons zy; = pe’.

lien polaire/cartésien : si (z; y) et (p; 6) représentent respectivement les co-
ordonnées cartésiennes et polaires d’un point M du plan, alors nous avons les
relations :

{ x = pcos(f)
y = psin(f)

2.5 Barycentres

DEFINITION :

du plan et a un nombre réel;

OQGAQ + ...+ Ot”GAn =0 ]

de la famille de points.

@ H Le barycentre n’existe que si la somme des pondérations est non nulle!!!

Lzemples :

(1) Pour A et B distincts, il n’existe pas de points G tel que : G—>A — @ = 6>
(2) isobarycentre de deux points distints A et B;

(3) barycentre de (A,2) et (B,1);

12

1. On appelle point pondéré la donnée d’'un couple (A, ) ot A est un point

2. Lorsque ay + ... + o, # 0, on appelle barycentre d’une famille de n points
pondérés (Ag,ay), avec 1 < k < n 'unique point G tel que : ayGA; +
H _>

3. Si les pondérations sont de plus égales a 1, on dit que G est I'isobarycentre



(4) barycentre de (A, 1) et (B,2).

@OPOSITION : \

1. Le barycentre de deux points est le situé sur la droite passant par ces
deux points ;
2. (invariance par multiplication par une constante non nulle) Le bary-

centre de la famille des n points (A4, ) est le méme que celui des n
points (A, Aay,), avec A # 0

3. (associativité du barycentre) On considere les n  points
A, Ag,y oy Ary Ari, ..., A, du plan de pondérations respectives
1, 2, Oy Qg 1, -0, @y On note (et on suppose existence) du bary-
centre G des n points Aj,..., A, et du barycentre G’ de Ay,..., A,

munis des pondérations précédentes. Alors G est la barycentre de

\ (Gon+ .+ ap), (A, Qrg1), ooy (Any ). j

Ezemples :
(1) Construction de Iisobarycentre de 3 points;

(2) Construction de l'isobarycentre d’un carré.

@OPOSITION : N

Soit G le barycentre des n points pondérés (Ay, ay), ..., (A, ap) et R un
repere cartésien. Alors, si les points Ay, ..., A, :

1. ont pour coordonnées respectives (z1; 1), ..., (Tn; yn) dans R, alors
les coordonnées (z¢g; yg) du barycentre sont données par les formules :

_ a1$1+~-~+anxn. _ O‘lyl+~-~+anyn.

)

G
o]+ ..oty o]+ ..oty

2. ont pour affixes respectives z1, ..., z,, 'affixe du barycentre est donné
par la formule :

a1z + ...+ anzy

\ 6= a4+ ... +ay ’ /

Ezemples :
(1) Coordonnées du milieu de deux points A(1; 2) et B(—4; 6);
(2) coordonnées de 'isobarycentre de A(1), B(4) et C(1 +1).
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3 Droites et cercles du plan

Estimation : 3h30

Sauf mentions contraires, on notera dans la suite R = (0; ¢, j ) un repere
orthonormé direct associé.

3.1 Droites
(a) caractérisations équivalentes : Une droite D est donnée :

e soit par la donnée de deux points distincts A et B. On note alors D =
(AB);

e soit par la donnée d’'un point A et d’un vecteur non nul. O note alors
D=A+RU ={MeP/M=A+tw}. On dit que & est un vecteur
directeur de D et la direction de D est I’ensemble des vecteurs colinéaires
A ;

e soit par la donnée d’un point A et d’un vecteur normal 7. La droite D

est alors I’ensemble des points M tels que AM et 7 sont orthogonaux :
— 5 T
D={MeP/AM. W = 0}.

(b) équation cartésienne d’une droite :

PROPOSITION :
1. Soit D une droite et M (z; y) dans R. Alors M € D si et seulement si il
existe a, b, c tels que az+by+c = 0 avec a et b non nuls simultanément ;

2. Réciproquement, ’ensemble des points M du plan de coordonnées
(x; y) dans R tels que ax + by + ¢ = 0 avec a,b,c réels et a et b
non nuls simultanément est une droite.

DEFINITION :

1. On appelle équation cartésienne de D toute équation associée a D de la
forme azx + by + ¢ = 0 avec a, b, ¢ réels et a, b non nuls simultanément ;

2. Si de plus a® 4 b = 1, on dit que I’équation cartésienne est normale.

Une droite admet une infinité d’équations cartésiennes, on n’écrira

donc JAMAIS « L’équation cartésienne », mais plutét « UNE équation

cartésienne »

(1) équation cartésienne de la droite (AB), avec A(1; 0) et B(0; 1);

14



(2) équation cartésienne normale de la droite (AB);

(3) équation cartésienne de la perpendiculaire a (AB) passant par A.

REMARQUES :

(1) Deux équations cartésiennes d’une méme droite ont leurs coefficients
qui sont proportionnels;

(2) Si ax + by + ¢ = 0 est ’équation cartésienne d’une droite D, alors D
passe par l'origine si et seulement si ¢ = 0;

(3) Si az + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de D, alors :

o = ( Z ) est un vecteur orthogonal a la droite;

—b .
o U = ( u ) est un vecteur directeur de D ;

e une équation est normale si et seulement si le vecteur directeur associé
est de norme 1. Une droite admet donc deux équations normales.

(c) équation polaire d’une droite : On cherche une équation vérifiée par les
coordonnées polaires (p, #) des points différents de origine.

(1) équation polaire de la droite d’équation cartésienne : z +y = 0;
2) équation polaire de la droite d’équation cartésienne : x +y —1=10;

2)
(3) équation cartésienne de la droite d’équation polaire : § = 3 [27];
(4)

2
4) équation cartésienne de la droite d’équation polaire : p =

"~ cos(f)

PROPOSITION :
Toute droite D :
1. passant par lorigine admet une équation polaire de la forme :
6 =constante [r];

2. ne passant pas par lorigine admet une équation polaire de la forme
a

p=———— avecc#0,r #0,0 € R.
recos(6 — )

(d) paramétrisation d’une droite :

PROPOSITION :

Une droite D de vecteur directeur o ( ;

admet une représentation paramétrique de la forme : {

) et passant par le point A(a; b)

T =a+ta
y=b+1t8

Ezemples :
(1) représentation paramétrique de la droite (AB) avec A(0; 1) et B(1; 0)
=1

(2) équation cartésienne de la droite d’équation paramétrique : { Y= 142t

REMARQUES :

(1) Une droite admet plusieurs représentations paramétriques : on peut
changer de vecteur directeur ou de point A;
. = t . . Lo , .
(2) Si r=atio est une représentation paramétrique d’une droite D,
y=b+1tp
alors :

oW < g ) est un vecteur directeur de D;;

o < 7@ ) est un vecteur orthogonal a D.

(e) distance d’un point & une droite :

DEFINITION :

Soient M un point et D une droite. On appelle distance de M a D, et on note
d(M, D) la plus petite distance M N ot N décrit D.

REMARQUES :
(1) d(M,D) = MH ou H est le projeté orthogonal de M sur D.

PROPOSITION :
Soient M (x¢; yo) un point du plan et D la droite d’équation réduite ax +
by + ¢ =0. Alors :

_axo 4 by +

d(M,D) = N anr

16



Ezemples : (d) représentation paramétrique d'un cercle :

(1) Distance de lorigine & D d’équation cartésienne x +y — 1=0; PROPOSITION

Un cercle C de centre Q(a; b) et de rayon R admet une
x =a+ Rcos(f)

3.2 Cercles ‘e . o .
représentation paramétrique de la forme : { y— b+ Rsin(9) ° eR.
(a) caractérisations équivalentes : Un cercle C est donné :
e soit par son centre €2 et son rayon R : C = {M € P/QM = R},
A% % .
e soit par son diametre [AB] : C = {M € P/]V[A.]\/[§ =0} 3.3 Intersections
(b) équation cartésienne d’un cercle : (a) de deux droites :
PROPOSITION : [PROPOSITION : N
(a) Le cercle C de centre Q(a; b) et de rayon R admet une équation, appelée Soient D et D’ deux droites d’équations cartésiennes respectives : ax + by +
équation cartésienne, de la forme : (z — a)? + (y — b)? = R?; c=0et dz+by+c =0. Alors :
(b) Réciproquement, si (a; b) € R? et ¢ > 0, 'ensemble des points M (x; y) a o , .
du plan tels que : (x — a)? + (y — b)? = c est 'équation d’un cercle de (a) si b v | T 0. D et D' sont paralleles ou confondues;
centre (a,; b) et de rayon /c. 0 d
b) si 0, D et D' sont sécantes en un unique point dont les
b v
REMARQUE : Si ¢ > 0 I'ensemble des points M (x; y) tels que : (z — a)? + domnd . © olutions d e . ATt by = —c
(y — b)? = c est 'ensemble vide (Si ¢ = 0, 'ensemble est réduit a Q(a; b)). \_ coordonnées (z; y) sont solutions du systeme : de+Vy=— j
Ezemples :
(1) (?quat%on cartiés-ienne du cercle C d.e ce\ntre (1; 2) et de rayon 4; Ezemples :
(2) équation cartésienne du cercle e diametre AB, avec A(~1; 0) et B(1; 1); (1) nature de l'intersection de D : y = x et D' d’équation cartésienne z +
(3) Identifier I’ensemble des points du plan d’équation : x2 — 4z + y* + 6y — y—1=0;

23 =0, puis déterminer les éléments caractéristiques. (2) coordonnées du point d’intersection dans I'exemple d’avant.
(¢) équation polaire d’un cercle d’un cercle passant par l'origine : le principe

est le méme que pour les droites. (b) d'un cercle et d'une droite :

Ezemples : PROPOSITION :

(1) équation polaire du cercle unité; Soient C le cercle de centre €2 et de rayon R et D une droite. Alors :

(2) équation polaire du cercle C de centre (1; 1) et de rayon v/2; (a) si d(2; D) < R, C et D se coupent en deux points ;

(3) équation cartésienne du cercle d’équation polaire p = 2 cos(6). (b) sid(€; D) = R, C et D se coupent en un seul point M. De plus D est
tangente au cercle en M, et (QMj) et D sont perpendiculaires ;

Tout cercle C passant pas par l'origine admet une équation polaire de la

‘PROPOSITION : (c) sid(Q; D) > R, C et D ne se coupent pas;
forme p = rcos(f — ¢), avec r > 0 et p € R.

illustrations graphiques
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(1) nature de l'intersection du cercle unité C avec la droite D d’équation
1
y=z+3;

(2) coordonnées du point d’intersection de 'exemple d’avant.

4 Lignes de niveaux
Estimation : 1h

La version vue en cours est simplifiée et plus courte

(a) présentation :

DEFINITION :
Si f est une application de P vers R et A € R, on appelle ligne de niveau
I’ensemble S des points M du plan tels que f(M) = A.

(1) f(M)=0OM, ou O est Porigine;

(b) quelques exemples
D f(M)=MA?+ MB?* + MC? avec A, B, C non alignés.
2 f(M)= 7m, avec U # 6> et A un point. On distingue deux cas :

—si A =0, alors S est la droite orthogonale & U et passant par A;
— 81 A # 0, alors on appelle H le point de la droite tel que 7%?] =\ (un

tel point H existe et est déterminé par la relation : fﬁ[ = )\” ”2)
u

Alors : 7%1—M> = A
TAM - 7. AH

=

o TAM-T.AH=0
o T.(AM - AH) =0
o W.HM=0.

Ainsi, S est la droite orthogonale & D passant par H.
REMARQUES :

(1) En faisant varier A, on obtient toutes les droites orthogonales a D

19

—

= f(M) = det(W,AM) , avec U # T et Aun point. On distingue deux
cas :
— 81 A =0, alors S est exactement D ;

— 81 A # 0, alors on appelle D' la droite passant par A et orthogonale
A U et H le point de D' tel que det(?,zﬁ) = A (un tel point H

existe et est déterminé par la relation : zﬁ = det( )’ Alors :
e , 1

=4

< —

& det(T, AM — AH) =0
=

det(w, HM) =0
Ainsi, S est la droite parallele a D passant par H.
REMARQUES :

(1) En faisant varier A, on obtient toutes les droites paralleles a D.

20



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 4 Mathématiques TSI-1

(Géométrie dans le plan |

Dans tous les exercices, sauf spécifications contraires, le plan est muni du repere orthonormal direct
(0; i, j) etles coordonnées des points sont données dans ce repére

Exercice 1 : Soient @ et ¥ deux vecteurs. Montrer que :

L 27 =5 (17 + 7P~ [7 - 7|P);
2. Montrer que : det (7; ¥)* + (7. 7)% = || 7|} 7|~

Exercice 2 : Calculer l'aire du triangle défini par A(1; 2); B(3; 5) et C(—1; 4).

— —
Exercice 3 : Soient U = 37 +47 et Q(2; 3). Calculer |]7|| puis trouver une base orthonormée
- —
directe (7, 7) telle que @ = Hﬁll et expliciter les formules de changement de reperes entre (O; i, j )

et (U, 7).

Exercice 4 : Soient A(—1; 1), B(1; —2).
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice A de (AB).
3. Déterminer une équation cartésienne de la droite d perpendiculaire & (AB) passant par le point
c(1; 1).
4. Déterminer une équation cartésienne de la parallele & (AB) passant par C, notée d’.
5. Déterminer les coordonnées du point D d’intersection de d avec A.
6. Calculer la distance de B a d.

Exercice 5 : Soient A(—2; 0) et B(1; 1). Déterminer une équation cartésienne du cercle de diametre
AB.

Exercice 6 : Soit ABC un triangle quelconque. On note a, b, ¢ les longueurs respectives de BC', AC,
AB et p son demi-périmeétre.

1. Montrer que a? = b? + ¢ — 2bc COS(E, zﬁ) (formule d’Al Kashi)
2. Montrer que det(zﬁ,zﬁ)2 + (Eﬁ)Q = b?c2.

3. On note S laire du triangle ABC. Déduire des deux questions précédentes la formule :
S =p(p—a)(p—0)(p—o). ( formule de Héron)

Exercice 7 : Soient D et D’ deux droites d’équations respectives : 3z —4y+4 = 0 et 12z +5y—5 = 0.
Déterminer une équation cartésienne, puis une équation polaire de chacune de leurs bissectrices.

Exercice 8 : On note C la courbe représentative de la fonction exponentielle, et D la droite d’équation
réduite : y = 2x — 3.



1. Montrer qu'il ’existe un point M (zo; yo) de C' tel que la distance de M a D soit minimale, puis
déterminer cette distance.

2. Que peut-on dire de la tangente a C' en xy par rapport a D7

1
Exercice 9 : Soient D,, la droite passant par A(—2; 0) et de vecteur directeur U, < m >, et C la

courbe d’équation z? 4 y? — 22 — 4y = 0.
1. Montrer que C est un cercle et déterminer son centre et son rayon.
2. Déterminer suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection de C et D,,.
3. En déduire les tangentes a C issues de A.

Exercice 10 : Soient D la droite d’équation z +vy+1 = 0 et Cy la courbe d’équation z% + 3% — 2\x +
2y + 2 = 0. Discuter, suivant A la nature de Cy puis 'intersection de D et Cy.

Exercice 11 : Déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe z tels que :
(a) P(1), M(2) et N(z%) forment un triangle rectangle; (b) M(z), N(1) et P(—i) soient alignés.

142

1=, Solt :

Exercice 12 : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que le nombre v =

(a) réel; (b) imaginaire pur; (c) de module 1.

Exercice 13 : Résoudre |z — 2i| = |z + 2| algébriquement puis géométriquement.

1
Exercice 14 : Pour quels nombres complexes non nuls z, le nombre complexe z + — est-il réel 7
z

Exercice 15 : Le plan est muni du repere orthonormal direct (0;7,7). Soient €2(2;3) et U =
PP Sy L, = -
(V3 +j)et7:§(—z +v3 7).
1. Montrer que (2 U, 7) forme un repeére orthonormé direct.
2. Soit D la droite d’équation y = x + 1 dans (O; 1, ). Déterminer une équation cartésienne de D
dans le repere (£2; , 7)
3. Soit C le cercle d’équation X2+Y?—2 = 0 dans (€; 7, 7) Déterminer une équation cartésienne
du cercle dans le repere (O; i ,7)
4. Déterminer les coordonnées des éventuels points d’intersection de D et C dans le repere (O; ?, ?

).

Exercice 16 : Soient A, B, C trois points du plan non alignés et A un réel.
1. Déterminer I’ensemble des points M tels que : 2M A? + 3M B? — 4MC? = \.
2. Déterminer I’ensemble des points M tels que : 2M A% + 3M B? —5MC? = \.

Exercice 17 : Reconnaitre les courbes d’équations polaires :

1 .
(a) p= cos(0) + 3sin(0); (b) p=3cos(f) — 4sin(0).

Exercice 18 : Pour t € R, on note D; la droite d’équation : (1 — )z + 2ty = —(1 + )%
1. Pour t # t/, Déterminer une condition sur ¢ et ¢ pour que D; et Dy soient paralleles.
2. Soient t et t' (t # t') tels que Dy soit perpendiculaire & Dy et M(x; y) les coordonnées du point
d’intersection.
(a) Montrer que t et ¢’ sont les racines du trinéme : T(X) = (1 —2) X% +2yX + 2 + 1, puis en
déduire une expression de 01 =t +t' et o9 = tt’ en fonction de x et y.
(b) Exprimer 2 + 2 en fonction de o1 et o3, puis en déduire une équation vérifiée par z et y.
3. Déduire de la question précédente I'’ensemble des points M par lesquels passent deux droites
perpendiculaires de la famille.
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
S. GAUTIER Mathématiques TSI-1

‘Limites de fonctions et asymptotes I

~» 4h30h
Notations : On note, sauf mentions contraires :

e { une fonction définie sur un ensemble D C R;
e [ un intervalle (non vide) inclus dans D ;

e 1z un point de I ou une borne finie de I (exemple : I =]0; 4o0[ et x5 = 0).

1 Opérations élémentaires sur les limites

Estimation : 1h



1.1 Somme, produit, multiplication par un réel

4 Quotient :

Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
S. GAUTIER Mathématiques TSI-1 limf(.?:) I I 7& olL 7& ol 7& 0
r—a
|Operat|0ns usuelles sur les limites de fonctions I limg(z) | L' #0| 0F 0- 0
r—a
lim /(@)
Notations : f et g sont deux fonctions réelles de la variable réelle définies sur a—a g(x)

D. En I’absence de précision, La lettre a représente zy, +00 ou —oo.

1 Somme :

f@) = gla) = ..
i (a) (b)
ngif(r) L L L | 400 | —00 |+ F@) = gl@)=...
}LI}I%Q(I) L' | 400 | —00 | 400 | —00| —00 fly=...; g(z)=...
ORE ' (c)
U@+ alo) R I E T C
Forme indéterminée : 5 Exemples d’applications :
lim sh(x) :
F(2) = w5 gla) = =20 | f(x) = a3 g(a) = —a @), Lo shla)
:I'Hrllocg(x): Ll—lffacg(f): (b) IEIPN ch(x) :
i (@) +g(@)= | T (/(x) +g(a))=

2 Multiplication par A € R* : 222 (¢) lim th(z) :
. r—400 - '
lim A f(z)
Tr—a

3 Produit :

(d) lim tan(z) :

lim f(x) L |[L#0| 0 oo | Forme indéterminée :
T—a -

fla) = % g(z) ==

lim g(z) r 00 3 | o0

r—a

lim f()g(x)

r—a

fla) =15 glx) = ...




1.2 Composition

PROPOSITION :
Soient f définie sur D et g définie sur D’ telles que g o f ait un sens.
Alors, pour a et b quelconques (infinis, bords d’intervalles des domaines de
définitions ou appartenant aux domaines de définitions correspondants) :

lim f(z) =0

r—ra 1 B
limg(x) = L } = lmgo f(z) =
T

FEzemples :

@ lpe

: 1/x
(3) lim e

1
(4) lim In <1 + 7)
T—+00 x

2 Formes indéterminées classiques

Estimation : 1h30

2.1 Croissances comparées

6ROPOSITION : (croissances comparées)

Soient « et 8 deux nombres strictement positifs. Alors :

(n(2))” _

1. lim 0;
T—+00 x®

2. lim 2 |In(z)|’= 0;
lim 2% [ln(z)|"= 0;

3 ——0;

. lim -
T—+00 (em)d

\_ 4. lim |z[* (e")’=0.

T—>—00

Ezemples :

(1) lim

(In(x))*

T—+00 ﬁ ’
(2) lim zln(z);
=0+t

(4) lim

i

T—+00 ¢~ %

5) li .
(O) Jrggz

2.2 Utilisation de la dérivabilité en un point

f(x) = f(z0)

RAPPEL : f/(z) = lim 12— 110

TTo T — Xy

(1) lim

z—0

(2) lim

z—0

(3) lim

z—0

(4) lim

z—1

sin(z)
]

x
e’ —1
x
In(1 + )
x
In(x)
r—1

)

)

2.3 Expressions avec radicaux

Meéthode : pour lever des formes indéterminées, on peut utiliser 1’expression
conjuguée.

Ezemples :

(1) lim Vo +1-—+x;

T—+00

(2) lim

z—1

In(x)

r—1




2.4 Expressions rationnelles

Méthode : On factorise le numérateur et le dénominateur.

21+ 3
(1) lim TS,

T—+00 x,l ’
a2ty —3
(@) Iy ————

3 Application : la notion d’asymptote

Estimation : 1h30

On note Cy la courbe représentative de f dans un repere orthonormé direct R.

3.1 Asymptotes horizontales

DEFINITION :

On dit que Cy admet la droite d’équation : y = b comme asymptote horizontale
lorsque f admet b pour limite en +o00 ou —oo.

Ezemples :

3.2 Asymptotes verticales

DEFINITION :

On dit que Cy admet la droite d’équation : x = a comme asymptote horizontale
lorsque f admet +00 ou —oo pour limite & droite ou a gauche de a.

3.3 Asymptotes obliques

DEFINITION :

On dit que C; admet la droite d’équation : y = ax +b comme asymptote oblique
lorsque : hIJ}l (f(x) —ax —b)=0o0u lim (f(z)—ax —b)=0.
T—+00 T——00

Egemple : f(r) =z + 5.

REMARQUE : En pratique, pour déterminer a et b, on procede comme-suit :
x
e On calcule lim m On note a sa valaur;
r—+oo I
e On calcule lim (f(z) — az). On note b sa valeur;
T—+00

e Alors D : y = ax + b est asymptote oblique.

Ezemples :
(1) f(z) =V1+22



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 5 Mathématiques TSI-1

[Limites de fonctions et asymptotes |

Exercice 1 : Déterminer les limites des fonctions suivantes au point x :

tan(z) A 1 — cos(z) B sh(z)
@) z 0 0T 0 (b) 2 0 0= 03 (c) L o= 0;
In(cos(x)) T r—1
d =0: — 0 ¢ _ 1
(d) L 0; (e) w1 Yo 0; (f) )’ 20 = 1;
sin? () N L ,
() 1= cos(z) 2z0=0; (h) Vzln(z), zg=07; (i) e — 322 —1 20 = +oo;
. 2+1 1 n . 3 )
() e* —x, x9=400; (k) m@w xg=0", puiszg=0"; (1) In(x)—2% =x9=4o0;
In(z) . ,
(m) cr 0 L0 = 0% (n) zv/z (e7")", o = 400 (0) we™, xp= —00;
ev® . 1
(p) x3 Lo = +OO’ (q) zln (1 + }) y, Lo = +OO> (I‘) xsh (E) , To= —+00.

Exercice 2 : Calculer les limites suivantes aux points proposés :

x—1 2?4+t —14 V2r+1-1
(a)ﬁenl, (b) pe— en 2; (c)fen(),

x—1 () \/x+_54—3 nd: (f) x en 0+

d) —————en 1let —2; v
()\/m x VaZ+1-1

x?24+1-3z
4+ 22+ 1—2(z+1)en +oo; (h) ————— en 400 puis —oo; (i) V3 +2 — z en +oo.
(@) v (@41 ) Yo oo 0 ¥

Exercice 3 : Déterminer les limites suivantes aux points proposés :

(a) f(z) = (n(z))Y*, en +00; (b) f(z) = 2™ — 2% en 0T puis +o0; (c) f(z) = (ch(z))™® en 0T puis +oc.

Exercice 4 : Déterminer les asymptotes aux courbes représentatives des fonctions suivantes :

(3) £(2) = (2 +2D)(1+e772); (b) (@) = In(eh(z)): () (@) = Tt ),
Exercice 5 : On considere la fonction f définie sur |0; +oo[ par : f(z) = zln <$ i 2> + Z + %

1. (a) Montrer que f admet au voisinage de +o0o une asymptote oblique dont on déterminera
I’équation réduite.
b) Déterminer : lim f(z).

( ) z—0t

2. (a) Pour x > 0, on pose : g(z) = In(zx +2) — In(x) — % + 1. Etudier les variations de g.
(b) En déduire le tableau de variations de f.

(¢) Tracer la courbe représentative de f le plus précisément possible.
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
S. GAUTIER Mathématiques TSI-1

‘Courbes planes paramétrées I

~ 8h
On note P le plan usuel orienté dans le sens trigonométrique et B I’ensemble
des vecteurs du plan.

1 Fonctions vectorielles

Estimation : 1h30

1.1 présentation

DEFINITION :

‘ On appelle fonction vectorielle toute fonction 7 :R— B

Ezemples :
- — — — . .
(1) siB= (7, j),alors U telle que @ (t) = cos(t) 7 +sin(t) j est une fonction
vectorielle (illustration graphique);
R . t .
(2) De méme, toujours dans B, T telle que 7(15) = < ; ) est une fonction
vectorielle définie sur R ;
(3) W définie par W (t) = ¢t (t) est une fonction vectorielle ;

(4) Avec les notations précédentes, la fonction 7 telle que Z'(t) = 27 (t) +
3% (t) est une fonction vectorielle.

1.2 limite d’une fonction vectorielle

On note, a =ty € R ou a = £o0.

DEFINITION :

Soient ¥ une fonction vectorielle et & € P. On dit que U tend vers ) lorsque
t tend vers a lorsque : }im || (t) — w)|| = 0.
l—a



PROPOSITION : (caractérisation en base orthonormée)

=\

Notant B une base orthonormée, i (t) < 28 ), et 1

]
0 , ous avons
Yo

équivalence entre :
(i) @ tend vers U lorsque ¢ tend vers a;
(ii) lim2(t) = 2o ET limy(t) = yo.

1

Exemple : @ définie sur R* par 7(15) ( i ) admet ( (1) ) pour limite en +o0.

1
En effet : lim —=0ET hm 1 =1 (faire un dessin).

t—-+00

1.3 dérivation

On se place dorénavant dans la base orthonormée directe B = (

note : W (t) = <;8 >

DEFINITION :
On dit que U est dérivable sur D lorsque x et y sont dérivables sur D. On note

/
0 telle que W'(t) = < j,g; ) la fonction vectorielle dérivée.

(1) fonction vectorielle dérivée de o définie par : U (t) = COS(t)? + sin(t)?.

(2) fonction vectorielle dérivée de W définie par : U () = ( i )

PROPOSITION : (Regles de dérivation) )

Soient 7 et U deux fonctions vectorielles dérivables sur D et p:R—=R
dérivable sur D. Alors :

1. @ + ¥ est dérivable sur D et V¥t € D, (W + ) (t) = W'(t) + V() ;

2. La fonction vectorielle W telle que W (£) = ¢(t) W () est dérivable sur
D et Vt € D,W'(t) = ' () U (t) + o(t) W' (1) ;
3. La fonction réelle f telle que : f(t) = @ (t). 7 () est dérivable sur D
et Vi€ D, f'(t) = W'(t). V() + U (t).T'(t);
4. La fonction réelle g telle que : g(t) = det( (t ), 7 ) ) est dérivable sur
\_ DetVte D, g(t)=det(d'(t), T (t) + det( (), 7'(t)).

(1) Si U est une fonction vectorielle dérivable sur D, alors f(t) = || (t)||? est
dérivable sur D et pour tout ¢ € D, f'(t) = 27" (t). 7 (t);

(2) En particulier, si U est une fonction vectorielle de norme constante, alors
sa fontion vectorielle dérivée est orthogonale & u

(3) Si w(h) = ( :ﬁf((g)) ), alors sa fonction dérivée est orthogonale & . Elle

est en fait égale & U (0) ( _S;I;Eg )

1.4 utilisation en physique

On se sert tres souvent de ces notions en physique, notamment en mécanique.
En particulier :

—
e si M est un mobile se déplacant dans le plan, OM(t) (ou ¢ est le temps)
est une fonction vectorielle. Sa fonctlon vectorlelle dérivée est appelée le

vecteur vitesse, et noté : U (t) = LM OM —OM (t t);

e Le vecteur accélération est noté : E)(t) = % ='(t);

e Les régles de dérivation des fonctions vectorielles permettent notamment de
retrouver le théoreme de 1’énergie cinétique a partir du principe de Newton.
En effet, considérant un mobile que se déplace d’un point A & un point B,
nous avons sur cet intervalle de temps, d’apres le principe de newton :




md = . ?L La dérivation de I’énergie cinétique donne alors :

P _ 4 (L[ T|P)
' fmdtm?n)

V) (d’aprés ci-dessus)

=

N>>—‘l\'>

M

ﬁ
=m7.
(

(
47
T
V@)
7,
d(OL—?) = 7
= , .

dt
1
d [— &
== (01\4.2%)
d [~ —=—

k=1

Par conséquent, nous obtenons par intégration : E(B)—E(A) = Z(O? — 0OA)

ZO_é 04) ?k_ZA_B)?

k=1

2 Courbes planes paramétrées : présentation

Estimation : 1h30

2.1 interprétation cinématique

La notion de courbe plane paramétrée a pour origine le mouvement d’un point
M mobile dans le plan. Par exemples :

Strophoide droite cycloide

REMARQUES :
(1) Silon note z(t) Pabscisse de M au temps ¢ et y(¢) 'ordonnée de M au temps
t, le tableau de variation de la strophoide droite est de la forme suivante :

t —00 tl t2 t3 “+00
a'(t) + [ +0-1-=
1

/\
) / \

y'®) +\—(P—\+OO
NS

(2) Nous pouvons parcourir la méme courbe mais dans ’autre sens : deux mou-
vements différents peuvent décrire la méme courbe du plan;;

1

(3) Les dessins des trajectoires ont mis en évidence des éléments remarquables
de la courbe paramétrée :
points de rencontre de la trajectoire (points multiples) | points remar-
points ol la vitesse s’annule (points singuliers) } quables ;

e asymptotes & la courbe paramétrée.



2.2 définitions
DEFINITION :

dire telle que : f(¢t) = (x(t); y(¢));

le plus grand sous-ensemble des réels ¢ tels que f(t) existe;

par [ : I'= f(Dy) C R%

REMARQUES :

(1) Deux courbes paramétrées différentes peuvent avoir le méme support;

(2) Une courbe paramétrée peu’ﬂ)re vue comme une fonction vectorielle : on
peut en effet écrire : f(¢) = OM(t), avec M (t)(z(t); y(t));

(3) Une fonction de la variable réelle g : R — R, peut étre vue comme une

z(t) =

courbe paramétrée en posant : {
y(t)

t
g(t)

2.3 symétries et réduction du domaine d’étude

On considere f(t) = (z(t); y(t)) une courbe plane paramétrée définie sur un
ensemble D. Il est possible de restreindre I’étude, en vue d’obtenir le tracé
complet du support I', dans les situations suivantes :

© D est invariant par translation de T > 0(t € D <z + 1T € D) :et

On restreint I’étude & un intervalle de longueur 7' : on fait donc ’étude sur
Dn [—%; %] Puisque f(t+7T) = f(t) nous avons déja décrit le support.

= D est symétrique par rapport a l'origine :

1. On appelle courbe plane paramétrée toute fonction f : R — R2, c’est a

2. On appelle domaine de définition de la courbe paramétrée, et on note Dy,

3. On appelle support de la courbe paramétrée, et on note I', 'image de Dy

relation mathématique | réduction du domaine d’étude
. —t) = x(t . . ,
Si { (=) = z(t) On restreint I’étude sur DNR*. Le tracé du support
y(=t) = y(t) i
sur DNR™ coincide alors avec le support obtenu sur
DNRY.
. —1) = —x(t . , N
Si { IE—t; B _T((t)) On restreint I’étude sur D NR* et on complete par
y =Y symétrie de centre O.
. —1) =xz(t . , \
Si { zgit; B f( 2t) On restreint I’étude sur D NR* et on complete par
y =Y symétrie orthogonale par rapport a l'axe des abs-
cisses.
. —t) = —x(t . . R
Si { xE_ t; B (;U)( ) On restreint I’étude sur D NR* et on complete par
y =Y symétrie orthogonale par rapport a l'axe des or-
données.
. —t) =y(t . ) .
Si { xE—t; B ZEt; On restreint I’étude sur D N Rt et on complete
y n par symétrie orthogonale par rapport a la droite
d’équation y = x.

x(t+T)=xz(t)
y(t+T) = y(t)

2

symétrique de ¢ par rapport a ‘%’b) Alors, de la méme fagon :

= si D =la; b], pour t € [a; “—*’b],onpose:t’:aer—tG [‘%’b, b] (' est le

| oa(t) = x(¢) , b -
e Si , le tracé du support sur [%2; b| coincide avec le support
Lo 2o port sur [%5% 1
obtenu sur [a; %”] ;
] oat) = —x(t) . . R
e Si , on restreint I'étude sur [%“2; b] et on complete par
Y 5% )

symétrie de centre 0;

n_
o Si { x(tl) =x(t)
y(t) = —y(t)
symétrie par rapport a I’axe des ordonnées;;
N —
o Si { a:(t/) = —x(t)
y(t') = y(t)
symétrie par rapport a ’axe des abscisses;
N __
,&{Mp—ym
y(t') = =(t)
par rapport a la droite d’équation y = x;
x(t) = cos(t)
y(t) =sin(t) -

atb.

, on restreint 1’étude sur [T) b] et on complete par

atb.

> b} et on complete par

, on restreint 1’étude sur [

, on restreint I’étude sur [‘%b, b] et on complete par symétrie

Ezxemple : courbe paramétrée : {

8



= extensions : étude d'un exemple.

Considérons la courbe paramétrée : { . Cette courbe est définie

sur D =|0; +oo[. On pose I =|0; 1] et J = [ + [. Nous vérifions les points
suivants :

1y =
epourte D, > EXlite et { v ({) y(t)
y(;) ==

) =a(t)

etelsicel

1

on obtient alors le support sur D par symétrie par rapport a la droite
d’équation : y = x.

3 Eléments remarquables d’une courbe paramétrée

Estimation : 2h

3.1 tangente & une courbe paramétrée

DEFINITION :

Soient f une courbe paramétrée définie sur un ensemble D par f(t) =

(x(t); y(t), M(t)(x(t); y(t)) et N[(to)(x@); y(t0)). On dit que f admet une

tangente en M (to) lorsqu’il existe @y # 0 et des vecteurs o (t) colinéaires a

M (tg)M(t) tels que : }II? U (t) = W, La tangente est alors la droite passant
t—to

par M(Tp) et de vecteur directeur .

illustration graphique

Ezemple

le : Tangente en M (0; 0) & la courbe paramétrée : { Z

3.2 points remarquables

(a) points multiples

Ezemple

DEFINITION :

Soit f une courbe paramétrée définie sur un ensemble D par f(¢) = (z(t); y(t)).

1. Pour ¢y € D, on dit que le point de coordonnées (z(tp); y(to)) est multiple
w(to) = x(th)

y(to) = y(t)

2.si nous avons exactement k éléments de D pour lesquels

lorsqu’il existe (au moins) 1 # ¢ tel que : {

z(ty) = x(t1) = ... = x(ty) . ) .
{ y(to) =y(t) = ... = yty) ’ on dit que M(x(to); y(to)) est de multi-
plicité k ;

3. Un point de multiplicité 2 est appelé point double.

le : étude des points multiples de la courbe paramétrée { ;

(b) points singuliers

DEFINITION :

10



Soient f une courbe paramétrée définie sur un ensemble D par f(t) =
(x(t); y(t)), et dérivable en ty € D.

1) —
1. On dit que M (to)(z(to); y(to)) est singulier lorsque { Z,((::O; _8
0

2. Un point non singulier est dit régulier.

@OPOSITION : N

Soient f une courbe paramétrée définie sur un ensemble D par f(t) =
(x(t); y(t)), et dérivable en ty € D.

1. Si M (to)(x(to); t(to)) est régulier, alors f admet une tangente en M (tg)
J
de vecteur directeur : ( #/(to) > ;

y'(to)

2. Si M(to) est singulier ET :
o 90 (k)
t=to I(t) — l‘(to)

. 1
teur directeur g < ) ;
m

=m € R, alors f admet une tangente en M de vec-

t) — y(&
\ ° 1111? M = +o00, alors f admet une tangente verticale en M. /
t—to T — X(lp
3
(1) Tangente en M(0; 0) & la courbe paramétrée : o(t) = t2 t ;
y(t) = 1
(1) — 42
(2) Tangente en M(0; 0) & la courbe paramétrée : { ;g; B :;

3.3 Branches infinies et asymptotes

DEFINITION :

Soit f(t) = (z(t); y(t)) une courbe paramétrée. On dit que f admet une branche
infinie quand ¢ tend vers a (a € R ou a = +00) lorsque : ;im x(t) = £o0 ou
L —ra

lim z(t) = +o0.
t—a

La courbe paramétrée f(t) = (x(t); y(t)) admet une branche infinie en ¢y si et
seulement si nous sommes dans I'une des situations ci-dessous :

11

(1) L’une des deux limites est finie :
limz(t) = +o0
) t—a

. : tot h i t 1 d’ 7 t .
1]II1 y(t) =1y nous avons une asymptote norizontale en a d equation
—a

Y =Yo;
lim z(t) = o
(b) i;r”l (t) =+ : nous avons une asymptote verticale en a d’équation :
t—a Yl = =00
T =T
y(t
(2) les deux limites sont infinies : pour conclure, nous devons estimer ym %
t—a T

(a) Sicette limite est infinie, on dit que nous avons une branche parabolique
de direction ’axe des ordonnées;

(b) Si cette limite est nulle, on dit que nous avons une branche parabolique
de direction I’axe des abscisses ;

t
(c) Si cette est limite est finie, on note alors a = lim M On distingue
t—to r(f)

deux cas :
- CAS1: }im(y(t) —az(t)) = b € R. Nous avons une asymptote oblique
f—ra

en a d’équation : y = ax + b;
- CAS2: }im(y(t) — ax(t)) = £oo. Nous avons une branche parabolique
f—a

en a de direction : y = azx.

_ 42
(1) étude des branches infinies de la courbe paramétrée { o(t) =t ;
y(t) =t
(2) étude des branches infinies de la courbe paramétrée { ;((i)) i ; ;
o= t?—1
(3) étude de la branche infinie en 400 de la courbe paramétrée (t) = t+2 .
y(t) =t

4 Synthese : étude d’un exemple concret

Estimation : 1h

12



4.1 plan d’étude

Pour étudier une courbe paramétrée, on adoptera la démarche suivante :

1) étude du domaine de définition puis réduction du domaine d’étude;

4) détermination des points remarquables et des tangentes associées ;

(1)
(2)
(3) étude des branches infinies;
(4)
(5)

5) tracé du support en faisant figurer les éléments remarquables étudiés.

2) tableau de variation associé a la courbe paramétrée sur le domaine d’étude ;

4.2 exemple

3
z(t)=t——
Nous faisons ici I’étude complete de la courbe paramétrée : 3t

y(t) = 5
(1) étude du domaine de définition puis réduction du domaine d’étude :
e domaine de définition : I =R\ {0; 2} =] — oo; 0[U]0; 2[U]2; +o0.

2) tableau de variation associé a la courbe paramétrée sur le domaine d’étude;

(2)

(3) étude des branches infinies :

(4) détermination des points remarquables et des tangentes associées :
(5)

5) tracé du support :

4 B

13

14



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 6 Mathématiques TSI-1

[Courbes planes paramétréesj

Dans tous les exercices, sauf spécifications contraires, on se place dans un repére orthonormé direct
- =
O; i, j).

I

Exercice 1 : On considére une courbe paramétrée f définie sur R et telle que : f(¢) = (x(t); y(¢)).
On donne le tableau de variations associé sur Ry :

On sait par ailleurs que pour réel positif ¢, { ‘; (=) =y(t) Tracer le plus précisément possible le

support de la courbe paramétrée.

(t) =13 -t
y(t) =12 —t.

. Déterminer le tableau de variations sur R associé a la courbe paramétrée.

Exercice 2 : On considere la courbe paramétrée : {

1

2. Etudier les branches infinies et les éventuels points doubles.
3. Tracer le support I' de la courbe paramétrée.
4

. Montrer que I est inclus dans la courbe d’ équation cartésienne : y® = (y — z)(2y — ).

Exercice 3 : On considere la courbe paramétrée : In(t)

1. Simplifier les expressions : x (%) et y (%) puis proposer un domaine d’étude D de la courbe
paramétrée.

2. Dresser le tableau de variations sur D, étudier les branches infinies, puis tracer le plus précisément
possible le support de la courbe paramétrée.

2 _
Exercice 4 : On considere la courbe paramétrée : L 2 1 On note T son support.




1. Montrer que I' admet une asymptote oblique en ¢ = 1 que ’on précisera. Etudier la position de
I' par rapport a 'asymptote.

2. Déterminer le point double A.

3. Déterminer le tableau de variations, puis tracer I'.

4. Montrer que les tangentes a I' en A sont orthogonales.

+3
Exercice 5 : On considere la courbe paramétrée : t(g B ég(t +2) . On note I' son support.
t =
y(t) =+
y(t) 4
1. Mont t¢{—2, 0, 1}, 22 =1— —.
ontrer que pour t ¢ { } @) 2

2. Montrer que la courbe paramétrée admet une asymptote en ¢t = 1 que 'on précisera, ainsi que
la position de I' par rapport & I’asymptote en ¢t = 1.

3. Déterminer le point double.
4. Déterminer le tableau de variations, puis tracer le support de la courbe paramétrée.
5. Montrer que I' a pour équation cartésienne : 3 + > = 2y (on pourra poser y = tx).

t
=1 e

Exercice 6 : (Folium de Descartes) On considére la courbe paramétrée : 2
)= —.
y(t) 1+13

1. Pour t ¢ {0; —1}, simplifier les expressions : z (%) et y (%) puis proposer un domaine d’étude
de la courbe paramétrée.
2. Déterminer le tableau de variations associé sur | — oco; —1[U] — 1; 1[.

3. Montrer que la courbe paramétrée admet une asymptote en —1 dont on donnera une équation
réduite, puis étudier la position de la courbe par rapport a cette derniere.

4. Tracer le support I' de la courbe paramétrée.

Exercice 7 : (Astroide) On considere la courbe paramétrée : {

1. Déterminer les 4 points stationnaires de la courbe.
2. Tracer le support I' de la courbe.

Exercice 8 : Préciser les points stationnaires puis faire 1’étude de la courbe paramétrée :

{ x(t) =t(1 —€)
y(t) = In(ch(t)).

Exercice 9 : Pour ¢t € R, on note D; la droite d’équation y = tz et C d’équation x? + y? — 2z = 0.

1. Identifier C et déterminer les coordonnées du point d’intersection de C et D; que ’on notera
M (t). Faire une figure.

2. On note D la droite d’équation z = 1, P(t) le point d’'intersection de D avec Dy, et N(t) le point
de Dy déterminé par la relation : ON(t) = M (¢)P(t). Montrer que les coordonnées (z(t); y(t))
de N(t) sont tels que : z(t) = £, y(t) = =L puis tracer le lieu des points N(t) quand ¢

t2417 t241°
décrit R.
3. Pour t # 0, on note H(t) 'orthocentre de OAM(t), avec A(1; 0). Montrer que H(t) a pour
coordonnées : x(t) = ﬁj; y(t) = t(t:ijrll) Tracer le lieu de H(t) quand ¢ décrit R*.

x(t) = 3t

Exercice 10 : Existe-t-il une droite a la fois tangente et normale a la courbe paramétrée : { y(t) = 267




8. Primitives et équations différentielles linéaires
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Primitives et équations différentielles linéaires d’ordre 1 I

~> 5h
Table des matiéres

1 Primitives et intégrale

Primitives et intégrale 2
1.1 Ensemble des primitives d’une fonction continue . . . . . . . .. 2 Estimation : 1h30
1.2 Intégrale d’'une fonction continue sur un segment . . . . . . . . . 3
Calcul pratique de primitives et d’intégrales 4 1.1 Ensemble des primitives d’une fonction continue
2.1 Primitives usuelles . . . . . .. ... Lo 5
2.2 Opérations usuelles . . . . . . .. ... 7 , _
2.3 Intégration par parties . . . . . .. ... 8 DEFINITION :
On appelle primitive de f sur un ensemble D, et on note ff(m) dx, toute

Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre 1 9 fonction F dérivable sur D et telle que pour tout = € D, F'(x) = f(z).
3.1 Vocabulaire . . . ... ... ... 9
3.2 Equation complete et équation homogene . . . . . . .. ... .. 9 Ezemples :
3.3 Principe de superposition . . . . . . .. ... L. 10 (1) Une primitive de 0 sur R est .. .;

2) Une autre primitive de 0 sur R est par exemple .. .;
Résolution pratique 10 ) } p P P
4.1 Cas de I’équation homogene . . . . . ... ... ... ... 10 (3) Une primitive de 1 sur R est ...;
4.2 Méthode de variation de la constante . . . . . .. ... ... .. 11 (4) Une primitive de x sur R est .. .;
4.3 Synthese . . . . .. o 11
4.4 Bquations de la forme a(z)y' (x) + f(x)y(z) = ~v(z) . . .. ... 12 E . I

THEOREME : t d t
4.5 Probleme de Cauchy . . . ... .. ... ... ... ....... 12 O (existence de primitives)

‘ Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive.

(1) Une primitive de = sur R est ...;

8= 8=

(2) Une primitive de = sur R* est .. ..



@OPOSITION : )

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f
sur I. Alors :

1. Pour tout réel ¢, G(x) = F(x) + ¢ est une primitive de f sur [;

2. Réciproquement, si G est une primitive de f, il existe un réel ¢ tel
que : Vz € I,G(x) = F(x) + ¢ (c’est a dire « deux primitives différent
d’une constante ») ;

3. Pour z( et m fixés, il existe une unique primitive G de f telle que

\ G(xo) = m. )

Si I n’est pas un intervalle, deux primitives ne different pas forcément

d’une constante : par exemple la fonction f définie sur R* (qui n’est pas un

@ intervalle) et telle que { fla)=1si x >0 est une primitive de la fonction
f(x) = —1 sinon

nulle sur R*. La fonction 0 également, mais pourtant f et 0 ne different

pas d’une constante ( f — 0 = f n’est pas constante!).

Ezemples :
1) Les primitives de id sur R sont les fonctions de la forme : ...;

) 5
2) Les primitives de exp sur R sont les fonctions de la forme : .. .;
3)

)

4) L’unique primitive de exp valant 1 en 0 est .. ..

L’unique primitive de id valant 1 en 0 est .. .;

(
(
(
(

1.2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

PROPOSITION :
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a; b]. On note Fy et
F, deux primitives de f sur [a; b]. Alors : Fy(b) — Fi(a) = Fy(b) — Fa(a).

DEFINITION :

On appelle intégrale de f entre a et b, et on note : fub f(z) dx le nombre réel :

fab f(z)dx = F(b) — F(a), o F est une primitive quelconque de f sur [a; b].

REMARQUES :

(1) La proposition ci-dessus montre que la définition a un sens, c’est a dire que
ce nombre est toujours le méme quelle que soit la primitive F' de f sur
[a; b];

(2) On utilise la notation suivante : F(b) — F(a) = [F(x)]?

ar

Ezemples :
(1) Calculer fol 23 dz;

(2) Calculer ff Ldax.

2 Calcul pratique de primitives et d’intégrales

Estimation : 1h30



2.1 Primitives usuelles

Lycée Pierre-Paul RIQUET
S. GAUTIER

Année 2010-2011
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[Primitives usuelles |

Fonction f(x) Une primitive F(z) Domaine de validité
Fonction f(z) Une primitive F(z) Domaine de validité cos(z) sin(z) R
-n+T
", neN i R
n+1
sin(x) —cos(x) R
1 ‘,L.—n+l
—, neN-{1} i ] — 00,0[ ou 0, +-o0[
* nt tan(x) —In(| cos(z)|) 15 +km, 5+ (k+Dr[keZ
ZoTT
2, a eR—-1Z 10, +o00[ T
a+1 co2(2) =1+ tan?(z) tan(z) | =5 +kn, 5 +kn, keZ
I
- In(|z|) ] — o0,0[ ou ]0, 00| T
x arctan(z) R
1+22
. a”
a*;a>0,a#1 I R T
n(a) Wi arcsin(z) |—1,1]
exp(z) exp(z) R
*
ch(z) sh(z) R « «
* *
sh(z) ch(x) R
L th(z) R
>— =1—th*(z x
ch?(z)
th(z) In(ch(z)) R
I
argsh(z) = In(z + VI 22 R
Vi argsh(z) = In(x 2?)
I 6
— argch(;ﬁt': In(z + V2?2 —1) 11, 4o00[
72 —




Fzemples : primitives de /z, -, i 27,

2.2 Opérations usuelles

PROPOSITION : (linéarité de la primitivation)
Soient Fy (resp. F) une primitive de f (rep. fa) sur un intervalle 7. Alors :
1. Fy + F5 est une primitive de f; + f;
2. Pour A € R, AF} est une primitive de Af;.

(1) La dérivée de 2! est (a + 1)z°. Ainsi une primitive de f(z) = (o + 1)z®
est 2°*!. Par linéarité, pour a # —1, 2% = -1 x f(x) donc une primitive

1 " a+1
(0% a o .
de z est 72" ;

(2) Une primitive de 22 — 2 + 1 est .. .;
(3) Une primitive de 2e” est .. ..

On n’obtient pas la primitive d’un produit (ou d’un quotient) en faisant le

produit (ou le quotient) des primitives de chaque fonction!! Par exemple
3

i ) x
une primitive de -z est pas == 3
T PR
3

PROPOSITION :

Soient f une fonction continue sur un intervalle I de primitive F,et u une
fonction dérivable et telle que F o u ait un sens. Alors une primitive de
u' x f(u) est F(u).

On en déduit le tableau (non exhaustif) ci-dessous :

1) Primitive de tan(z) sur [ =]—3; 2[;

2) Primitive de

1
T sur I=]—-1; 4o0;

1

Tra)?
Primitive de e** sur R;

(1)
2)
(3) Primitive de sur [ =] — 1; +ool;
(4)
(5) Primitive de sin(3z) sur I = R;

(6)

6) primitive de e®* sur R.

La fonction u est dérivable sur un intervalle I.

Fonction f Une primitive sur
u' la foncti
= lafonction u el
u’ ne s’annule pas sur /
o 8 fonction u
f= \ﬁ’ est strictement positive F=2\u
Cosur [
I
f=1'u®, avec a # —1 F= uot!
a+1
f=de" T — et
f=u'sin(u) — cos(u)
f = cos(u) sin(u)

TAB. 1 — Primitives de formes usuelles

2.3 Intégration par parties

DEFINITION :

On dit qu'une fonction f définie sur D est de classe C' sur D lorsque f est
dérivable sur D et f’ continue.

@OPOSITION . (intégration par parties)
Soient u et v deux fonctions. Alors :

1. Si u et v sont de classe C! sur un intervalle I, alors :

2. Si u et v sont de classe C! sur un intervalle [a; b], alors :

b b
\ / o' (2)v(z) de = [u(z)v(z))’ f/ u(z)v'(x) dz.

(1) Primitive de f(z) = In(z) sur I =]0; +oo[;
(2) Calcul de [} In(z) dx;
3)

3) Primitive de ze” sur R;



(4) Calcul de fol xe dx.

3 Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre 1

Estimation : 1h

3.1 Vocabulaire

DEFINITION :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation de
la forme : a(z)y'(x) + B(x)y(x) = v(x), avec «, §,~ continues sur un ensemble
D.

REMARQUES :
(1) Les fonctions «, 3 sont appelés coefficients de I’équation différentielle ;

(2) v est appelé second membre de 1'équation différentielle.

(1) f(z) = e” est solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 (qui plus
est & coefficients constants) : v/ —y =0
(2) f(x) =In(x) est solution de I'équation différentielle zy' = 1;

(3) v = f avec f fixé et continue sur un intervalle I est un exemple d’équation
différentielle linéaire du premier ordre. L’ensemble des primitives est donc
un ensemble de solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1;

(4) ¥ = 1+ 5?2 est un exemple d’équation différentielle non linéaire. tan(z) est

une solution sur ]—%; %[

3.2 Equation compléete et équation homogeéne

DEFINITION :
On appelle équation homogene associée a I'équation différentielle (E) ¢/(x) +
a(z)y(z) = b(x) équation (Ex) v'(x) + a(x)y(z) = 0.

REMARQUES :

(1) L’équation homogene est aussi appelée équation sans second membre ;

(2) L’équation avec second membre est appelée équation compléte.

PROPOSITION :
1. Si y et yp sont solutions de I’équation complete, alors yg = y — yp est
solution de I’équation homogene ;
2. Réciproquement, si yp et ygy sont respectivement solutions de
I’équation complete et de I'équation homogene, alors y = yg + yp
est solution de I'équation complete.

REMARQUES :

(1) Autrement dit, si S et Sy sont respectivement I’ensemble des solutions de
I’équation complete et de ’équation homogene et yp est une solution de
I’équation complete, alors S = Sy + yp.

3.3 Principe de superposition

PROPOSITION :
Soit (E) a(z)y'(x) + By(z) = ¢i1(x) + ga(x) une équation différentielle
linéaire d’ordre 1. Si y; et yo sont respectivement solutions des équations
différentielles a(x)y'(z) + By(x) = gi(x) et ay'(x) + Py(z) = go(z), alors
y = y1 + y2 est solution de (E).

4 Résolution pratique

Estimation : 2h

4.1 Cas de I’équation homogeéne

THEOREME :
Soit (Eg) I’équation différentielle lindaire d’ordre 1 : y/(z) + a(x)y(z) = 0,
avec a continue sur un intervalle 7. Alors, notant A une primitive (quel-
conque) de a sur I, I'ensemble des solutions (réelles) de (Eg), noté Sy
est :
Su={Ce@,C e R}.

10



explications.

Nous avons : ¢ +ay =0 <

I <
|
|
Q

<

seR
=
<
Q_~—
Il
I s
b
=
IS
=
+
(o)

NSNS
I
Q
Q\
b
=
&
s
o
Q
I
o
1

() y —2y=0:8=..;
2y —t5y=0:Sg=...

4.2 Meéthode de variation de la constante

Elle permet de déterminer une solution particuliere de I’équation différentielle
y'(z) + a(z)y(z) = g(z). On rappelle que : Sy = {Ce @), C € R}, ot A est
une primitive de a sur I.

Le principe est le suivant : on cherche une solution particuliere de la forme :
yp(z) = C(z)e @ (c’est a dire de forme similaire aux solutions de 'équation
homogene mais avec C' que 'on ne suppose plus constant, d’olt le nom de la
méthode).

Nous avons :

yp solution de (E) < yp(z) + a(z)yp(z) = b(z)
& C'(2)e @) — C(x)a(x)e 4@ + a(z)O(z)e 4™ = b(x)
& C'(2) = b(z)e.

Ezemple : Solution particuliere de 3 — T2y = .

4.3 Synthese

Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la forme y'(z) +
a(x)y(z) = b(x), on procede comme suit :

e on résout ’équation différentielle homogene associée ;

e on détermine une solution particuliere de l'équation différentielle complete
(variation de la constante+principe de superposition);

e [’ensemble des solutions de 1’équation différentielle complete sont alors les
fonctions qui s’écrivent comme somme de la fonction particuliere et de la
solution générale de I’équation homogene.

11

Fzempple : Résolution de y' — ¥ = 1.

4.4 Equations de la forme o(2)y/ (z) + 8(z)y(z) = v(z)
On se ramene a la résolution de’une équation de la forme y/(z)+a(z)y(x) = g(x)
sur chaque intervalle olt a ne s’annule pas :

y(z) = % pour «(z) # 0.

a(x)y'(z) + B(z)y(x) = v(z) & ' (z) + a(2)

a(x) b(x)
(1) Résolution de zy' —y = z;
(2) Résolution de zy' +y = x.

4.5 Probleme de Cauchy

En cinématique, la trajectoire d’un mobile est uniquement déterminée par la
position et la vitesse initiale de ce-dernier. La question de sa généralisation
mathématique s’inscrit dans la notion de probleme de Cauchy.

DEFINITION :

On appelle probleme de Cauchy associé a I'équation différentielle linéaire du
premier ordre : «(t)y’ + 5(t)y = g(t), avec « et 3 continues sur un ensemble D,

le systeme :
{ a(t)y + Bty =g(t)
y(xo) = mo ’
ou g et my sont donnés. Un probleme de Cauchy est donc un systeme constitué
d’une équation différentielle et de conditions appelées conditions initiales.

g =
(1) Solutions du probléme de Cauchy : { y —ay=0

y(0) =4

PROPOSITION : (unicité du probléeme de Cauchy)

Soit I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la forme : ay/(z)+Sy(z) =
v, avec a, 3 et 7 continues sur un ensemble D. Alors, quelles que soient
les conditions initiales, les problemes de Cauchy associés admettent une
unique solution sur chaque intervalle ou1 « ne s’annule pas.

12



REMARQUES :

(1) On appelle souvent courbe intégrale l'unique solution d’un probléme de
Cauchy associé a une équation différentielle linéaire d’ordre 1;

(2) La proposition précédente s’énonce alors comme-suit : « deux courbes intégrales
distinctes associées a une méme équation différentielle ne se coupent pas »ou
encore « Si deux courbes intégrales associées a une méme équation différentielle
se coupent, alors elles sont confondues ».

vy —y=0
y(1) =m

I

Ezemple : Résolution du probleme de Cauchy sur ]0; +oof : {

avec m € R et dessin des courbes intégrales.

13



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 7 Mathématiques TSI-1

[Primitives et équations différentielles linéaires d’ordre 1 ]

Exercice 1 : Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur 'intervalle proposé :

20 +1 T 22 +1
I=R*; (b)) ——, I =R"; —\ I =R ;
@2 w0t reR @ 2 Tk
2z +1 . 2e+3 . | 1 '
(d) m, I—R+, (e) m, [—R+, (f) \/2x+17 I—:| 5, ‘i_OO|:7

e’ 1

(g) sh(4z), I =R; (h) 1 I'=Ry; (i) e 1 I'=R,.

Exercice 2 : Déterminer une primitive des fonctions ci-dessous sur l'intervalle proposé :

22 1 2 %
(a) ze®, I =TR; (b) 3¢ =, I =RY;
(c) sin(x)e™ @) | =R; (d) e R;
) ) 1+x27 ?
1 . 1 . .
(e) 1T I =] — o0; 1] puis Iz =]1; 4oo[; (f) @1 I =] — oo; 0] puis I =]0; 1[ puis I3 =|1; +o0];
1 1 . .
(8) 757> £ =1 -1 ool (h) —5— 11 =] —oc; —1[puis [z =] = 15 1[ puis I3 =]1; +ocf;
(‘)* eER, I =R%; (j) sin®(z), I=R
i 2 (@) e , I =RY; j) sin®(z), I =R.
Indications : pour (f), chercher deuz réels a et b tels que : z(xl_l) =2+ fir Procéder de méme
pour (h).

Exercice 3 : Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur l'intervalle proposé a I’aide d’une
intégration par parties.

(a) f(@) = zln(2), I=R%; (b) f(&)=In(l—2), I =] —oc; 1; (c) f(z) =a%e", [ =R.

Exercice 4 : Calculer les intégrales suivantes :

i 1 2
(a)/o 2% sin(x) dx ; (b)/o(a:Q—l)eSzdx; (C)/l(a;Z—i—l)ln(a:)dx;

X

W /1 @)y nen: (o) /1 In(z)2dt (1) /0 " e cos(x) da

0 /6 . w/2
(g)/ (x + 1) cos(z)e * dx; (h)/0 cos®(x) da ; (i)/o cos(z) sin?(z) dz ;

—T



w/2 0 —7/4
(j)/O sin®(x) cos(z) dx ; (k)/ sin?(x) dz ; (1)/ sin®(x) cos?(z) dx ;

—m/4 —7/2

1

1 1
(m)/ ch?(z)sh?(z) da ; (n)/ sh(z)ch3(z) dz ; (o)/O ch(x)sh3(z) d.

-1 -1

Exercice 5 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) ' + 2y = 0; (b) ¥ + day = x;

() ¥ + gy = eV/%; () y’+2xxgly= %;

() y' + sin(z)y = sin(z) ; () y' + tan(z)y = cos(x) I = |55 5;

(g) (1 4+ 22)y + 4y = 0; (h) ¢’ 4 tan(x)y = sin(z) cos(z), I = ]—g; %[,
O 0-ay+y=""2 () Q+ay y=1+a

(k) z(2? = 1)y + 2y = 0; () zy' + In(x)y = In(z);

(m) (1 —2Hy + 22y +22=0; (n) 2y — 2y =%
(0) ¥ +sh(z)y = sh(z) ; (p) (" = 1)y + (" + Dy = 3 + 2¢%;

(q) 2y’ +y = 2%e*, I =R%; (r) 2y —y =xIn(z), I =R,

Exercice 6 : Pour a € R, on note f, I'unique solution sur R’ de I’équation différentielle : ty'+y = —1
telle que : y(1) =a — 1.
1. Montrer que f}(1) = —a puis déterminer une équation de la tangente D, & la courbe représentative
de f, au point d’abscisse 1.

2. Montrer que les droites D, sont concourantes en un point que 1’on déterminera.

Exercice 7 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) 2yy’ = (14 y?)x; (méthode de séparation des variables)
(b) yy' =y*+1. (se ramener a l’étude d’une autre fonction).

Exercice 8 : Résoudre sur R I'équation différentielle : zy” — (1 + x)y’ + y = 0 en posant z =y’ — y.

Exercice 9 : Résoudre sur R I’équation différentielle : (1+e®)y” +2e%y' + (2¢* + 1)y = xe® en posant
z(x) = (14 €e%)y.

Exercice 10 : Déterminer les solutions de I’équation différentielle : 2%y’ = 2% + 3xy + y? définies sur
R* et ne s’annulant pas (Poser : t(z) = @ et montrer que t est solution d’une équation de Ricatti).
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Mathématiques TSI-1

~~» 5h45
On note P le plan usuel et R = (0; ¢, j) un repére orthonormé direct du

plan.

)

1 Généralités

Estimation : 1h30

1.1 présentation

DEFINITION :

1. Soient D une droite, F' un point n’appartenant pas a D et ¢ > 0. On appelle
conique de foyer F' et de directrice D, 'ensemble des points M du plan tels
que : MF = ed(M; D);

2. On appelle axe focal d’une conique la droite perpendiculaire a D passant
par F.

1.2 équation cartésienne dans le repére focal
Soient :
e ¥ un vecteur directeur unitaire de la directrice;;

e U un vecteur directeur unitaire de 'axe focal ;

e On suppose U et U orientés de plus dans le sens direct :



D D
focal U li focal
axe focal ——<—9¢-—---- - -=l=-——- —— axe focal
E 7
Cas 1 Cas 2

DEFINITION :
‘ Le repere R/ = (F; U, V) est appelé repere focal.

REMARQUE : Dans R’ :

(1) Taxe focal a pour équation : y = 0;

(2) la directrice D a pour équation : = —q avec ¢ > 0;
(3) Si M(z; y), alors H(—q; y).

PROPOSITION : (équation réduite)

Si 'on appelle p = eq > 0 le parametre de la conique C, alors C' a pour
équation cartésienne dans R’ :

2* +y* = (ex +p)*.

REMARQUES :

(1) D a pour équation cartésienne ex + p = 0. Plus généralement une équation
dans un repere orthonormée direct de la forme : (x —x0)%+ (y —0)* = (az+
by + ¢)? est I’équation d'une conique de directrice d’équation cartésienne :
ax +b+y =0 et de foyer F(zo; vo);

(2) Si nous avions autorisé e = 0, nous aurions obtenu 1’équation d’un cercle.

1.3 symétries

PROPOSITION :

‘ L’axe focal est axe de symétrie de la conique.

2 Parabole
Estimation : 1h

2.1 définition

DEFINITION :

On appelle parabole une conique d’excentricité e = 1.

2.2 équation réduite d’une parabole

Il existe un repere orthonormé Ry dans lequel une parabole C' a pour

PROPOSITION :
équation : Y2 = 2pX.

REMARQUES :

(1) Le repere Ry est obtenu en translatant le repere focal.

DEFINITION :
1. L’équation : Y2 = 2pX est appelée équation réduite de la parabole ;

2. Le point S (_7", 0) dans le repere focal est appelé sommet de la parabole.



2.3 syntheése 2.5 équations des tangentes

PROPOSITION :
Soient C' une parabole d’équation réduite y* = 2px et M (¢; yo) un point de
la parabole. Alors C' admet une tangente en M d’équation : yyy = p(z+xo).

PROPOSITION : (éléments caractéristiques de la parabole dans Ry)

Le tableau ci-dessous donne les expressions des différents éléments associés
a la parabole dans le repere Ry :

Parabole
sommet | foyer | directrice Egemples :
S(0;0) | F (g; 0) X=-2 (1) équation de la tangente en (1; 1) & la parabole d’équation : y? = x.
(2) équation de la tangente en (1; 1) a la parabole d’équation : y = 22.
4 c
2
> 3 Ellipse
N Estimation : 2h
F oy
Pl s\ 1
|
‘ 3.1 définition
l
ol 12 DEFINITION :
FIG. 1 - Parabole de paramétre p ‘ On appelle ellipse une conique d’excentricité e < 1.
Ezemples - 3.2 équation réduite d’une ellipse
(1) équation réduite, éléments caractéristiques et tracé de C' d’équation : y* = z.
(2) équation réduite, éléments caractéristiques et tracé de C d’équation : y = x2. PROPOSITION :
1. Il existe un repere orthonormé R dans lequel une ellipse C' a pour
Y2
équation : — + - =1, aveca > b > 0;
a b

2.4 représentation paramétrique N L. -
2. L’origine €2 de Ry est centre de symétrie de Iellipse.

PROPOSITION :
Soit C' une parabole d’équation réduite 4> = 2px. Alors C' admet une ,
o=t DEFINITION :
représentation paramétrique de la forme : ;P
y =




3.3

1. F et son symétrique F’ par rapport a  sont appelés foyers de Dellipse ;

2. D et son symétrique D’ sont appelées directrices de Dellipse ;

3. Si(a; 0) et Sj(—a; 0) (dans Ry) sont appelés sommets principaux de el
lipse ;

4. S5(0; b) et S5(0; —b) (dans Ry) sont appelés sommets secondaires de 1’el-
lipse ;

5. le cercle de centre €2 et de rayon a est appelé cercle principal de Uellipse.

synthése

PROPOSITION : (éléments caractéristiques de I'ellipse dans Ry) \

Le tableau ci-dessous donne les expressions des différents éléments associés
a Dellipse dans le repere Ry :

Ellipse d’équation : )(f—; + );—2 =1la>b>0
excentricité sommets foyers directrices | centre
. principaux (+a; 0) | F(c¢; 0) o2
e =< . X=4% | Q0; 0
€T secondaires (0; +b) | F'(—¢; 0) ¢ (0;.0)
=ad>—-b,c>0

F1G. 2 - Ellipse d’équation réduite : % + ij =1.

(1) nature et éléments caractéristiques de la courbe d’équation : g—z + Z—Z =1;

o
o

3.4 représentation paramétrique

PROPOSITION :

Soit C' une ellipse d’équation réduite z

a

+ Z,Z = 1. Alors C' admet une
{ x(t) = acos(t)
y(t) =

représentation paramétrique de la forme : *)
bsin

3.5 équations des tangentes

PROPOSITION :

Soient C' une ellipse d’équation réduite % C+ J2 =1 et M(zo; yo) un point
de Tellipse. Alors C' admet une tangente en M d’équation : T2 + ¥ = 1.

Ezemples :
(1) équation de la tangente en M (5; /1) a Dellipse d’équation : Z—; + Z—j =1;

3.6 caractérisation bifocale

PROPOSITION :

1. Si C est une ellipse de foyers F et F’, alors : MF + MF' = 2a;

2. Réciproquement, pour F et F” distincts, ’ensemble des points M tels
que MF + MF' est constante est une ellipse de foyers F et F'.

4 Hyperbole
Estimation : 1h30

4.1 définition

DEFINITION :

‘ On appelle hyperbole une conique d’excentricité e > 1.



4.2 équation réduite d’une hyperbole

PROPOQOSITION :
1. Il existe un repere orthonormé Ry dans lequel une hyperbole C' a pour
Y2
équation : — ——— =1, aveca > 0et b > 0;
a b

2. L'origine Q) de Ry est centre de symétrie de I’hyperbole.

DEFINITION :
1. F et son symétrique F’ par rapport & € sont appelés foyers de ’hyperbole ;
2. D et son symétrique D’ sont appelées directrices de I’hyperbole;

3. S(a; 0) et S'(—a; 0) (dans Ryp) sont appelés sommets de I'hyperbole.

4.3 synthese

@OPOSITION . (éléments caractéristiques de I'hyperbole dans Ry) N

Le tableau ci-dessous donne les expressions des différents éléments associés
a I’hyperbole dans le repere Ry :

Hyperbole d’équation : );—22 - );—2 =1,a>0b>0
excentricité | sommets foyers directrices | centre | asymptotes
e_c S (a; 0) F(c 0)
a S'(—a; 0) | F'(—¢; 0)
A=a?+b,c>0

X==£% [Q0; 0)| Y ==+2X

LEzemples :
(1) nature et éléments caractéristiques de la courbe d’équation : 2% — 3 = 1;

(2) nature et éléments caractéristiques de la courbe d’équation : y? — 22 = 1.

D
C
5
v
|
a |
A F
A
Q o P ‘
|
C [
|
a
€
b b
Yy=—-x Yy=——x
a a
2
Fia. 3 — Hyperbole d’équation réduite : g — %2 =1.
4.4 représentation paramétrique
@OPOSlTlON :
. ’ . 7’ . 2 2
Soit C' une hyperbole d’équation réduite Z; — % = 1. Alors :
a b

1. La branche positive (z > 0) a pour représentation paramétrique :
z(t) = ach(t)
{ y(t) = bsh(t) ’
2. La branche négative (z < 0) a pour représentation paramétrique :
z(t) = —ach(t)
{ y(t) = bsh(t)

-

4.5 équations des tangentes

PROPOSITION :

Soient C' une hyperbole d’équation réduite j—;—z—j = 1l et M(zg; yo) un point
de I'hyperbole. Alors C' admet une tangente en M d’équation : 2 — 40 = 1.

(1) équation de la tangente en M(1;/0) & lellipse d’équation : 22 — y? = 1;

10



4.6 caractérisation bifocale

PROPOSITION :

1. Si C est une hyperbole de foyers F et F”, alors : |[MF — MF'| = 2a;

2. Réciproquement, pour F et F” distincts, ’ensemble des points M tels
que [MF — MF’| est constante est une hyperbole de foyers F et F’.

11



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 8 Mathématiques TSI-1

Dans tous les exercices, sauf spécifications contraires, on se place dans un repére orthonormé direct
- =
O; i, j).

I

Exercice 1 : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des courbes d’équations :

(a) 9y? — 422 = 4; (b) 422 + 4% =1
(c) 22 — y? — 22 = 0; (d)y? -3z +4=0
(e) 322 +4y? — 4y — 4 = 0; (f) 2> +4y> —6x+5=0

(g) 422 — 9y + 162 + 18y + 32 =0; (h) 622 + 2% — 122+ 8y + 9 = 0;
(i) 22 + 4y +2 = 0; (j) 4y? = |922% — 36z|;

k) (z=A?+ X 2=1, NeR; D) (T+N22 -1 +Ny?+22+2y+ X1 —-1=0, A€R.

Exercice 2 : Déterminer ci-dessous la nature des coniques C' ainsi que la tangente T au point M
proposé, puis construire C' et T

(a) C:y?—6y—2z+11=0, M(3; 1);
(b) C:32% +4y® + 62 —9=0, M(0; —3);
(¢) C:y?+4y —322+ 62 =0, M(2; 0).

Exercice 3 : Déterminer une équation cartésienne des courbes suivantes :
(a) la parabole de foyer F' (%, 2) et de directrice d’équation : z = 3;
(b) la conique d’excentricité 5, de foyer F'(3; 2) et de directrice d’équation : y = 1;

(c) Pellipse tangente & I’axe des abscisses et de sommets principaux : S'(1; 1) et S(5; 1).

Exercice 4 : Montrer que les ensembles des points de coordonnées polaires : (r; 6), avec r > 0 et
0 €] — m; ] sont inclus (ou égaux) dans des coniques dont on déterminera une équation cartésienne,
puis la nature :

4 4 3
(&) r 3+ cos(9)’ (b)r 1+ cos(6 —7/3)’ (c)r 1+ 2sin(0)
Exercice 5 :
1. On considere I’hyperbole H d’équation cartésienne : g—i — ?;—; =1,aveca>0et b>0.

(a) On dit qu'une hyperbole est équilatére lorsque ses asymptotes sont perpendiculaires.
Démontrer que’une hyperbole est équilatere si et seulement si e = /2.



(b) Déterminer une équation cartésienne de I’hyperbole H dans le repere (0; ?, 7) ol ? et
sont des vecteurs directeurs des asymptotes de ’hyperbole.

2. On considere la courbe H’ d’équation cartésienne : zy = k avec k > 0. Démontrer que H’ est
une hyperbole dont on précisera les foyers et les directrices.

Exercice 6 :
Déterminer I’ensemble E des points M du plan d’affixe z tels que les points A, M, M’ d’affixes
respectives 1, z et z* soient alignés. (on pourra poser z = x + iy et exprimer le complexe 1+ z +
22 4+ 23 en fonction de z et y). Construire ’ensemble E.

Exercice 7 : Pour z € C*, on pose : 2/ = 3 (z+1). On note M(z) et M'(z’) les points du plan
associés. Montrer que lorsque M décrit le cercle de centre O et de rayon 2, M’ décrit une conique dont
on précisera la nature, ainsi que les éléménts caractéristiques.

Exercice 8 : Soit C' la conique d’équation : 3(x + 1)% + 4y? = 12.

1. Déterminer la nature de cette conique et la construire.

3
2+ cos(6)’
3. Soient M et M’ deux points de C d’affixes respectives z et 2’ d’arguments respectifes 6 et 6 + 7.

2. Montrer qu’ une représentation polaire de cette conique est : r =

Calculer ||[M M'|| en fonction de @ puis déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles cette longueur
est minimale, puis maximale.

Exercice 9 : Déterminer 'ensemble E des points M d’affixes z tels que :
(a) [z —1—i| =z +iz—8(1+1);

V2
(b)

1

z—1—1
z+z+4

Exercice 10 :

1. On s’intéresse & la courbe C dont une équation cartésienne est : 7z 4+ 6v/3zy + 13y? = 4. On
note R’ le nouveau repere d’origine O et de base I'image de la base de départ par la rotation
d’angle 6.

(a) Déterminer une équation cartésienne de C' dans R’ en fonction de 6.
(b) Déterminer une valeur de 6 pour laquelle une équation cartésienne de C' dans R’ est :
X2 4+4y% =1.
(c) Construire C' et préciser ses éléments caractéristiques.
2. En procédant de méme, reconnaitre I’ensemble des points M (z; y) tels que : 322 — 2zy +3y% = 8.

Exercice 11 : Montrer que les solutions de 1’équation : 22 + 2z — it = 0, avec t € R sont situés sur
une conique dont on déterminera les éléments caractéristiques, puis que 1’on tracera.

Exercice 12 : On consideére une ellipse C' de centre O, A un point de C et A’ le symétrique de A, D
La droite perpendiculaire a la tangente en A et M l'intersection de M avec (OA). Quel est 'ensemble
des points M lorsque A décrit C'?

Exercice 13 : Soient a > 0, A(—a; 0), B(a; 0), C le cercle de diametre AB, P un point de C, D la
tangente en A a C, @ le point d’intersection de D et de la tangente en P & C; M le point d’intersection

de (BQ) et de la parallele & 'axe des ordonnées passant par P. Déterminer le lieu de M lorsque P
décrit C.

Exercice 14 : On considére une ellipse C de foyer F' et de directrice D. Soit My un point de C
différent des sommets situés sur l'axe focal. La tangente a C en My coupe D en H. Montrer que le
triangle MoF H est rectangle en H.
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‘Bijections et fonctions réciproques I

~+ 5h30

1 Généralités

Estimation : 1h30

1.1 application, image, antécédents

DEFINITION :

Une application f de E vers F' (on note f: E — F) est un procédé qui a tout
élément x associe un unique élément y de f. On note alors y = f(z) et :

— y est appelé 'image de x par f;

— x est un antécédent de y;

— F est I'ensemble de départ et F' ’ensembe d’arrivée.

REMARQUES :
(1) Une fonction est une application sur son domaine de définition;

(2) Un élément de I'espace d’arrivée peut avoir plusieurs antécédents. Considérons

par exemple I'application de R vers R qui & tous réel = associe f(z) = 22.

Alors 1 a exactement deux antécédents par f : 1 et —1.

notation : On note F(E, F') 'ensemble des applications de E vers F.

1.2 image directe et image réciproque

DEFINITION :

Soit f: E— F une application.
1. Pour A C F, 'image directe de A par f, noté f(A) est le sous-ensemble de
Fof(A)={f(z),z € A};
2. Pour B C F, l'image réciproque de B par f, noté f~(B), est le sous-
ensemble de E : f~1(B) = {z € E/f(z) € B}.



(D) fla)=a?: fR)=..., [ {1} =..., f10; ) =..., f]-1 1)) =

(2) f(x) = sin(z) pour z € [0; 4n] : f([0; 2]) = ..., F71([0; 1]) = ...

- _f1lsiz>0 _
(3) f définie sur R par f(l?)—{_l sinon D f(R)=...

1.3 applications bijectives

DEFINITION :
Soit f: ' — F une application. On dit que f est :
1. injective lorsque : V(x; y) € R? f(x) = f(y) = = = y (tout élément de F
admet au plus un antécédent) ;
2. surjective lorsque : Vy € F, 3z € E/y = f(x) (tout élément de F' admet au
moins un antécédent) ;

3. bijective lorsque f est sutjective et injective (tout élément de F' admet
exactement un antécédent).

(1) f:R — R définie parf(x) = 22 pour € R n’est ni injective, ni surjective;

(2) f : R — R, définie parf(x) = 22 pour # € R n’est pas injective, mais
surjective; f : Ry — R, définie parf(z) = 22 pour x € R est injective et
surjective, donc bijective.

REMARQUES :
(1) f bijective si et seulement si Vy € F,3 ! x € E/y = f(x);

unique
(2) f injective si et seulement si V(z; y) € R? f(x) = f(y) & v =1y;
(3) f surjective si et seulement si f(E) = F.

1.4 applications réciproques

DEFINITION :

Soit f : E — F. On appelle application réciproque de f, lorqu’elle existe, et on
note f~1, Papplication de F vers E et telle que :

REMARQUES :

(1) Tl existe au plus une seule application vérifiant les conditions précédentes,
ce qui justifie la légitimité de la définition ;

(2) T est possible de prouver que si f admet une application réciproque, forcément
f et f~1 sont bijectives;

(3) Si f admet une application réciproque, alors pour z € F fixé,
fw)=2z & f(f(u) = f(z) car f~! est injective .

S u=fYz)car flof=id

L’équation f(u) = x admet donc une unique solution et la résolution permet
de déterminer f~!. C’est ce que I'on utilisera en pratique.

Une application f : F — F admet une application réciproque si et seul-

THEOREME :
meent si elle est bijective.

Ezemples :

(1) f:RT — R définie par f(x) = 2% Pour déterminer f~!, on résout f(u) =
x avec x € RT. On obtient : u = y/z : application réciproque est donc la
fonction racine (faire les courbes représentatives) ;

(2) f: C — C définie par f(z) = 2z + 3 est bijective et f71(z) =....

2 Cas des fonctions réelles

Estimation : 1h30

2.1 courbes représentatives d’une fonction et de sa réciproque

PROPOSITION : (courbe représentative de f1)

Soit f une application admettant une application réciproque f~1. Alors, la
courbe représentative de f~! est le symétrique de la courbe représentative
de f par rapport a la droite d’équation y = z




REMARQUES :

(1)

2.2

Si f n’est pas strictement monotone, on remarque que le symétrique de
la courbe représentative ne peut pas étre la courbe représentative d’une

fonction. Considérer par exemple f : R — R définie par f(x) = 2°.

théoréme de la bijection

ﬁEORI\EME : (de la bijection)

Soient [ intervalle et f : I — R une application continue ET strictement
monotone. Alors f induit une bijection de I sur f(I). On détermine de
plus I a l'aide du tableau suivant :

~

intervalle I monotonie de f sur I £(I)
la; ) a réel, strictement croissante [f(a); f(b)]
T b réel strictement décroissante [f(b); f(a)]
a: 1] a réel ou —oo, | strictement croissante ] im f(z); f(b)
1 7 4 r—a
b réel strictement décroissante [f(b); lim f(x)
r—a
a réel, strictement croissante

[a; 0],

b réel ou +00 " (irictement décroissante

Ezercice : Déterminer le nombre de solutions de 1’équation : In(z) = £.

REMARQUE : 11 est possible d’expliciter cette derniere. Nous résolvons pour
ceci I'équation v/u + 1 = z pour x > 0. Nous obtenons : f~1(z) = ....

xT

4
2.4 dérivée d’une fonction réciproque
@OPOSITION . (régularité de la fonction réciproque) N

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I et strictement monotone
sur 1. Alors :
1. Si f est continue sur I, son application réciproque est continue sur [/
et de méme monotonie que f sur J = f(I);
2. Si f est dérivable sur I (resp. de classe C1) et Vo € I, f'(z) # 0,
alors f~1 est dérivable (resp. de classe C! )sur J = f(I) et Vz €

A IO}

a réel ou —oo, | strictement croissante | ] lim f(x); lim f(b)]
]a; b[7 b réel r—at b
reel ou +00  Fgtrictement décroissante | | lim f(z); lim f(z)]
\ z—b— z—at
(1) La fonction In vérifie : In'(x) = 1 > 0 pour = > 0. Ainsi, f est strictement

(2)

croissante, donc d’apres le théoreme de la bijection, induit une bijection de
R% sur f(R%) = R. Son application réciproque n’est autre que la fonction
exponentielle (en effet nous avions défini exp & partir de 1'équation In(u) =
z)!!

Fonction exponentielle de base a.

2.3 deux exemples basiques d’utilisation du théoréme de la bijection
Ezercice : Montrer que la fonction f définie par f(z) = vz + 1 admet une

application réciproque.

REMARQUES :

(1) Les points pour lesquels f'(z) = 0 correspondent & des points ol nous
avons une tangente verticale, donc des points ot f~' n’est effectivement
pas dérivable ;

(2) Pour retrouver I'expression de (f~'), on part de I'égalité f o f~l(z) = z
que l'on dérive...

3 Fonctions trigonométriques réciproques

Estimation : 1h30

fonction arcos

DEFINITION :

La fonction cos : [0; 7] — [—1; 1] est strictement décroissante et est bijective
de [0; 7] vers [—1; 1]. On appelle « arc cosinus », et on note arcos, sa fonction
sréciproque associée, définie sur [—1; 1].



(1) arcos(0) =
(2) arcos(1

)=
(3) arcos (@

arcos( 1)=...;

=2
2

s
=D arcos (

N—
N—
I

.u‘” :

@ ‘ arcos(cos(—m)) = 4, arcos(cos(27)) = 0.

PROPOSITION :

1. (propriétés algébriques) V& € [0,7],arcos(cos(y)) = y, Vy €
[—1,1] cos(arcos(y)) = y

2. La fonction arcos est continue sur [—1;;], dérivable sur | — 1, 1] et
YV €] — 1; 1], arcos'(x) = *ﬁ?

3. La fonction arcos est strictement décroissante.

@ ‘ arcos n’est ni paire ni impaire. Par exemple, arcos(—1) = 7 et arcos(1) = 0.

On résume ces informations dans le tableau de variations suivant :

x —1 0 1

arcos’ - -1 -
T
arcos(z) \g
3.2 fonction arcsin
DEFINITION :

™

7r
La fonction sin : [—5, ] = [—1,1] est strictement croissante et est bijective de

[—5, %] vers [=1; 1]. On appelle « arc cosinus », et on note arcsin, sa fonction

réciproque associée, définie sur [—1,1].

Ezemples :

(1) arcsin(0) = 0;

(2) arcsin(—1) = ..., arcsin(1) = .. .;
(3) arcsin(g) =7 arcsin(fg) = -1

(@)

3

3.0

25\\

2.0 N

4 .
1.5 N
RN
1.0
0.5+
\

0.0+ !

054

1 T T T T T T T T

0 05 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35

(b)

F1G. 1 — (a) Courbe représentative de la fonction arcos. (b) Courbe représentative des fonctions arcos
(rouge) et cos (noire).

PROPOSITION :
L. (propriétés algébriques) Vo € [-7F,7] arcsin(sin(y)) = y, Yy €
[—1, 1] sin(arcsin(y)) = y

2. La fonction arcsin est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1,1] et
1

V=2’

3. La fonction arcsin est strictement croissante.

Vo €] — 1; 1], arcsin’(z) =




On a arcsin(sin(y)) = y seulement sur lintervalle [—7, 7]. Par exemple,
arcsin(sin(m)) = arcsin(0) = 0. 2

Le tableau de variation résume les informations précédentes : 1

e | b /

arcsin’ + 1+ ]

arcsin(x) 0 i
,1/ N
8 .
REMARQUES : ' !
1) La fonction arcsin est impaire.
p
(a)
3.3 fonction arctan 2
1.54
DEFINITION :
La fonction tan :] — §; J[— R est strictement croissante et est bijective de o]
]—g; g[ On appelle « arc tangente »et on note arctan sa fonction réciproque 00
associée. o]
(1) arctan(0) = 0; 1
(2) arctan(1) = § car tan(§) = 1 et § € [, 5]. o | | | | | |
(b)

PROPOSITION :

. _ Tz i — 4T
L. arctan : R _>] 27 2[ et limo, arctan = :t2' Fic. 2 — (a) Courbe représentative de la fonction arcsin. (b) Courbe représentative des fonctions

2. ] arctan est continue et strictement croissante. arcsin (rouge) et sin (noire).

3. arctan est dérivable sur R, de dérivée ——. T
1422 PROPOSITION : (limites au bord)

4. arctan est une fonction impaire. (1) lim arctan(z)=1%;
T—+00

NI

REMARQUES : (2) FHIPDO arctan(z)=

(1) LOa fonction arctan est impaire;

(2) La courbe représentative de arctan admet deux asymptotes horizontales
d’équations respectives y = 5 et y = —3.



- /7/
1.0 /
0.5 /
] //
0.0 /
1 /
—05] /
] /
—1.0 /
_— g
e \ \ ; \ \ \
8 S -4 -2 0 2 4 6
(a)
o
o]
o]
] L
-2
-+
T T T T T T T T T T T T T
-5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4
(b)

F1G. 3 — (a) Courbe représentative de la fonction arctan. (b) Courbe représentative des fonctions
arctan (noire) et tan (bleu).

4 Fonctions hyperboliques réciproques

Estimation : 1h30

4.1 fonction argsh

sh est une fonction définie sur R, continue et strictement monotone telle que
lim_,, sh = —00 et lim, o, sh = 4o00.

11

Elle admet une fonction réciproque appelée “argument sinus hyperbolique”
notée argsh qui est définie sur R et a valeurs dans R.

o Vz,y € R, sh(argsh)(z) =z, argsh(sh)(y) =y
e argsh est strictement croissante.
e lim argsh(y) = £oo.
y—+oo
e sh est dérivable sur R et sh’ = ch est strictement positif sur R. Donc argsh
est dérivable sur R de dérivée égale :

1 1
~ sh'(argsh)(y)  ch(argsh)’

argsh’(y)

Puisque les fonctions ch et sh vérifient la relation remarquable ch?—sh? = 1,
on peut tenter d’obtenir une expression plus explicite de ch(argsh).

ch®(argsh(y)) = 1 + sh*(argsh(y)) = 1 + 3>

Puisque ch > 0, on obtient la relation suivante : ch(argsh)(y) = /1 + 2.
D’ou
1
argsh’(y) = ——
r |—oo 0 +00
argsh’ + 1+
+00
argsh 0/
/V
—00

4.2 fonction argch

ch est une fonction définie sur [0, 4o00[, continue et strictement monotone et
telle que h(I)n ch =1 et limch = +o0.
+00

Elle admet une fonction réciproque définie sur [1, +o0o[ et & valeurs dans [0, +o0[.
On l'appelle “argument cosinus hyperbolique” et on la note argch. :

12



2

()

(b)

F1G. 4 — a) Courbe représentative de la fonction argsh. b) Courbe représentative des fonctions argsh
(rouge) et sh (noire).
e Vx > 1,ch(argch)(z) = z et Yy > 0,argch(ch)(y) = .
e argsh est strictement croissante.
e lim argch(y) =400
Yy—r+0o0
o ch est dérivable sur R, et ch’ = sh est strictement positif sur R* mais s’annule

en 0. Par conséquent, argch est dérivable sur |1, +o0o[ et non pas sur [1, +00].
Sa dérivée est

 ch'(argch)(y)  sh(argch)(y)”

argch’(y)

On utilise la méme technique que précédemment pour obtenir une expres-
sion plus explicite de sh(argch). On sait que

sh?(argch(y) = ch?(argch(y)) — 1 =y — 1.

13

207

0.5

a5
3.0
254
2.0
154
104

[
— T
00 05 10 15 20 25 30 a5 40

(b)

F1G. 5 — (a) Courbe représentative de la fonction argch. (b) Courbe représentative des fonctions argch
(rouge) et ch (noire).

Comme sh > 0 sur RY, on a sh(argch)(y) = /y2 — L et

1
argeh’(y) = ———
() T
x 1 +00
argeh’ | +
+00
argch /
0

14



4.3 fonction argth

th est une fonction continue, strictement croissante de R & valeurs dans | —1, 1].

Elle admet une fonction réciproque, appelée “argument tangente hyper-
bolique” notée argth, définie sur | — 1,1 & valeurs dans R.

De méme, elle est strictement croissante, lim,,_, 11 argth(y) = £oo. th est dérivable

1
sur R et sa dérivée — est strictement positive. Ainsi, argth est dérivable sur
] —1,1[. Comme,
1 1 1

argth’(y)

- th’(argth(y)) T th(argth(y)) 1 —y*

argth’(y) =

T
argth’ +  +

argth 0

Remarque. On peut également définir la fonction réciproque de coth.

4.4 compléments

11 existe une expression explicite de ces trois fonctions hyperboliques réciproques :

PROPOSITION :
1. Vz € R, argsh(z) = In(z + v1 + 2?)
2. Vx €]1,4o0[,argch(z) = In(x + Va2 — 1)

3. Va €] — 1, 1], argth(z) = %m(fji)

démonstration.
On peut remarquer que en dérivant ces nouvelles expressions on obtient bien
les dérivées précédentes.

(b)

F1G. 6 — (a) Courbe représentative de argth. (b) Courbe représentative des fonctions argth (rouge)
et th (noire).

Seul le cas de la fonction argsh est réalisé. C’est un tres bon exercice de traiter
les autres cas. On part de la relation suivante :
y=argsh(z) <=sh(y) =z <= e"—e V=2

Le but étant donc de trouver une relation plus explicite de y en fonction de x.
On a I’'équation suivante :

e —92zeV —1 =0

On est donc ramené & étudier les zéros du polynéme Y2 —2zY —1 avec Y = eV.
Le discriminant est : A = 422 + 4 > 0. On a deux racines distinctes :

r—Va2+1l, v +Va2+1
Rappelons que Y = e > 0. Ainsi, e =2 + Va2 + 1 et
argsh(z) =y = In(z + Va2 + 1)

16
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 9 Mathématiques TSI-1

[Bijections et fonctions réciproquesj

Exercice 1 : Soient deux applications f: F — F et g : F — G. Montrer les propositions suivantes :
1. Si go f est injective, alors f est injective;
2. Si go f est surjective, alors g est surjective;

3. Si f admet une application réciproque, alors f est bijective.

Exercice 2 :

1. Soit E un ensemble et soit f une application de E dans E vérifiant f o f = Idg (on dit alors
que f est une involution). Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque.

2. En utilisant la question précédente, montrer que : f : C — C telle que : f(z) = Z est bijective.
Quelle est la transformation géométrique correspondant & la fonction f 7

Exercice 3 : Montrer que la fonction : f: C — C telle que : f(z) = z + 2% est bijective et expliciter
son application réciproque.

Exercice 4 : les applications suivantes sont-elle injectives 7 surjectives ? bijectives 7

(a)f:{ N <b>f:{ O (c)f:{([O’I]X[Ov%]—ﬂ—l,l]z

n—n-+1 n—n+1 r,0) — (rcos(d),rsin(0)) ;
wr{S75 0 {505 s { S0 20

Exercice 5 : Déterminer le nombre de solutions réelles des équations suivantes :

(a)z® —x+1=0; (b) ze™® =1 (c) x* =4

(d) 23 —x =m, m € R; (e)@:m, meR; (f) ze™ =me”, m € R.

1
ViZtz+1

1. Montrer que f est bijective de ]—%; —i—oo[ vers un ensemble que 'on précisera. Donner une
expression simple de I'application réciproque associée.

Exercice 6 : On considere la fonction réelle f définie sur R par : f(x) =

2. Montrer que f est bijective de ]—oo; —%[ vers un ensemble que l’on précisera. En reprenant
les calculs de la question précédente, proposer une expression simple de ’application réciproque
associée.

Exercice 7 : On considere la fonction définie sur [0; 7] par f(z) = cos®(x).

1. Montrer que f est bijective sur un ensemble que ’on précisera et donner une expression simple
de son application réciproque f~!.

2. On donne le tracé de la courbe représentative de f :



Tracer, en justifiant, la courbe représentative de f~1.

Exercice 8 :

1. Simplifier cos (Z — arcos(z)), puis montrer que : V& € [—1; 1], arcos(z) + arcsin(z) = 3.

2. Retrouver le résultat précédent en étudiant la dérivée de la fonction : © — arcos(x) + arcsin(z).

Exercice 9 :
1. Montrer que pour tout z € [—1; 1], sin(arcos(z)) = V1 — z2.
2. Donner une expression simple de cos(arcsin(z)).

3. En utilisant les questions précédentes, résoudre I'équation : arcos(z) = arcsin(3) + Arcos().

Exercice 10 :

1. Donner une expression simple de : arcos(cos(x)) pour x € [7; 27], puis = € [2m; 3m].

. 5£:|

2. Donner une expression simple de arcsin(sin(z)) pour = € [Z;

Exercice 11 :

1 x
1. (a) Montrer que : Yz € R, cos (arctan(z)) = ——— et sin (arctan(z)) = ——.
V1+ 22 V1+ a2

(b) Pour z € R*, calculer, cos (arctan(z) + arctan(1)). En déduire une expression simple de
arctan(z) + arctan(1).
2. Retrouver le résultat précédent en étudiant la dérivée de la fonction f : z — arctan(z)+arctan(2)
définie sur R*.

Exercice 12 : Donner une expression simple de cos(3z) en fonction de cos(z). En déduire une ex-
pression simple de cos(3arcos(z)).

Exercice 13 : Montrer de deux facons différentes que : Vo € R, arctan(z+1)—arctan(x) = arctan <2++1>
22+

Exercice 14 : Montrer que pour tout réel z, %argsh(a:\/ 2?2 4+ 1) = argsh(x).

Exercice 15 :
1. Pour u € R et z € R, résoudre I'équation d’inconnue w : sh(u) = z. En déduire argsh(z) =
In(z 4+ Vo2 + 1),
2. Pour u € RT et # > 1, résoudre I’équation d’inconnue v : ch(u) = x. En déduire argch(z) =

In(x + Va2 —1).

1
3. Montrer que Vx €] — 1; 1], argth(z) = %In <1 + l‘)
-
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‘Géométrie dans I’espace I

~~ 8h30
On note & 'espace usuel et ? I’ensemble des vecteurs de 1'espace.

1 Vecteurs de ’espace

Estimation : 3h

1.1 rappels

=> La notion de vecteurs, ainsi que les opérations associées, est la méme que
dans le plan.

= angles de vecteurs :

elle change selon le « coté »d’ou on regarde 1'angle.

On notera (ﬁ) € [0; 7] 'angle non orienté des deux vecteurs et
7 de Iespace.

=> vecteurs coplanaires :

DEFINITION :

non nuls simultanément tels que ol + 57 + “/W =0

Ezemple : Si W = 3U + 57, alors 7,7 et W sont coplanaires. Plus
généralement si W est combinaison linéaire de deux vecteurs, alors 7 v
et W sont coplanaires.

1.2 Dbases de I’espace

DEFINITION :

La notion d’angles orientés de vecteurs dans I'espace n’existe pas a priori :

On dit que trois vecteurs U,V et W sont coplanaires lorsqu’il existe a, 5 et



. o —
1. On appelle Combmalg)n linéaire de 7, U et W tout vecteur ¢ de la forme :
t =ad + ﬁ? + v t, avec «, [ et v trois nombres réels;

2. On dit que B = (7, ¥, W) forme une base de & si tout vecteur s’écrit de
maniere unique comme combinaison linéaire de 7., T et E?

1
forme une base de I'espace et exprimer les composantes de w | -2
1

1.3 Produit scalaire

dans B.

3.8 B= (77 v, W) est une base de £ et ?_): oW + BV +~W, on appelle
le triplet (o; ; 7y) les composantes de t dans £. On note également :

a DEFINITION :
_>
t B Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls. On appelle produit scalaire de U et 77
v noté .7 le nombre réel tel que : W. 7 = || W] x || V]| x cos(ﬂ). Si 'un
REMARQUES : des vecteurs est nul, on pose : ¥. v = 0.
(1) Lorsque les vecteurs de la base B = (7 7, @) sont deux & deux orthogo- REMARQUES :
naux, on dit que la base est orthogonale; 1) 7. = |77

(2) si de plus HﬁH = ||7H =1, on dit que B est orthonormale : (2) Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement UV =0.

(3) On dit que trois vecteurs (7, ¥, @) forment une base directe s’ils suivent

de plus la régle du « tire bouchon ». => Propriétés vérifiées par le produit scalaire :

@OPOSITION :
5R0P05|T|0N : N Soient W, ¥, W et A € R. Alors :
1. (caractérisation des bases de l’espace) Trois vecteurs de & 1. 0.7 = ¥.W : le produit scalaire est symétrique ;
forment une base de £ si et seulement s’ils sont non coplanaires;
2. (composantes et opérations) Soit B une base de &, 7‘_1> b1 | et 9 U(V+W) =7V + W lindaire & eauche b bilinéaire
m AT =TT &
= ETe
[ (7 Ay 7) LW+ linéaire a droite
ts | B2 |. Alors : \_ \U). T = UV
V2
o[t ©> Expression en base orthonormale :
eti+tb | Bi+b |;
T+ 72 PROPOSITION :
Aaq N a a
. )\t_1> M| Soit B = (i, j ) une base orthonormale et @ [ b |, @ | ¥ | dans B.
AN ¢ J
\ J Alors :

UV =ad + b +cc.

1 1 1
Exercice :Soient @ [ 0 |, 7| 2 | et@ [ 3 |.Montrer que B = (77 v, ﬁ)
0 0 1 REMARQUES :



a
(1) En particulier, si @ | b | dans une base orthonormale, alors ||| =
c
Va2 + b+ 2.
1 —4
Ezemple : Soient W | 2 | et ¥ 2 |. Caleuler W. 7 et |||
3 3

1.4 Produit vectoriel de deux vecteurs

DEFINITION :

Soient U et ¥ deux vecteurs non colinéaires. On appelle produit vectoriel de v

et ¥ le vecteur, noté @ A ¥, de norme : || || x ||| x sin(@, ¥), orthogonal
AW et U, et tel que (77 VU A 7) est directe. Si W et ¥ sont colinéaires,
on pose : AT =0.

faire deux dessins

REMARQUE : si @ et ¥ sont deux vecteurs orthogonaux de norme 1, alors
B=(W,7,d AT) est orthonorme directe.

= Produit vectoriel et colinéarité :

PROPOSITION :

Soient @ et ¥ deux vecteurs de Pespace. Alors : U et U sont colinéaires
si et seulement si W AV = 0;

=> Propriétés vérifiées par le produit vectoriel :

ﬁ?OPOSITION :
Soient , 7, W et A € R. Alors :
L. UAW = 6>;
2 UNT =-U AW :le produit vectoriel est antisymétrique;
UNT+T)=UANT+TNT
5 UANNT) =AU AT
LU+ DAD) =AU AT+ T AD)
\_ ANDAT)=AT AT

linéaire a gauche
bilinéaire

} linéaire a droite

J

=> Expression en base orthonormale directe :

~

@?OPOSITION :
Soit B = (?, 7, 7) une base orthonormale directe et
a a
@ b |, 7 ¥ | dans B. Alors :
c d
bd —
UNT = | —(ad = cad)
& ab’ — ba'
1 2 2
M.‘ﬁ 21,70 | AlorswAT = -1
0 1 —4

=> Application au calcul d’aires :

@?OPOSITION :
1. Soit ABC' un triangle d’aire notée A. Alors :

A= L)

2. Soit ABC'D un parallélogramme d’aire notée A. Alors :

\_ A:H/@A/@)H

1.5 déterminant de trois vecteurs

DEFINITION :

Soient 7, T et W trois vecteurs. On appelle déterminant de 7., T et E?, et on
note det(w, 7, W) le véel : det(W, ¥, W) = (4 A V).W.

Eremple : det(W, UV, U AV) =.. ..
= Déterminant et bases :




PROPOSITION :
Soient W,V et W trois vecteurs de I'espace. Alors :
1.B = (7 U, W) est une base du plan si et seulement si
det(W, 7, W) # 0;

2.B = (U, 7, W) est une base directe du plan si et seulement si
det(7, 7, W) > 0.

©> Propriétés vérifiées par le déterminant :

PROPOSITION :
1. Pour tous réels A et x4 nous avons :

det(, \vj + pv3, ﬁ) = Adet(W, o1, W) + pdet(W, 03, W)
det(W, 0, Nt + pavs) = Adet(, 7,w1) + pdet(W, , wh)
det(\uf + pig, ¥, W) = Mdet(u], ¥, @) + pdet(ul, 7, W)
linéaire
2. dct(77ﬁ>7 7) = —dct(ﬁ,?, ﬁ) Plus généralement, le déterminant
change de signe lorsqu’on échange deux vecteurs (antisymétrie).

\ 3. det(W, W, V) = det(W, T, V) = det(W, ¥, W) = 0 (alterné).

tri-

%

=> Expression en base orthonormale directe :

PROPOSITION :
Soit B = ?7,?) une base orthonormale directe et
ay a2 as
U by | T by | et W | by | dans B. Alors :
C1 Co C3

det(ﬁ, ’7, ﬁ) = a1b2C3 + (1,217361 + (Lgblcz - (136201 - (1,2(7103 — a1b3(52.

REMARQUE : Nous avons le moyen mnémotechnique suivant, appelé également
« reégle de Sarrus » :

ap az ag

by by b3 |=

c1 G2 3

1 2 0
Bremple : 7 [ 2 |, 7| 0], @[ 0] Alors:det(w, 7, ) =
0 1

2
=> Application au calcul d’aires :

PROPOSITION :
Soit V' le volume du paralléllépipede défini par les trois vecteurs B , B

ot AD. Alors : V = ‘det(/@7@7ﬁ)

2 Repérage dans ’espace

Estimation : 1h30

2.1 Coordonnées cartésiennes

DEFINITION :
1. Soit O un point du plan. On dit que R = (0; %, ¥, W) est un repére
cartésien de & lorsque B = (77 v, W) est une base de &;
2. Si de plus, B est orthogonale, directe, orthonormale, on dira que R est
respectivement orthogonal, direct, orthonormé.
PROPOSITION :
Soit R un repere cartésien et M € P. Alors il existe un unique couple

(o, B,7) € R?, appelé coordonnées de M dans R, tel que OM = ol +
BV +~u. On note M(a, 3,7).

Dans le repere orthonormé direct usuel (0;

M(m; 0; 1), A(2; —2; —3) et B(1; 1; 2) on m est un parametre réel.
1. Pour quelle(s) valeurs(s) de m les points O, A, B, M sont-ils coplanaires ?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de m laire du triangle M AB est-elle minimale ?



2.2
2.3

3

coordonnées cylindriques

coordonnées sphériques
Plans et spheres de ’espace

Estimation : 2h

plans

caractérisations équivalentes : Un plan P est donné :
e soit par la donnée de trois points non alignés A, B et C. Alors P = {M €
-—
&/ det(AM, AB, AC) = 0} ;
e soit par la donnée d'un point A et de deux vecteurs non nuls. Alors
=
P={M e &/det(AM,d, ") = 0}.
e soit par la donnée d’un point A et d’un vecteur w orthogonal a P. P est

alors I'ensemble des points M tels que AM et 7 sont orthogonaux :
e
D={MeP/AM. W =0}

équation cartésienne d’un plan :

PROPOSITION :

1. Soit P un plan et M(z; y; z) dans R. Alors M € P si et seulement si
il existe des réels a, b, ¢, d tels que ax + by + cz +d = 0 avec a, b, c et
d non nuls simultanément ;

2. Réciproquement, l’ensemble des points M de £ de coordonnées
(z; y; 2) dans R tels que ax + by + cz + d = 0 avec a,b,c,d réels
non nuls simultanément est un plan.

DEFINITION :

On appelle équation cartésienne d’'un plan P toute équation de la forme ax +
by + cz + d = 0 avec a, b, ¢, d non nuls simultanément.

Ezemples :
(1) équation cartésienne du plan P passant par A(1; 0; 0) et B(0; 1; 0) et
c(0; 0; 1).
(2) équation cartésienne du plan P passant par le point de coordonnées
a
(1; 1; 1) et de vecteur orthogonal 7o
c

REMARQUES :
(1) Un plan admet une infinité d’équations cartésiennes.

(2) Siaz+ by + cz+d =0 est une équation cartésienne d’'un plan P, alors

a
7| b | est un vecteur orthogonal & P.
c

(c) distance d’un point a un plan :

DEFINITION :

Soient M un point et P un plan. On appelle distance de M a P, et on note
d(M, P) la plus petite distance M N ot N décrit P.

REMARQUES :
(1) d(M,P) = MH ou H est le projeté orthogonal de M sur P.

PROPOSITION :
Soient M (xo; yo; z0) un point du plan et P le plan d’équation cartésienne
ar +by+cz+d=0. Alors :

_axo 4 by + czo 4 d

W = T r e

Ezemples :

(1) Distance de lorigine au plan d’équation cartésienne = + y + z — 1=0.

3.2 spheres de 1’espace

DEFINITION :

On appelle sphere S de centre € et de rayon R > 0 'ensemble des
points M de & tels que : QM = R.

10



PROPOSITION :
1. La sphere S de centre Q(a; b; ¢) et de rayon R admet une équation,
appelée équation cartésienne, de la forme : (z—a)?+(y—b)2+(2—c)? =
R?;
2. Réciproquement, si (a; b; ¢) € R3 et d > 0, Pensemble des points
M(z; y; 2) du plan tels que : (z —a)? + (y — b)2 + (2 — ¢)? = d est
’équation d’une sphere de centre Q(a; b; ¢) et de rayon v/d.

REMARQUE : Si ¢ < 0 'ensemble des points M (z; y) tels que : (z —a)*+ (y —
b)? = c est I'ensemble vide (Si ¢ = 0, 'ensemble est réduit a Q(a; b)).
Ezemples :

(1) équation cartésienne de la sphere S de centre (1; 2; 1) et de rayon 4;

(2) Identifier 'ensemble des points du plan d’équation : x2 — 4z +y? + 6y + 22 —
2y — 23 = 0, puis déterminer les éléments caractéristiques.

3.3 intersection de deux plans

@OPOSITION :
Soient P et P’ deux plans d’équations cartésiennes respectives : az + by +
cz+d=0etdz+by+cdz+d =0.Alors :

a a
Lsi| o |A| b | =0, Pet P sont paralleles ou confondues;
c c
a a

2.8 | b | Al b | #£0,P et P’ sont sécants en une droite dont une

ar+by+cz+d=0
dr+Vy+c+d =0

\ représentation cartésienne est : {

~

/

Ezemple : Intersectionde P:z+y+z2=0et P :z—y+2=1.

11

3.4 intersection d’un plan et d’une sphére

@OPOSITION :
Soient S la sphere de centre €2 et de rayon R et P un plan. Alors :
1. 81 d(€; P) < R, lintersection de S et P est un cercle de centre r =
VR —d(; P)*;
2. 81 d(Q; P) = R, C et D se coupent en un seul point M. De plus P est
tangente & la sphere en My et (2Mp) et P sont perpendiculaires

\\ 3.s1d(; P) > R, C et D ne se coupent pas;

/

tllustrations graphiques

2y +t=1

1. Montrer que I’ensemble de représentation cartésienne :
r+y+z=1

est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
2. Déterminer le plan tangent a la sphere en A(\/?; V2 0).

4 Droites de I’espace

Estimation : 2h

4.1 généralités
Une droite D de & est caractérisée :
e soit par la donnée de deux points distincts A et B. On note alors D = (AB)
TIAAD =T
et (AB)={M e P AMANAB= 0};

e soit par la donnée d’un point_) A et d'un vecteur directeur @ non nul. Alors
D={MecPAMAYU = 0};

e soit par la donnée d’'un point A et de deux vecteurs orthogonaux 77{ et 772)

A% %

Alors :D=< M e P .
: { /{mAngo

12



4.2 représentation cartésienne

PROPOQOSITION :
Toute droite admet une représentation, appelée représentation cartésienne,

ar+by+cz+d=0
de la forme : ; f ,
dr+by+cdz=0

(1) Représentation cartésienne de la droite passant par A(1; 0;;) ET b(0;1; 0);

(2) Représentation cartésienne de la droite passant par A(1; 1; 1; 1) et ortho-

1 1
gonale aux vecteurs 17{ 0 et ﬁ; 1
-1 0

REMARQUES :
(1) Une droite admet une infinité de représentations cartésiennes;

: r+by+cz+d=0 , . - , :
(2) S { Z;i Iger—:z/j— 0 est une représentation cartésienne d’une droite

D, alors :
a a

° TT{ b | etns | b | sont deux vecteurs orthogonaus D ;
c cd
_)

4.3 représentation paramétrique

PROPOSITION :
Une droite D de vecteur directeur o < g) et passant par le point
A(a; b; ¢) admet une représentation paramétrique de la forme
r=a+ta
y=b+1p
z=c+ty
Ezemples :

(1) représentation paramétrique de la droite (AB) avec A(1; 0; 0), B(0; 1; 0)
et C'(0; 0; 1).

13

r=1
(2) équation cartésienne de la droite de représentation paramétrique : ¢ y = 1+ 2t
z=2+3t

REMARQUES :

(1) Une droite admet plusieurs représentations paramétriques : on peut changer
de vecteur directeur ou de point A;

T =a+ta
(2) Si¢ y=0b+1t8 estunereprésentation paramétrique d’une droite D, alors :
z=c+ty
«
0 B | est un vecteur directeur de D ;
v

4.4 distance d’un point a une droite

PROPOSITION :
Soient D une droite de VeCteli directeur 7, A € D et M un point de
) y _||[@AAM]|
lespace. Alors d(M, D) = Il

4.5 intersection d’une sphére et d’une droite

PROPOSITION :

Soient S une sphere de centre €2 et de rayon R, et D une droite. Alors :
1. s1d(2; D) < R, S et D de coupent en deux points;

2. 81 d(Q; P) = R, C et D se coupent en un seul point My. De plus D est
tangente & la sphére en My et (2M;) et D sont perpendiculaires ;

3.s1d(Q; P) > R, C et D ne se coupent pas;

4.6 positions relatives de deux droites et perpendiculaire commune

RAPPELS :

e Deux droites sont dites coplanaires si elles sont incluses dans un méme plan

P

14



e Deux droites ne sont pas forcément coplanaires;

e Deux droites coplanaires sont sécantes ou paralléles ;

DEFINITION :

On dit que deux droites sont perpendiculaires si elles sont orthogonales et

sécantes.

PROPOSITION : (perpendiculaire commune)

Deux droites D et D’ non coplanaires admettent une unique perpendiculaire

commune A.

DEFINITION :

Soient D, D' deux droites non coplanaires et A leurperpendiculaire commune.
On appelle distance de D a D', et on note d(D,D’) le réel : d(D,D') = HH',
ot e H est l'intersection de D et A;

e H' est l'intersection de D' et A.
y+z—1=0 ctD/{ ;:1

Ezxemple : distance de D & D', avec D
z—x=0 =0
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Feuille d'exercices 10 Mathématiques TSI-1

[Géométrie dans I’espace}

Dans tous les exercices, sauf spécifications contraires, ’espace est muni du repére orthonormal direct
rdrs , . , .
(O; i, 7, k) etles coordonnées des points sont données dans ce repére

1 1 3
Exercice 1 : Soient @ | 0 , Tl 1 |etW| 2
0 2 2
1. Montrer que B’ = (7, o, 1_U>) forme une base de ’espace. Est-elle directe 7
(!
2. Soit t —1 | ou m est un parametre réel.
m

. —
(a) Exprimer les composantes de ¢t dans B'.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de 7 les vecteurs ?, U et W sont-ils coplanaires ?

Exercice 2 : Soient P le plan d’équation cartésienne : x4+ 2y —3z+4 = 0 et A(0; 1; 2), B(—1; 0; 1),
C(1; 1; 1) trois points de ’espace.

1. Montrer que A, B et C ne sont pas alignés et déterminer une équation cartésienne du plan P’
passant par ces points.

2. Montrer que P et P’ sont sécants en une droite D.
3. Calculer la distance de A & P’ et de O a D.

Exercice 3 : Montrer que les deux droites suivantes sont coplanaires et former une équation cartésienne

de leur plan.
o =22+1 ;e =242
D‘{y =z—-1 D'{y =3z2—-3

Exercice 4 : Déterminer une équation cartésienne des deux plans bissecteurs des plans P et P’
d’équations respectives : 4o + 4y — 72 — 1 = 0 et 8¢ — 4y + z — 7 = 0, puis vérifier qu’ils sont
perpendiculaires.

Exercice 5 :

1. Calculer la distance de A(1; 1; 1) au plan P passant par les points : A(2; 3; 1), B(3; 2; 4) et
C(0; 5; —3).

2. Calculer les coordonnées du projeté orthogonal de A sur P.

Exercice 6 : Soient A(5; —1; 4) et B(2; 0; 1). Donner une équation cartésienne de la sphere de
diametre [AB].




Exercice 7 : Soient (4; 1; 2) et A(—1;1; 2).

1. Déterminer une équation de la spheére de centre €2 et passant par A puis donner une équation
du plan tangent en A & cette sphere.

242422 -8 —2y—4z=4

est
r+y+z2=0

2. Montrer que I’ensemble de représentation cartésienne {

un cercle dont on précisera le rayon r et le centre w.

Exercice 8 : Soient les droites :

D - r—y—2—2=0 t D z+y+2z—1=0
' r—2y—3z+1=0 ' 20 +y+z2+2=0"

Calculer la distance entre D et D', puis former une équation cartésienne de la perpendiculaire commune
aux deux droites.

Exercice 9 : Soient les droites de représentations paramétriques :

r=1—1 r=3+1
D : y=5+t etD : y=3+t .
z=2+2t z=—1

1. Montrer que D et D’ ne sont pas coplanaires.
2. Donner une représentation paramétrique de la perpendiculaire commune A aux deux droites.
3. Calculer la distance de D a D’.

Exercice 10 : Soit a¢ un réel. On considére les deux droites suivantes :

) x =22-a , Jx =—z+a
Da'{y =32+ 2a D“'{y =2—2a

1. Former un systéme d’équations cartésiennes de la perpendiculaire commune A, & D, et D,.

2. Déterminer la réunion, lorsque a parcourt R , des points d’intersection du plan z = 0 et de A,.

Exercice 11 : On considere les droites :
r—2

r—1 _
(D) : 2 Y et (D): 92
Z_lzy z = 2

Montrer que (D) et (D’) sont paralléles et déterminer une équation cartésienne de I’ensemble (E) des
points situés a égale distance de (D) et (D) : (E) ={M € &/ d(M, (D)) =d(M, (D"))}.

Exercice 12 : On note S 'ensemble des points (z; y; 2) de I'espace tels que : 22 + y? + 22 — 22 —
%
4y — 624+ 5 =0 et D la droite passant par O et dirigée par f.
1. Montrer que S est une sphere dont on précisera le centre et le rayon.

2. Déterminer les points d’intersection de S et D et une équation cartésienne du plan tangent a S
en chacun de ces points.

3. Déterminer l'intersection de S avec le plan P d’équation y — z + 1 = 0. Préciser les éléments
caractéristiques.
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‘Nombres, arithmétique et récurrence I

~+ 6h30
Table des matiéres

1 Suites de nombres réels

Suites de nombres réels 2
1.1 présentation . . . . . . . . .. ... 2 Estimation : 2h30
1.2 larécurrence faible . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 3
1.3 variantes de la récurrence faible . . . . . . ... ... ... ... 3
1.1 présentation
Arithmétique dans Z 4
2.1 d?v?sfblhte, Q1Ylseurs et multiples . . . ... ... ... ..... 4 DEFINITION -
2.2 division euclidienne . . . . . ... ... 5
2.3 nombres Premiers . . . . . .. 6 On appelle suite de nombres réels toute application v de N dans R : u :
{ N =R
Les nombres rationnels et réels 7 ne= Uy
3.1 les nombres rationnels . .. ... 7 Notations : On note e (uy)nen, (un) ou u une suite réelle;
3.2 partie entiere d'un nombre réel . . . . ..o 7 o RN I’ensemble des suites réelles.
3.3 densité des nombres rationnels et irrationnels . . . . . . . .. .. 8 . , .
. v On ne note surtout pas u, une suite : u, représente le n-eme terme de la
3.4 comparaison algébrique de Z, Qet R . . . . . .. .. ... ... 9 .
suite.
Une propriété fondamentale des nombres réels 9 Ezemples :
4.1 ensembles majorés, minorés, bornés . . . . ... 9 (1) 0,1,2,3,... est une suite. Nous avons uy = 0, et pour tout entier naturel n
4.2 propriété de la borne supérieure . . . . ... ..o 10 Uy =1
4.3 %e)termlnatlon pratique des bornes supérieures et inférieures (dans . (2) 1,2,3,4,... est une suite. Nous avons uy — 1, ug — 2 et pour tout entier

naturel n, u, =n+1;

(3) 0,2,4,6... est une suite. Nous avons u,, = 2n;
(4) 1,3,5,7,... est une suite. Nous avons u, = 2n + 1;

(5) 0,1,1,2,3,5,8,... est une suite. Nous avons ug = 0, u; = 1 et pour tout
entier naturel n, U, 10 = U1 + Uy ;
(6) On peut définir une suite u par ug = 1 et pour tout entier naturel n par :

Upy1 = 2u, — 1. Nous obtenons 1,1,1,... : Elle semble stationnaire égale &
1;



(7) On peut définir une suite u par la méme relation que précédemment (dite de
récurrence) mais avec ug = 2. Nous obtenons : 2,3,5,9,17. ... Une expresion
simple semble étre 2" + 1.

1.2 la récurrence faible

But : On considere P(n) une assertion qui dépend de n € N. On souhaite
montrer que P(n) est vrai quel que soit n. (Exemple : P(n): " 2" >n ~.)

PROPOSITION :
Soit P(n) une assertion dépendant de n € N. On suppose :

(i) P(0) vraie;
(ii) Vn € N, P(n) = P(n+1).
Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

REMARQUES :

(1) (i) ’appelle 'initialisation de la récurrence;

(2) (ii) s’appelle I'hérédité de la récurrence.

Ezemple : Soit (Up)nen telle que Uy = 2 et pour tout entier naturel n : U,y =
2U,, — 1. Alors, pour tout entier naturel n, U, = 2" + 1.

1.3 variantes de la récurrence faible

(a) La récurrence a partir d’un certain rang :

PROPOSITION :
Soient P(n) une asertion dépendant de n € N et ng € N. On suppose :

(i) P(ng) vraie;
(i) Yn > ng, P(n) = P(n+1).
Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Ezemple : Montrer que pour tout entier naturel n > ng, P(n) « 2" > n+2 »est
vraie.

(b) La récurrence a plusieurs pas :

PROPOSITION :
Soient P(n) une assertion dépendant de n € N et r € N*. On suppose :
(i) P(0),P(1),...,P(r — 1) vraie;
r éléments
(i) vne>r—1, P(n—r+1),...,P(n—1),P(n) = P(n+1).
7 éléments

\__ | Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Ezemple : Soit (Uy,) telle que : Uy = 0,U; = 1 et pour tout n > 0, U9 =
2U,+1 — U,. Montrer que pour tout n € N, U,, = n.

(c) La récurrence forte :

PROPOSITION :
Soit P(n) une assertion dépendant de n € N. On suppose :

(i) P(0) vraie;
(if) Vn € N, P(0),P(1),...,P(n) = P(n +1).
Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Ezemple : Soit (U,) telle que : Uy = 1 et pour tout n > 1, U,, = Uy x Uy... X Uy,_1.
Montrer que pour tout n € N, 0 < U, = 1.

2 Arithmétique dans Z
Estimation : 1h30

RAPPEL : on note Z ’ensemble des entiers relatifs.

2.1 divisibilité, diviseurs et multiples

DEFINITION :



c € Z tel que : b= ac;

b tels que bla;

b tels que alb.

(1) 3 divise 6 : En effet 6 = 2 x 3;

(2) 4 ne divise pas 6 : Si ¢ € Z tel que : 6 = 4c, alors ¢ = 3 ¢ Z. Ceci est
impossible ;

(3) Tout entier b divise 0 : 0 =0 X b;

(4) Si 0 est un diviseur de a, alors @ = Oc = 0 : un nombre relatif non nul ne
eut avoir 0 comme diviseur ;

(5) Les diviseurs de 6 sont ...
(6) Un multiple de 6 est par exemple 12 ou méme —12;

(7) 1 est un diviseur de n’importe quel nombre entier relatif.

1. Soient (a; b) € Z%. On dit que a divise b, et on note a|b, lorsqu’il existe
2. Pour a € Z, 'ensemble des diviseurs de a est ’ensemble des entiers relatifs

3. Pour a € Z, 'ensemble des multiples de a est ’ensemble des entiers relatifs

@OPOSITION . (propriétés de la relation de divisibilité)
Soient a,b deux entiers relatifs.
1. Pour ¢ € Z, si a|b et blc, alors alc;
2. Si c € Z*, alors alb < aclbe;
3. Sid € Zet d|a et d|b, alors d|au + bv, avec (u; v) € Z? quelconque;

alb B
4. { bl < |al = |b].

N

/

Ezxercice : Déterminer les diviseurs communs a 101 et 304.

2.2 division euclidienne

THEOREME : (division euclidienne)

Soient (a; b) € Z2 et b # 0. 1l existe un unique couple (¢; 7) € Z?2 tel que
a=>bq+ret0<r <|bl. Le nombre g s’appelle le quotient de la division

euclidienne. Le nombre r s’appelle le reste de la division euclidienne.

1) division euclidienne de 11 par 4;

(1)
(2) division euclidienne de —11 par 4.
3)

3) division euclidienne de 11 par 36.

REMARQUE : b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de
b par a est égal a 0.

2.3 nombres premiers

DEFINITION :

Un nombre p est dit premier si p > 2 et les seuls diviseurs de p dans N* sont 1

et p.

(1) 1 n’est pas premier;
(2) 2 est premier;

(
(

3
4

4 n’est pas premier.

- O = —

liste des nombres premiers inférieurs a 20 : ...

THEOREME : (decomposition en facteurs premiers)
Soit n € Z*. 1l existe un unique entier r, une unique famille de nombres
premiers p; < pa < ... < p, et une unique famille d’entiers naturels non
nuls aq, ..., q tels que : n =ep('..pt = e [[,_, pi*, avec € = £1.

Ezemples :
(1) décomposition en facteurs premiers de 48;

(2) décomposition en facteurs premiers de —140.

PROPOSITION :
1. Soient p un nombre premier et a € Z. Si p|a?, alors pla;

2. Plus généralement, si un nombre premier divise un produit de nombres,
alors il divise au moins 'un des termes du produit.




explications : si un nombre premier divise un produit de nombres (entiers
relatifs), alors il divise au moins 'un des termes du produit : en effet il ap-
parait au moins dans la décomposition en facteurs premiers d’un des termes du
produit.

Ceci est faux si p nést pas un nombre premier. Exemple : 6 divise 8 x9 = 72
mais 6 ne divise ni 8, ni 9.

3 Les nombres rationnels et réels

Estimation : 2h

3.1 les nombres rationnels

DEFINITION :

1. On appelle nombre rationnel tout nombre r tel que : r = %’, avec (p; q) €
Z x N*. On note Q ’ensemble des nombres rationnels ;

2. Un nombre qui n’est pas rationnel est dit irrationnel. On note R\ Q I'en-
semble des nombres irrationnels.

Un nombre entier relatif est rationnel;

%0 = 0,1 est rationnel;

1 —0,33333333.... est rationnel.

(1)

(2) = est rationnel.
3)

4 3

R R _ . * ) s .5 _ 3
REMARQUE : L’écriture r = %’, avec (p; q) € Z x N* n’est pas unique : § = 3.

On obtient par contre 'unicite en imposant p et ¢ sans diviseurs communs.

PROPOSITION :

‘ v/2 est un nombre irrationnel.

3.2 partie entiére d’un nombre réel

DEFINITION :

Soit « un nombre réel. On appelle partie entiere de x, et on note E(z) le plus
grand entier naturel inférieur ou égal & = : E(z) = max{n € Z/n < z}.

Ezemples :

(1) E(3,4)=..;

(2) B(=3,4)=..;
(3) Sik e Z, E(k) = k.

Courbe représentative de la fonction partie entiére
PROPOSITION : (propriétés de la partie entiére)
Soient z,y deux nombres réels. Alors :
1. BE(x) <z < E(x) +1;
2. Sin € Z est tel que n < z, alors n < E(z);
3.Vn € Z,E(x+n) = E(z) +n;
4.z <y= E(z) < E(y).

REMARQUE : Le 4. de la proposition précédente traduit le fait que la fonction
partie entiere est croissante.
Ezercice : Soient x € R et n € N*. Montrer que : z — % <z <Lz

3.3 densité des nombres rationnels et irrationnels

DEFINITION :
On dit qu'une partie A de R est dense dans R lorsque pour tout réels = et y il

existe a € A tel que a €]z; y[.

Ezemples :
(1) A={0; 1} n’est pas dense dans R. De méme pour tout sous-ensemble fini
de R;

(2) Z n’est pas dense dans R.

PROPOSITION : (suites et densité)

Soit A C R. Alors A est dense dans R si et seulement si pour tout z € R,

il existe une suite (z,) d’éléments de A telle que lim =z, = z.
n—-+00




REMARQUE : Le résultat précédent est encore vrai si I'on impose de plus :
Vn € Nz, < x ou bien Vn € N, z,, > .

THEOREME
1. Q est dense dans R ;

2. R\ Q est dense dans R.

3.4 comparaison algébrique de Z, Q et R

PROPOSITION :

1. La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel ;
2. Le produit de deux nombres rationnels est un nombre rationel ;
3. SizeQ alors - €eQn

REMARQUE : La somme de deux nombres irrationnels n’est pas forcément un
nombre irrationnel (exemple : V2 —+/2 = 0 € Q. De méme, le preoduit de
deux nombres irrationnels n’est pas forcément un nombre irrationnel (exemple :

V2xvV/2=2€Q)

Les deux opérations essentielles sont + et —. On résume les caractéristiques
algébriques essentielles dans le tableau ci-dessous :

tout nombre a-t-il un

dans > :
opposé (+) | inverse (x)
Z Ooul NON
Q Ooul Oul
R Oul oul

BILAN : D’un point de vue algébrique, nous voyons la plus grande richesse de
Q et R sur Z. Par contre, toujours d’un point de vue algébrique, R et Q n’ont
pas de différences (on dit que tous deux sont des corps).

4 Une propriété fondamentale des nombres réels

Estimation : 2h

4.1 ensembles majorés, minorés, bornés

DEFINITION :

Soit A une partie d'un ensemble E C R.

1. Un majorant de A dans FE, lorsqu’il existe, est un réel M € E tel que :
Vee Ao < M ;

2. Le maximum de A, lorsqu’il existe, est le réel a € A tel que Va € A, x < a.
On note a = max(A);

3. Un minorant de A dans F, lorsqu’il existe, est un réel m € E tel que :
Vee Az >m;

4. Le minimum de A, lorsqu’il existe, est un réel b € A tel que Vo € A,z > a.
On note b = min(A);

5. Si A admet au moins un majorant dans F, on dit que A est majorée dans
E. Si A admet au moins un minorant dans E, on dit que A est minorée
dans E. Si A est majoré et minoré dans F, on dit que A est bornée dans

E.
Ezemples :
(1) ] — o0; 1] est majoré dans R. Il n’admet pas de maximum;
(2) ] — o0; 1] est majoré dans R. Son maximum est 1;
B)1=3 +OO[;
(4) [-3; +os;
(5) A= [0 1] N Q est majoré dans @ : 2 est un majorant, mais pas /2.

4.2 propriété de la borne supérieure

DEFINITION :
Soit F un ensemble.

1. On appelle borne supérieure d'une partie A de E, et on note sup(A) lors-
qu’elle existe, le plus petit des majorants de A dans E';

2. On appelle borne inférieure d'une partie A de E, et on note inf(A) lors-
qu’elle existe, le plus grand des minorants de A dans E;

3. On dit que E vérifie la propriété de la borne supérieure lorsque toute partie
non vide de F et majorée (dans E) admet une borne supérieure.

Ezemples :

10



(4) [-3; 4o0]; (2) De méme, A admet un minimum si et seulement si sa borne inférieure dansR
appartient a A.

THEOREME : (Admis)
1. R vérifie la propriété de la borne supérieure, c’est a dire toute partie
non vide et majorée de R admet une borne supérieure; R que l'on déterminera.

Ezercice : Montrer que A = {1 — %, n e N*} admet une borne supérieure dans

2. De méme toute partie non vide de R et minorée admet une borne
inférieure.

REMARQUES :

(1) M est possible de voir que Q ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure.
En effet A =] —o0; v/2]NQ vue dans Q est clairement non vide et majorée.
Si A admet une borne supérieure : r € Q, alors forcément r > /2. Ceci est
impossible puisque par densité de @, on peut trouver un nombre rationnel
entre v/2 et 7, ce qui contredit la minimalité de r

(2) Intuitivement, un ensemble E qui vérifie la propriété de la borne supérieure
est un ensemble qui n’a pas de « trous ».

BILAN : Nous venons donc de mettre en évidence une différence fondamentale
entre R et Q : R vérifie la propriété de la borne supérieure, contrairement aux
nombres rationnels.

4.3 détermination pratique des bornes supérieures et inférieures (dans R)

@OPOSITION : \
1. Soient A une partie non vide de R et M € R tel que :

(i) Vee A,z < M;
(ii) Il existe une suite (z,,) d’éléments de A telle que : HEIE?O xn =M.
Alors A admet une borne supérieure et M = sup(A).
2. Soient A une partie non vide de R et m € R tel que :
(i) Ve e A,z >m;

(ii) 1l existe une suite (x,) d’éléments de A telle que : lim z, = m.
n—-+00

k Alors A admet une borne supérieure et m = inf(A). J
REMARQUES :
(1) A admet un maximum si et seulement si sa borne supérieure dans R appar-

tient & A;

11 12
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Feuille d'exercices 11 Mathématiques TSI-1

(Nombres, arithmétique et récurrence }

Exercice 1 : (suites arithmético-géométriques)

1. On considere la suite (U, )nen telle que : Uy = 4 et pour tout entier naturel n : U,y = 2U,, — 1.
Montrer que pour tout entier naturel n, U, = 3 x 2 + 1.

2. Plus généralement, pour a € C\ {1} et b € C, on considere la suite de premier terme Up et
telle que pour tout entier naturel n, U,+1 = al,, + b. Montrer que pour tout entier naturel n :

U =a" (U - 125) + &

1-a
3. En utilisant la question précédente, proposer une expression simple du n-eme terme de la suite
définie par Uy = 3 et pour tout entier naturel n, Uy,41 = %(Un +1).

Exercice 2 : (suite homographique) On consideére une suite définie par : Uy = 1 et pour tout

U,—14 1
. Montrer que pour tout entier naturel n, U, = 2 — .
U, -3 qanep " nt1

entier naturel n, Upy1 =

Exercice 3 : (suite récurrente linéaire d’ordre 2) Soit (U, )nen telle que Uy = 1, U; = 3 et
pour tout entier naturel non nul : Uy o + 2U,4+1 + U, = 0. Montrer que pour tout entier naturel n,
U,=(-1)"(2n+1).

Exercice 4 : Démontrer, en le déterminant, qu’il existe un entier naturel ng tel que

Vn > ng, 2" > (n+ 2)°

Exercice 5 : Montrer que pour tout entier naturel non nul n il existe des entiers naturels k et g tels
que : n = 2F(2¢ +1).

Exercice 6 :

1. Montrer que pour n € Z, n(n;l) est un nombre entier. En déduire que le carré d’'un nombre

impair est de la forme 8%k + 1 avec k € Z.

2. Montrer que le produit de trois entiers naturels consécutifs est divisible par 6.

Exercice 7 :
1. Montrer que : 7 divise 32"*! 4+ 272 pour n > 1.
2. Montrer que : 32712 4 267+ st divisible par 11.
3. Montrer que : 33"+3 — 26n — 27 est divisible par 169.

Exercice 8 :
1. Montrer que I’équation 22 + 2 + 1 = 0 n’admet pas de solutions dans Z.

2. Soit n € N*. Déterminer les solutions dans Z de I’équation ™ + x4+ 2 = 0.




Exercice 9 : Résoudre dans Z? : 322 + 2y — 11 = 0.

Exercice 10 : Soit z un nombre entier plus petit que 1000. On sait que le reste de la division
euclidienne de x par 2,3,7 et 17 est 1. Trouver x.

Exercice 11 : (Nombres de Mersenne) Soit a un nombre entier supérieur ou égal a 2.
1. Montrer par récurrence que pour tout n € N*, a — 1]|a" — 1.

2. En déduire que si a™ — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.

Exercice 12 :
1. Soient a et b deux entiers premiers entre eux et d un diviseur commun & a + b et a — b.
(a) Montrer que si d est un nombre premier, d = 2.
(b) Montrer que d ne peut étre de la forme d = 2™ avec n > 1.
(c) Conclure sur les valeurs possibles de d.

2. Soient a et b deux entiers premiers entre eux et d un diviseur commun a 2a + b et a + 2b.
Déterminer les valeurs possibles pour d.

Exercice 13 : Montrer que \/3 est irrationnel.

Exercice 14 : Soit F(z) la partie entiere d'un réel x.
1. Montrer que V(z,y) € R%, E(z) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1.
2. Calculer E(z) + E(—z) pour z € R.
3. Montrer que Vn € N* et Vo € R, E(x) = E(E(m)).

n

Exercice 15 : On considere ’ensemble des nombres de la forme 1 + % avec n € N*. Cet ensemble
est-il majoré dans R? Minoré dans R? A-t-il un maximum ? Un minimum ?

Exercice 16 : Déterminer, s’ils existent, les majorants, minorants, bornes supérieures, bornes inférieures
(dabs R), maxima, minima des ensembles suivants :

A:{(l)”JriL,neN*}; B:{"_l/” EN*}.

n—i—l/n’n

Exercice 17 : Soit :

1
I = R*/ —2 — <25,
{:UG / <x+2$_ }

1. Montrer que I est réunion de deux intervalles.

2. Déterminer, s’ils existent, les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure,
le plus grand élément, le plus petit élément de I.

Exercice 18 : Etudier les bornes supérieures et inférieures dans R de I’ensemble : |0; V2 NQ.
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‘Résolution de systemes linéaires '

~» 4h45
Onnote: e K=R ou C;
e pour n € N* [1; n] 'ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n.

1 Systémes linéaires de taille quelconque

Estimation : 1h30

1.1 présentation

DEFINITION :
1. On appelle systeme linéaire de n équations, a p inconnues 1, x2, ..., T, et
a coefficients dans K, un systeme de la forme :

anTy + apvy + ...+ apT, = b
2171 + A22T2 + . .. + A2pTp = by

(S)

. ; avec a; € K pour

A1 + ApaZo 4 ...+ appTp = by
{ i €[1; n]
jelt ol
2. Pour ¢ € [1; n] et j € [1; p, les réels a;; sont appelés les coefficients du
systeme et by, b, . .., b, sont appelés les seconds membres du systeme ;
3. Pour i € [1; n], on appelle i-eme ligne de (S) , et on note L;, ’équation :
anTi + apTs + ... + apr, = by;

4. Résoudre (S) consiste & trouver I'ensemble des p-uplets (x1; zo;...; ;)
vérifiant simultanément les n équations;

5. Lorsque p = n, on dit que le systeme est carré d’ordre n;

6. Lorsque by = by = ... =b, =0, on dit que le systeme est homogene.
13z 3ry +dxgy = s , .
Exemple : { Qil +ow ++i5 est un systeme linéaire de 2 équations
1 3 ==

a 3 inconnues.



REMARQUES :

(1) Lorque le nombre d’inconnues est petit, on note souvent x,y, z,t les in-
connues au lieu de x1,x9, 3, x4. On écrit donc plutot le systeme linéaire

L Bz 43y +4z =1
précédent : { 9 e =1

(2) Un systeme homogene admet au moins une solution : (0; 0;...; 0).

1.2 systémes linéaires échelonnés

DEFINITION :

Soit (S) un systeéme linéaire de n équations, & p inconnues et a coefficients dans
K. On dit que (S) est échelonné lorsque a;; = 0 pour ¢ > j.

Ezemples :
T +2y +3z =0
(1) y —z =0 est un systéme linéaire échelonné.
2z =1
T +2y +3z +t =0
(2) y —z -+t =0 estun systeme linéaire échelonné.
2z =3t =0
T +2y +3z =0
y —z =0 NP .
(3) . -0 est un systeéme linéaire échelonné.
0 =1

Ezercice : Résoudre les trois systemes précédents

PROPOSITION :
Soit (S) un systeéme linéaire échelonné de n équations, & p inconnues et a
coefficients dans K. Alors, I’ensemble des solutions de (S) est : soit vide,
soit réduit a un seul élément, soit admet une infinité d’éléments.

1.3 opérations élémentaires sur les lignes

DEFINITION :

On appelle opérations élémentaires sur un systéme linéaire (S) les opérations

suivantes :

1. permutation de deux lignes L; et L; : L; <> L;;

2. combinaison d’une autre ligne L; & une ligne L; (i # j) : L; < AL; + pLj,
avec A non nul et p quelconque.

(1) On considere S : { Tty =

En faisant 'opération élémentaire : Ly <
-z +y =0

. =1
Ls + L1, nous obtenons le systéme S’ { Tty ;
2y =0
=1
(2) Réciproquement, & partir de S’ { . J;z _ »hous obtenons S, en faisant

Iopération élémentaire : Ly <— Lo — Ly.

PROPOSITION :
Soit (S) un systéme linéaire, alors tout systéme (S’) obtenu & partir de S
en faisant une opération élémentaire est équivalent au systeme S.

Attention aux opérations élémentaires simultanées : partant du
3T +3y +3z =1
systéme : (S) 3% 43y —3z =0, en faisant les opérations
-3 43y +32 =0
Ll < L1 — L2
@ élémentaires simultanées : Ly < Ly — L3 , nous obtenons le systeme :
L3 — L3 — L1
z =1
(s") y —z =0 densemble de solutions : (1; 1; 1). Pourtant
- =-1

(1; 1; 1) n’est pas solution de (S), donc (S) et (S') ne sont pas équivalents.

2 La méthode du pivot (partiel) de Gauss

Estimation : 1h30



2.1 description de l’algorithme

Il s’agit d’un algorithme qui permet de résoudre n’importe quel systeme quelle
que soit sa taille. On part donc d’un systéme :

a1171 + a12%2 + ... 4 a1,Ty = by
(S) a21%1 + A92T2 + ... + A2pXp = b2

Ap1T1 + QpaTo + ... + AppTp = bn

On suppose par ailleurs que pour chaque inconnue x;,4 € [1; n], les coefficients
correspondants ay;, ag;, - . ., ap; ne sont pas tous nuls. Pour illustrer les étapes

de l'algorithme on considerera le systeme :

z +t =1

() r +y +z =0
r +y +2z +3t =-1
T 4y +3z +10t = —6

On décompose I'algorithme selon les étapes suivantes :
(a) premier pivot.
= choix du premier pivot : I'un des coefficients a1, asy, . . ., a,1 correspon-
dant & x; n’est pas nul : quitte a permuter les lignes, on se ramene a

un systéme avec le premier coefficient en haut & gauche non nul. On se
ramene donc a un systeme de la forme :

1171 + a12%2 + ...+ 1T, = by
211 + A92T2 + ... + A2pTp = b2

Ap1®1 + ApaTo + ... + AppTp = bn
avec ap; # 0.

= utilisation du premier pivot : on se sert de la premiere ligne pour éliminer
la premiere inconnue x; a ’aide de combinaisons :

anry tapre +... tapr, = by
A9y +... +aGopxy, =by Ly Ly — 2L,
(S) & , ,
d"’ng +.. +dnp37p = bn Ln — Ln - 27111 Ll
5

(b) pivots suivants. On simplifie le sous-systeme :

L’étude dépend des deux situations suivantes :
— 'un des coefficients @ss, . .

AooTo +... +Zl2p$p = by

anxQ +... +dnpxp = b,,,

., Qpo correspondant a xs n’est pas nul. on re-

prend alors les idées du (a) : quitte & permuter les lignes, on se raméne
a sous-systeme avec le premier coefficient en haut a gauche non nul. Le

systéme (S) est alors équivalent au systeme :
anry +apre +...

(S)

d,ﬁ.’tg +...

avec dge # 0.

+a1pl‘p
(~122£E2 +... +C~l2pl'p

=b
= by

)

FanpT, = by

On utilise alors la ligne 2 comme pivot pour éliminer I'inconnue x5 des

lignes situées en-dessous :

&11.’E1 +&12I2 +&13Z3 +... +(J,1p.’Ep
9oy Qp3T3 a2y

S) '
Gp3z3 +... +appT,

on retourne ensuite au (b) avec le sous-systeme :

— tous les coeflicients aso, . .
(S) est donc équivalent au systeme :

a11ry +apry +a3ry +...
~ 52373’; +...

()

dn;gl'g +...

I
S S
W=

=by Ly Lz~ %‘:Lz

—} _ Onp
- bn, Ln <~ Ln Toa L2

a33r3 +... +azr, = bs

Ap3Ts +... —‘r&npf)?p =b,

., Qpo correspondant a xs sont nuls. Le systeme

+
=K
<
=
3
I

Q
3
&

8
N
+
+

IS}

3
8

=
I

[~pl

3



2.2 syntheése

PROPOSITION :

Tout systeme (S) est équivalent & un systeme échelonné (S’). On obtient
(') & partir de (S) en utilisant le pivot partiel de Gauss.

conséquence. Nous en déduisons donc toutes les possibilités pour les solutions
d’un systeme linéaire : soit il n’admet aucune solution, soit il admet une unique
solution, soit il admet une infinité de solutions.

2.3 exercices d’application

Ezxercice : Résoudre les systemes suivants :

r+y+z+t=4
TH+y+22+2t=0
r4+y+22+3t=1 " (c)
r+2y+32+4t=0

r4+y+z=1
() z+2y+32=2 ; (b)
20+ 3y +42=0

r+y+z+t=4
r+y+22+2t=0.
r4+y+22+3t=0

3 Déterminant d’un systéme d’ordre 2 ou 3

Estimation : 1h15
3.1 présentation

DEFINITION :

On appelle déterminant :

N , a1r + by = my , . a
1. d’un systeme carré : y le déterminant : ;
b )

asx + by = my az by

amx + by +cz =
2. d'un systeme de taille 3 : aox + boy + coz = my , le déterminant :
azx + b3y + c3z =

I
3

|
3

a; by ¢
az by c
az by c3

3.2 déterminant et opérations élémentaires

@OPOSITION . (déterminant et opérations)

ay b1 1 ay 0 0
1.1 0 by co | =arbsczg. Deméme : | as by 0| = aybocs;
0 0 C3 as bg Cs3
ay ay C
2. | ay ay co | = 0. Plus généralement, le déterminant est nul si deux
as az ¢3
colonnes (ou deux lignes) sont égales ;
ay Cp b1 ay bl C1
3.|lay co bo| = —|as by co|. Plus généralement, le déterminant
az c3 bs az by c3
change de signe lorsqu’on échange deux colonnes (ou deux lignes) ;
ay b1 )\Cl+ub1 ay bl C1
4. | ag by Aco + pbe = A|lay by co|. Plus généralement, Le
az b3 )\(33+/Lb3 az by c3

déterminant est multiplié par A lorsqu’on remplace une colonne Cj
(ou une ligne L;) par une combinaison avec une autre colonne :
NG Ci  ACi+ pCj (ou L; <= AL; + pLj,avec © # j).

Ezxercice : Donner une expression la plus factorisée possible des déterminants

suivants :
1 1m a b b
()l 1T m 1|, avecm€R; (b) | b a b, avec (a; b) € R?.
m 1 1 b b a

Réponse au (a) : —(m + 2)(m — 1)2. Réponse au (b) : (—(a + 2b)(a — b)2.



3.3 développement par rapport a une ligne ou une colonne

@OPOSITION : (développement par rapport a une ligne ou une colonne) \
b >
@ by by a b o (s
as by o | =a —as + as . Plus généralement,
bz c3 by c3 ba
az by c3
on peut développer selon n’importe quelle ligne ou n’importe quelle colonne
+ -+
en respectant les alternances de signes | — + — |.
\ Yot Y,

Ezemples :

10
(1) Calculde| 1 3 en développant par rapport a la premiere ligne (réponse :
4 1

— = N

—20);

013
(2) Calcul de |1 0 1| en développant par rapport a la deuxiéme colonne
411

(réponse : 6);

13
(3) Calculde | 1 3 en développant par rapport a la derniere ligne (réponse :
41

== O

11).

4 Formules de Cramer

Estimation : 1h15
4.1 présentation

DEFINITION :

On appelle systeme de Cramer tout systeme linéaire carré admettant une unique
solution.

PROPOSITION : (caractérisation et résolution des systémes de Cramer) )
Un systeme linéaire est de Cramer si et seulement si son déterminant est
non nul. Son unique solution est donnée par les formules suivantes :

. ar+by=m
1. Si (S) ! 1 ' alors :
asx + by = mo
my by ap my
meo bg as My
= Y= .
a; by ' ar by 7
a9 bg as bQ
mr + by +cz=m
2. 51 (S) < agx + boy + c2z = Mo , alors :
asx + b3y + c3z = mg
my b1 C1 ap mp C ay bl mi
meo bg Cy Ay Moy Co as bQ mo
my by c3 as ms €3 as by mg
r= Y= 2=
ap by a ap b o ap b a
as by c ag by ¢ as by ¢
\_ as by c3 as by c3 azs by c3 )

4.2 application a la résolution d’un systéme d’ordre 2 4 paramétre

cos(t)x +sin(t)y =1

FEzercice : Résoudre le systeme suivant : { —sin(t)z + cos(t)y = — sin(t

) ou
t est un parametre réel.

4.3 application a la résolution d’un systéme d’ordre 3 a parametre

r—y+2z=1
Ezercice : Résoudre le systeme suivant : ¢ ma +my — 2z = —2 , ot m est un
r—my+2z=1

parametre réel.

éléments de réponses :
o det(S) = —2(m—1)(m+1);

10



e Pour m#1et —1:

1 -1 2
-2 m =2||=2(m-1);
1 -1 2
1 1 2
m —2 =2 0;
1 1 2
1 -1 1
m m —2]|=-(m+2)(m-—1).
1 -m 1

Donc S = {(—ﬁ% 0; 2(’:;7121))}

e m = 1 : infinité de solutions;

e m = —1: lignes 2 et 3 incompatibles donc pas de solutions.

11



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 12 Mathématiques TSI-1

[Résolution de systemes linéaires ]

Exercice 1 : Résoudre les systemes suivants :

_ — r + Yy - 2 =0
(a) { 2v + 3y N i B 162 ;i (b) y + 3z + t = 4.
Y - 22 — 3t = 2
Exercice 2 : Résoudre les systemes suivants :
2 + 4y = 10 de — 2y =
(2) { 3r + 6y = 15~ (b) { —6x + 3y = 1~
2 + 3y = 3 z + 2y — 3z = -1
(c) r — 2y = 5 ; (d)§ 3z — y + 2z = T ;
3r + 2y = 7 5 + 3y — 4z = 2
z + 2y — 3z + 2w = 2 r + by 4+ 4z — 13w = 3
() 2x + by — 8 + 6w = 5; ()¢ 3z — y + 22 + bw = 2 ;
3r + 4y — 5z 4+ 2w = 4 20 + 2y + 3z — 4w =1

()x+5y+4z—13w:3
g3x7y+2z+5w:2'

Exercice 3 : En utilisant le pivot de Gauss, déterminer ci-dessous les valeurs de k pour lesquelles le
systéeme admet (1) aucune solution, (2) plus d’une solution, (3) une solution unique :

x + 2y + kz =1

()¢ = + ky + z =1 2 &+ hy 4 8 — 3°

kx + vy + 2z =1
; (){
r + Yy + kz =

Exercice 4 : Calculer sous la forme la plus factorisée possible :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(a) a b c ;M| a b ¢ |; (c¢)] cos(a) cos(b) cos(c)
b+c a+c a+b a? b 2 cos(2a) cos(2b) cos(2c)

Exercice 5 : Montrer uniquement avec des opérations élémentaires que :

1+a a a
b 1+ b =1l4+a+b+ec
c c 1+c

Exercice 6 : Résoudre les systemes linéaires d’inconnues z,y, z o m est un parametre complexe :

TH+y+mz=m r—y+z=1 T —my+m?z =2m
(a) x+my—z=1 ; (b) mx—2y+mz=2; (c) mx — m?y +mz = 2m
z+y—z=1 r—my+2z=1 mr+y—m?z=1-m
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‘Sommes et produit de nombres I

~ 4h15
Dans tout le cours, on note K =R ou C.

1 Calculs de sommes usuelles

Estimation : 1h

1.1 le symbole )

DEFINITION :
n
Pour (u,) une suite d’éléments de K, on note : up + uy + ... + u, = Z ug.
k=0

n

()D k=0+1+2+ .. +n;
k=0

n
2) > k=1+2+... 4n;
k=1

11 1
(3) Zg*“ﬁ*“"*;
k=1

1.2 suites arithmétiques

DEFINITION :

On dit que (u,) est une suite arithmétique de raison r € C lorsque Vn €
N, tpy1 = up + 7.

Ezemple : 0,2,4,6,8... est arithmétique de raison 2 : U, 11 = U, + 2.



PROPOSITION : (propriétés des suites arithmétiques)

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug. Alors
pour tout n € N :

1. U,=Uy+nr;
n _ Up+U,
2. 0 Uy = Wtlan 4 1),

(1) La suite (uy,) des nombres pairs est arithmétique de premier terme 0 et de
raison 2, donc u,, = 2n;

n(nJrl).

n
conséquence : E k= 5

k=1

1.3 suites géométriques

DEFINITION :

On dit que (u,) est une suite géométrique de raison ¢ € C lorsque Vn €
N7 Up41 = qUn.

FEzemple : 0,2,4,8,16... est géométrique de raison 2 : U, 11 = 2U,.

PROPOSITION : (propriétés des suites géométriques)

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme ug. Alors
pour tout n € N :
1. U, =q"Uy;
2.0 Sig#1 Yhy U = Uil
eSig=1,>7 U= (n+1)0.

1*(1’”1

conséquence : Sig# 1, >, ¢" = -

n n
Ezercice : Calculer les sommes suivantes : (a) E 2k = ontl 1. (b)
k=0 k=0 k=1

2 Propriétés vérifiées par )

Estimation : 2h

2.1 linéarité

PROPOSITION :
Soient (u,) et (v,) deux suites d’éléments de K et A € K. Alors :

n

1. iuk + ivk = Z(uk + vg)
k=0 k=0

k=0

2. i /\uk = )\iuk.
k=0 k=0

-

= additivité :

ug + vp = (up+ur + ... +up) + (vo+v1+ .. +vp)
k=0 k=0
= (up +vo) + (ug +v1) + ... + (up +vy)
n
= (uk + ’Uk)
k=0
n n n
Ainsi : Z uy + ka = Z(uk, + o).
k=0 k=0 k=0

=> multiplication par A € K :

n
Z Aup = Mg + Aug + ... + Auy,
k=0
= Mup+up + ... + up)
n

n
Ezercice : Calculer : Z(Sk +2k).
k=0



2.2 relation de Chasles Si wyp = upy1 — uy, alors :

n

PROPOSITION : Z _
Wy = Wy + ... +w,
Soient (uy,) une suite d’éléments de K et r» € N. Alors : e
= (u1 —up) + (ug —ug) + (Ug —Ug) + oo+ (Upi1 — Uy)
n+r n+r _ (M ” ) + (M M) (u W)
Fu-3us 5w ZGrw
— e = Up+1 — Up
n+1
ati . k+1
eaplications : Exercice : Calculer : Z In ( )
n+r k
pour r € N, Zuk =uy+ U+ ... + Uptr k=1
k=0
= o+ U+ A Un - Ungy F o Ungy 2.4 glissement d’indice
= (uo +up + Up) + (Ung1 + oo+ Unir)
B Z“ N 2*: y /PROPOSITION -
k k
ot Soit (u,) une suite d’éléments de K. Alors :
) n n+1
n
. 1. = 1
Exercice : Calculer : Z k. Zuk“ Zuk
k=0 k=1
k=n+1
n n+l
n
. nin+1 . , 2. plus généralement, pour [ € N, Upy] = U
Ezxercice : Montrer que Z k= (T) en raisonnant par récurrence. plus & P ' z_: ki z_: k
k=1
2.3 télescopage n
Z Upt1 = U+ oo+ Upp
PROPOSITION : k=0 -
Soient (u,) une suite d’éléments de K. Si wp = wupy; — ug, alors : _ Z up
n k=1
Z Wk = Up+1 — Up-
k=0 n n
Ezercice : Calculer : Z cos?(k) + Z sin?(k +1).
k=0

explications :



2.5 Une identité remarquable (Hol=..,38=..,4=.

i)

PROPOSITION : (identité remarquable) (2) (8) =..., <g> =.., (;l) =.., (;l) =..., (2):

Quels que soient les nombres complexes a et b, nous avons :

n—1
" — b = (a — b) Zakbank. @ ‘ nlpl # (np)! (exemple : 213! = 12 # 6!).

k=0

PROPOSITION : (premiéres propriétés)

nel—k Soient (n ;p) € N2 Alors :
REMARQUE : nous avons également : a” — b" = (a — b) Y a" 'Fpk. ofent (n ;p) o

k=0 L(")=(");
Ezemples : 0 n)’

(1) Pour n = 2, I'identité s'écrit : a® — b* = (a — b)(a + b); o (7 n .
(2) Pour n = 3, lidentité s’écrit : a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b%) ; ' ( ) N ( ) (symétrie).

(3) Pour n = 5, identité s’écrit : a® — b° = (a — b)(a* + a®b + a®b® + ab® + b?).

3.2 le triangle de Pascal

3 Le bindme de Newton

. . PROPQOSITION :
Estimation : 1h30

L)+ ()

. +1
Soient (n ;p) € N2. Alors : |
olent (n ;p) € ors <p+1 )

3.1 coefficients binomiaux

Interprétation graphique :

DEFINITION Plo 1 2 3 45
n
Pour (n; p) € N2, on note : 0 1 0 0 0 00
-1 Lox1l= ksin>1
Lal={4"" (= 1) x H sn= (factorielle d'un nombre) ; 1 110 000
k=1 ot
Lsin=0 2 (17221 000
n! . 3 1 3 3 100
—_— <p<
2. ( Z ) =< pln—p)! sil<psn (coefficients binémiaux). 4 1 4 6 4 10
0 sinon 5 1 5 10 10 5 1
- Le triangle de Pascal
| p termes

REMARQUE : W =n(n—1)..(n —p+1). Nous avons donc I'égalité : conséquence : les coefficients bibomiaux sont des entiers naturels!!

<n) _nn—1)..(n—p+1)

P p!

Ezemples :



3.3 la formule du binéme

PROPOSITION : (Admis)

Soient (a; b) € C2. Alors : (a +b)" = < Z > ak ok,
k=0

REMARQUES :

(1) Pour n = 2 et n = 3 nous retrouvons les identités remarquables classiques ;

(2) Nous avons égalament : (a +b)" = Z < Z ) ba"* car (a+b)" = (b+a)".
k=0 N

Donner une expression simple des sommes suivantes :

Wy (1) oxen ()

© :sz (1) @ ii;)(—l)k?k (1)

4 Manipulation de ]

Estimation : 30min

4.1 le symbole []

DEFINITION :

n
Pour (u,) une suite d’éléments de K, on note : uy X 43 X ... X u, = Huk.
k=0

4.2 propriétés vérifiées par []|

@OPOSITION :

n n n

1. (multiplicativité) Huk X Hvk = Hukvk;
k=0 k=0 k=0

n n

2. (multiplication par A € C) H ug = A" H Ug

k=0 k=0
n n+l
3. (glissement d’indice) Huk+1 = Huk;
k=0 k=l
n U
4. (téléscopage) Si on pose : wy, = “£ alors Hwk =t
" k=0 o
n n
5. (lien somme/produit) e In (H uk) = Zln(uk)
k=0 k=0
n n
g ® exp (Z uk.) = Hexp(uk).
k=0 k=0

4.3 quelques produits classiques

n ) n 1
Ezercice : Calculer les produits suivants : (a) H e’y (b) (1 + -

10
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[Somme et produit de nombres ]

Exercice 1 : Pour les exemples ci-dessous, exprimer simplement u,, en fonction de n :

(a) (un) arithmétique, ug = 2 et uyy =0;  (b) (u,) géométrique, uz = = et uyg = 7= ;

(c) up=0et upy1 =up +n+1; (d) up =1 et upp1 = Un
Un+1
Exercice 2 : Démontrer (par récurrence) les relations suivantes :
- 2_n(n+1)(2n+1 3 n+1) - 1 .
(a) Y k= g }:k () D _k(k+1) = gn(n —1)(n+1);
k=1 k=1
= 1 n " k 1
d = : k.k! = N—=1; (f =1-— .
()kzlk(kJrl) n+1’ Z ()kzl(k+1)! (n+1)!

Exercice 3 : (suite arithmético-géométrique) Soit (U, )nen telle que : U,y = aU, + b, avec
UpeC,acC\{l} etbeC.
1. On pose f : & + ax + b. Montrer que ’équation f(x) = z admet uni unique solution que 'on
notera [.
2. Soit (Vi)nen telle que pour tout entier n, V;, = U, — I. Montrer que (V,,),en est géométrique.
En déduire une expression simple de U, en fonction de n et Uj.

Exercice 4 : Calculer les sommes suivantes :

n+1 n 2n n 2n 2n
a) Y ki (b)Y 2k () > K5 ()d e (o) D e (1) D (2K —3e7F);
k=2 k=1 k=n+1 k=0 k=n+1 k=n+1
g) > k(k+1); (h) Y (3 4282); (i) Y (3% 2% () D (3% — 26k — 27),
k=0 k=0 k=1

Exercice 5 : En vous aidant du principe de télescopage ou du glissement d’indice, montrer :

n_. _a b
Zk:k‘—l—l = oo (chercher a et b tels que (k+1)_E+kT-l)
Z § - 1 — 1 ; (penser a l'indication précédente)
kk:+2 4 2(n+1) in+2) P ’
Z S
k2 1" 1 on 4(n t2)
Z E B 3n% + 6n + 2 )
k2+k—2 18 3n(n+1)(n+2)’
Z Ekl=(m+1)—1; (décomposer k)
k 1
f =1—-—7F0;
()Z(k+1) (n+1)V

k=1



n

Exercice 6 : Soit (ai)ren une suite de réels telle que : Z ar =n(n+2).

k=0
1. Calculer les sommes suivantes :
6 n+1 2n n
S = Zak; Sy = Zak; S3 = Zak; Sy = Z2ak§ Ss = Z(ak —1); S6 = Z ag.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=n+1

2. Déterminer a,, en fonction de n.

Exercice 7 : Calculer les sommes suivantes :

22 (eh) o2 (=)

n n
Exercice 8 : Pour x € Ret n € N, on pose : C), = Zcos(k‘x) et S, = Zsin(km).
k=0 k=0

1. Préciser les valeurs C,, et S, lorsque z est multiple de 2.

2. On suppose que = n’est pas multiple de 27. Montrer que :

nx sin
S, = sin(—) x
> Sn = sin( 2 ) sin()

nx,  sin(
Cp= COS(?) X ey

n
3. En vous aidant des résultats précédents, calculer Z cos?(k) puis ZsinQ(kz)
k=0

Exercice 9 : Calculer les sommes suivantes :

a3 (i) oEeer () wEeen (D) @n

k=0

(© 0%:(;) o 3 (i ) ® O<k<n(’,§)cos<kx>; (b) nggn(}j)sinm).

Exercice 10 : Ecrire a l'aide de factorielles les expressions suivantes :

n n n 2n n
@ [[e@); ™ [[# @17 @ [I & ][+t
i=1 i=1 i=3 i=n+1 i=1
Exercice 11 : Simplifier les expressions suivantes :
n _k' n \/ﬁ_k ‘ n k. n k + 1 ' n k + 2
(a> H e (b> H 6( )a (C) H 2 (d) H Tv (e) H T
k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
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[Limites de suites |

~+ 6h15

Nous utiliserons dans ce cours la notation suivante : R = R U {—oo} U {+00}.

1 Limite d’une suite réelle

Estimation : 1h30

1.1 une remarque de logique
Considérons E 'ensemble des épreuves lors des derniers jeux olympiques et les
deux assertions suivantes :
e « Pour toute épreuve y, il existe un athlete = tel que l'athlete = a remporté
'4 .
I’épreuve y » ;
e « Il existe un athlete x tel que pour toute épreuve y, 'athlete = a remporté
I’épreuve y »
On comprend bien la nuance entre ces deux phrases : pour la premiere l'athlete
qui remporte I'épreuve n’est pas le méme selon I’épreuve alors que ce dernier
ne change pas pour la deuxieme. Ce principe est encore vrai pour les asser-

tions mathématiques, c’est a dire le sens d’une assertion mathématique change
lorsqu’on intervertit les symboles mathématiques : V et 4.

FEzemple : Les assertions :
eV eR IneZ/n<xy;
e«IneZ/NreRn<xz»

sont différentes. La premiere est toujours vraie (n = E(z) convient pour chaque
valeur de ) alors que la seconde est toujours fausse (cela impliquerait que R
est minoré par n!!!).

1.2 limite finie

Intuitivement, dire qu’une suite (u,) admet  pour limite signifie que : « plus n
est grand, plus u, est proche de [. »



DEFINITION :

On dit que (u,,) admet ! pour limite lorsque :

Ve>0, AN €N /Vn> N, |u, — | <e.
signification : |u, —l| <eel—e<u,<l+e.

Ezemple : Soit (uy,) telle que u,, = % pour n € N*. Montrons que (u,) admet 0
pour limite.

REMARQUES :

(1) Le rang N & partir duquel |u, —I| < € dépend de €. On le note parfois N ;
(2) Le nombre [ de la définition précédente est unique. On note : I = lim wu,

n—+00

ouu, — .
n——+0o0

1.3 limite infinie

Intuitivement, tendre vers +oo signifie « étre plus grand que n’importe quel
nombre strictement positif » et tendre vers —oo signifie « étre plus petit que
n’importe quel nombre strictement négatif. »

DEFINITION :
On dit que (u,) tend vers :
1. +oo lorsque : VA >0, INeN /Vn > N, u, > A;
2. —oo lorsque : VA >0, AN eN /Vn > N, u, < —A.

Notations : lim wu, = 00 ou u, — +00 = Fo00.
n—+00 n—+00

1.4 suites convergentes, suites divergentes
DEFINITION :

1. Une suite qui admet une limite finie est dite convergente ;

2. Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente;

3. Deux suites sont de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes

ou toutes les deux divergentes.

Ezemples :

(1) n et £ ne sont pas de méme nature : n diverge vers +oo et < converge vers
0;

(2) %L et 1 —% sont de méme nature : elles convergent toutes les deux (mais vers
des limites différentes).

2 Calculs pratiques de limites

Estimation : 1h

2.1 limites usuelles

PROPOSITION :
Soient f une fonction réelle telle que hI_El f(x)=1€R et (u,) définie
Tr—+00

par : u, = f(n) AIOYS nl—l}-fl—/loc Un = L

Ezemples :
1
(1) 1m 20y,
n——+oo n
. 1/n _
(2) 7[141)5{1006 - 1'
0si g €]0; 1]
conséquence : lim ¢"=¢ 04+ ocosig>1.
1sig=0
4



opérations usuelles 2.3 exemples d’applications
Ezxercice : Déterminer les limites des suites de termes généraux suivants :

Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011 \n on 1

S. GAUTIER Mathématiques TSI-1 (@) u,=1—(3)" M) u,=n*~n; () uy=n—In(n); (d)u,=

Opérations usuelles sur les limites de suites I 3 Propriétés des suites admettant une limite

Estimation : 1h30

e F.I = forme indéterminée

® 00 = —00 Ou +00
3.1 suites extraites

1. Somme :

DEFINITION :
lim U, L L | L |+00|-00]|+oo On appelle suite extraite de (u,) toute suite (v,) obtenue en ne prenant que
+ . 712 . . &) o, 7
= certains éléments de (u,), mais une infinité.
11111 Vi r +00 | —00 | +00 | —0 | —0
n—+oo

(1) (v,) définie par v, = u,41 est une suite extraite de (uy);

U,+ Vo) | L+ L | 400 | —00| 400 | —00| F.I

lim (
n—+oo

(2) Quel que soit (uy,) la suite (v,) des termes d’indices pairs définie par v, =

2. Multiplication par A #0 Ugy, est une suite extraite de (uy,);

A 3 1 o o I3 3 ~ 7 3 a A 1 —
i U, | L oo o (3) De méme la suite (w,) des termes d’indices impairs définie par w,, = ug;11,
S est une suite extraite de (uy);

400 si A >0 —o00siA>0

lim AU, | AL (4) Si (v,) définie par v, = u,2 est une suite extraite de (u,).
n—+00
—00siA<O0 4008t A <0
3. Produit : PROPOSITION :
Soit (u,) une suite.
Jim Un | L L#0 L#0 0 | +oo | +o0 | —o0 1. Si (u,) admet une limite [ € R, alors toute suite extraite de (u,) admet
Jim V| L 400 s 00 | 400 | —00 | o0 [ pour limite;
2. Si (vy) et (wy,) telles que v, = ug, et w, = ug,; admettent toutes
+oosi L >0 +oosi L <0 ~ s oy P
lim_ UV, | LI FI| 400 | —o0 | 400 deux la méme limite | € R, alors (u,) admet [ pour limite.
n—+oo
—ocosi L <0 —ocosi L >0
Ezercice : Etudier la nature des suites suivantes et calculer leurs limites lors-
4. Quotient : ]
qu’elles existent :
lim U, | L L#0 L#0 L#A0| 0 |L| o _qyn n(—1)"
Eas (3«) Up = (_l)n; (b) Up = ( ”) ; (C) Up = n+ (71)77 n
lim V, |L'#0 0t 0~ 0 0 |oo| oo
n—+00
L +oosi® >0 +o0si L <0 6
lim — — FI |[FI| 0 |FI
n—+oo V, r
—oosi L <0 —oosi L >0




3.2

suites convergentes et suites bornées

DEFINITION :

Soit (u,) une suite réelle. On dit que : (u,) est :

1. majorée par M € R (ou que M est un majorant de la suite) lorque :
Vn e Nu, <M,

2. minorée par m € R (ou que m est un minorant de la suite) lorque : Vn €
N, u, > m;

3. Une suite admettant au moins un majorant est dite majorée, une suite
admettant au moins un minorant est dite minorée, une suite majorée et
minorée est dite bornée.

Ezemples :

(1)
(2)
3)

(u,) définie par : u, = n? est minorée : un minorant est ... ;
e n . s .
(u,) définie par : u, = ()" est majorée, un majorant est ...
(uy,) définie par : u,, = (—1)" est bornée, un majorant est . ..et un minorant
est ...

PROPOSITION :

‘ Toute suite convergente est bornée. ‘

@ La réciproque est fausse : il existe des suites bornées qui ne convergent pas.

3.3

C’est par exemple le cas pour (u,) définie par u, = (—1)".

passage a la valeur absolue

PROPOSITION :

‘ Si (uy) tend vers [ € R, alors |u,| tend vers |I].

g% La suite définie par v, = |u,| peut admettre une limite sans pour autant

que (u,) n’admette de limites. Par exemple, pour u, = (=1)", |u,| = 1
donc admet 1 pour limite. Pourtant (u,) n’admet pas de limite.

Ezercice : Montrer que la suite définie par : v, =

3.4 passage d’inégalités a la limites

@OPOSITION :

Soit (u,) une suite de nombres réels convergeant vers I € R.
1. (a) Si a partir d’un certain rang, u, > m, alors [ > m;

(b) Plus généralement, si a partir d’un certain rang, w, > v, avec

lim v, =1, alors : { > I'.
n—-+00

2. (a) Si a partir d’un certain rang, u, < M, alors [ < M ;

(b) Plus généralement, si & partir d’un certain rang, u, < v, avec

lim v, =1, alors : [ <[’
n——+o0

/

@ Lorsque I'on passe une inégalité stricte a la limite, I'inégalité devient large
1

(exemple : pour u, = , nous avons : pour tout n € N, u, > 0, avec
= lim wu, =0, mais nous n’avons pas [ > 0.)
n—r+o00

4 Théorémes généraux sur les limites

Estimation : 1h30

4.1 théorémes d’encadrement

THEOREME :
Soien (uy), (vy) et (wy) trois suites réelles telles que :
(1) (vn) et (w,) convergent vers [ € R;;
(ii) Pour n > N, v, < u, < wy,.

Alors (u,,) est convergente et lim wu, = I.
n—+00

conséquences : Si (u,) et () sont telles que :

1. Juy| < o et lim o, =0, alors (u,) converge et lim wu, =0;
n——+0oo n—-+oo

2. (uy) est bornée et () tend vers 0, alors (u,«,) converge et

sin(n)

n

lim wu,a, = 0.
n—-+0o00

converge vers 0.



THEOREME : (extension aux limites infinies)
Soient (uy) et (v,) deux suites telles que u,, < v, pour n > ny.

1.si lim w, = +o0, alors lim v, = +00;
n—-+00 n—-+00

2.8 lim v, = —o0, alors lim wu, = —oc.
n—4-00 n—+00

Ezercice : Déterminer la limite de la suite définie par w, = n + sin(n).

4.2 limites de suites monotones

DEFINITION :
Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est :
1. croissante lorsque : Vn € N, w11 > uy;
2. décroissante lorsque : Vn € N, up 1 < up;
3. monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante ;
4

. strictement croisssante, strictement décroissante, strictement monotone
lorsque I'inégalité correspondante est stricte.

REMARQUES :

(1) 1l existe des suites non monotones, par exemple : u, = (—1)";

U
(2) SiVn € Nyu, >0, alors (u,) croissante < Vn € N, il >1
U

i
(uy,) décroissante < Vn € N, il <1

un
(3) Si (uy) est croissante, alors (u,) est minorée par ug. Si de plus (u,,) converge
vers [, alors u,, est majorée par [.
(4) Si (uy) est décroissante, alors (u,) est majorée par uy. Si de plus (uy)
converge vers [, alors (u,) est minorée par .

Exemples :
(1) (uy) définie par : u, = n? est strictement croissante : U, 1 — Uy, = .. .;

Unt1
U,

(2) Pour (u,) définie par : u, = (%)" est strictement décroissante :

THEOREME :
1. Soit (u,) une suite croissante. Alors :
(a) Si (u,) est majorée, (u,) converge vers | € R et [ = sup{u,,n €
N};

(b) si (uy) n’est pas majorée, lim w, = +oo.
—+00

n
2. Soit (u,) une suite décroissante. Alors :

(a) Si (uy,) est minorée, (u,) converge vers ! € R et | = inf{u,,n € N};

~

/

(b) si (u,) n’est pas minorée, lim wu, = —oo.
\\ n——+oo
1 I\I t n 1 < n 1
. Montrer que : 73 S —_—.
arll k=2 k(k —1)
2. Déterminer deux réels a et b tels que —— ¢ 4 " Endéduire
. rminer deux réels a ue ———— = — + ——. En déduire :
TXYx - "X Tx 1
& 1 1
2w
i K n
n
3. Montrer que : u, = w2 converge vers un réel [, et proposer un encadre-
k=1

ment de [.

4.3 suites adjacentes

DEFINITION :
On dit que (a,,) et (b,) sont adjacentes lorsque :
(i) (an) est croissante et (b)) est décroissante ;

(ii) nETOO(bn —a,) =0.

PROPOSITION :
Deux suites adjacentes (a,,) et (b,) convergent vers une méme limite com-
mune [. De plus, pour tout n € N, a,, <1 < b,,.

1

n
Montrer que les suites définies par wu, = 7 et vy, = uy + o

k=0

10



convergent vers un méme réel que 'on notera e.

5 Breéve extension aux suites complexes

Estimation : 1h

DEFINITION :

On dit qu’une suite (u,) & termes complexes converge vers A € C lorsqu’il existe
AeCtel que: lim |u, — Al =0.
n—+00

Ezercice - Montrer que la suite définie par u,, = <~ converge vers 0.

PROPOSITION :

a, € R

beR

Soient (u,) une suite complexe telle que u, = a, + ib, avec {

A= a +ib, avec (a; b) € R Nous avons équivalence entre :
(i) (uy) converge vers \;

(ii) (an) et (b,) convergent respectivement vers a et b.

1+
1—in’

Exercice : Déterminer la limite de la suite définie par u, =

PROPOSITION : (passage au congugué et au module)
Soit (u,) une suite complexe convergeant vers A € C. Alors :
1. lim @, = X;
n—-+00

2. lim |u,| = A
n—-+00

11
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(Limites de suites |

Exercice 1 : Déterminer les limites des suites de termes généraux suivants :

. mP+3n -1 O e = lnfn 4 1) — la(n):
(a)un—ma (b)un—fn_ga (¢) un =In(n +1) —In(n);
(d) up =In(n® +2n 4+ 1) = 3In(n +2); (e) u, = n*cos ((71"‘1)2) (f) up, = V2mne™,;

_ n+1In(n) o n?42 o .

000 = 2 e

(i) un = n(ln(n + 1) — In(n)) (k) up = n(e/™ —1); 1) up =™ — e,
(m) Un = en2+1/n2 - 6n2§ (n) Up = e_n2+1/n - €_n2§ (O) Un = W - \/ﬁ;
(0) wn = P (@ un = 5 (1) un = (14 4)"

(5) tn = (” - 1>n; (t) tn = 1% — In(n) + sin(2n);

Exercice 2 : Etudier la nature des suites de termes généraux suivants :

@ T ) e © DT @) L

Exercice 3 : Etudier la nature des suites de termes généraux suivants :

sin(n)

‘ n3 4+ nsin(n)
1+4+n2’

(b) n? +sin(n); (c) Bl

(a)

;o (d) % + cos <%>

Exercice 4 : Etudier la nature des suites de termes généraux suivants :

(a) E(Z:B), zreR; (b)nE (%) : (c) n’E (%) ;o (d) m

Exercice 5 : Etudier la nature des suites de termes généraux suivants :
~ k N n "1 (K 1 &
(@Zm? (b);\/m% (C)grﬂE<n>’ (d)ﬁzE(kx), r €eR;

k=1 k=1




Exercice 6 :
) 2 .
1. Montrer que la suite de terme général u,, = < : ) est croissante. Est-elle convergente ?

n! .
2. Montrer que la suite de terme général u, = —- est décroissante. Est-elle convergente ?
n

Exercice 7 : Soit la suite définie par récurrence par ug = 0 et Vn € N, up11 = /2 + uy,.
1. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, u, > 0.
2. Montrer que pour tout n € N, |up41 — 2] < %|un — 2| (on pourra faire apparaitre une quantité
conjuguée).
3. En déduire que pour tout n € N, |u,, — 2| < (%)n_l.
4. Montrer que la suite (uy)nen converge et préciser sa limite.
5. Etudier la suite (Un)nen définie par vg =3 et Vn € N, v, 11 = /2 + vp,.

Exercice 8 : On considere la suite (uy)nen telle que ug > 0 et :
Vn €N, upt1 = upe “".
1. Montrer que la suite (uy)nen est strictement positive. En déduire que (uy)nen est strictement
décroissante.

2. Montrer que (u,)pen converge. Quelle est sa limite ?

3. Montrer que :
Vn €N, u, = uge™ ko Uk,
n
4. Montrer que la suite de terme général U,, = Z uy, tend vers 4o00.
k=0

Exercice 9 : Montrer que les suites (up)nen+ €t (vn)nen+ ci-dessous sont adjacentes.
n

n
1 1
(a)un:Zﬁetvn:Un-F%; (b)unzzn_i_ketvn:un%—%;
k=1 k=1

o

(c) up

1—}—l netv = 1—1—l "+1. (d) u —ﬁ 1—|—i et v, = (14+1)w
n n — n 9 n_k:1 ]{:2 n — n n-

Exercice 10 : Soient a < b deux réels strictement positifs. On considere les deux suites (2, )nen €t

(Yn)nen définies par récurrence en posant : xgp = a,yp = b et pour tout n € N, 2,11 = /TnUn, Yn+1 =
Tn+Yn
moen,

1. Montrer que Vn € N, x, < yj,.
2. Montrer que (x,)nen est croissante et (yp)nen est décroissante.

3. En déduire que ces deux suites sont adjacentes.

Exercice 11 : Etudier la convergence des suites de termes généraux ci-dessous :

n
14+in’

() = U0 (b) = eI/ () iy =

Zn+1 = %(zn + [2nl)
zo € C

Exercice 12 : Etudier la suite définie par : {
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‘Groupes, nombres complexes et géométrie I

~~ 8h

1 Structure algébrique sur un ensemble

Estimation : 2h00

1.1 lois de composition interne

DEFINITION :

Soit E un ensemble. On dit que * est une loi de composition interne sur E
lorsque pour tout (a; b) € E?, on associe un élément axb € E. On note : (E, *).

1) (N, +) est une loi de composition interne.

2) N, —) n’est pas une loi de composition interne.

3)

4) Notant Z Tensemble des vecteurs de I'espace, (? A) est une loi de com-
position interne.

(Z, x) est une loi de composition interne.

(
(
(
(

(5) Avec les notations précédentes, (£,.) n’est pas une loi de composition in-
terne.

1.2 associativité, commutativité, élément neutre

DEFINITION :

Soit (E,#) un ensemble muni d'une loi de composition interne. On dit que *

est :
1. associative lorsque : V(a; b; ¢) € R3, (axb)xc=ax* (bxc);

2. commutative lorsque V(a; b) € R%, axb="bx*a;

3. admet un élément neutre e € E lorsque pour tout x € K, zxe =e*xz = x.



REMARQUES :

(1) pour l'associativité, Les parentheéses indiquent 'ordre dans lequel doivent se
faire les calculs. Lorsqu’une loi est associative, I’ordre est sans importance
b b

et 'on peut écrire sans ambiguité : a x b * c;

(2) Lorsque (E, x) admet un élément neutre, celui-ci est unique.

Ezemples :
P propriétés vérifiées
structure algébrique associativité | commutativité | élément neutre
(z,+) Ooul Ooul Ooul
(Z, %) Ooul Ooul oul
(Z*, %) Ooul Ooul Ooul
(€.n) NON (a) NON NON (b)
— — —
@) TAGTAR) =T A=) =K, (TATAE=T.
(b) Si € e_s)t telque UA€ = € = Qﬁ = W, alors par antisygétrie, forcément
7 =0 , mais alors pour 0 # 0, nous n’avons pas AN =71,

1.3 symétrique d’un élément

DEFINITION :
Soit (E, *) un ensemble muni d'un élément neutre e. On dit que z € E admet
un symétrique pour * lorsqu'’il existe 2’ € F tel que : zxa’ =2’ vz =e.
REMARQUES :
(1) Lorsque la loi est associative, le symétrique est unique. On le note alors
7l

(2) Toujours lorsque la loi est associative, on peut définir sans ambiguité :

Osin=0
n o __
0= THT*...%T
—_—

n termes

PROPOSITION :

Soient (F, ) une loi associative et admettant un élément neutre e et x et
y admettant un élément symétrique. Alors :

1. Le symétrique de 7! est z;

2. x * y admet pour symétrique y~' * 27!

3. Pour n € N*, le symétrique de 2" est (z71)".

Ezemples :
(1) Tous les éléments de (Z,+) admettent un symétrique.

(2) Pour K = Q,R,C, tous les éléments de (K, x) admettent un symétrique
sauf 0.

On munit R de la loi * définie par z xy = = + y — xy. Etudier cette loi.

2 Groupes
Estimation : 2h

2.1 groupes et sous-groupes

DEFINITION :

1. On dit que (G, *) est un groupe lorsque * admet un élément neutre, est
associative et tout élément g € G admet un symétrique;

2. On dit que (G, *) est un groupe abélien si de plus * est commutative;
3. Si (G, *) est un groupe, on dit que G' C G est un sous-groupe de (G, )
lorsque (G', *) est un groupe.
(1) (K,+) est un groupe.

2) (K, x) n’est pas un groupe, mais (K*, x) est un groupe.
g g



PROPOSITION : (caractérisation des sous-groupes)
Soient (G, *) un groupe et G’ C G. Nous avons équivalence entre :

(i) G’ est un sous-groupe de G ;

(ii) Pour tout (z;y) € G™, { N

Ezercice : On note Z + Zv/2 = {a 4+ bv/2, (a; b) € Z*}. Montrer que Z + Z+/2
est un sous-groupe de (R, +).

2.2 deux exemples de sous-groupes de (C*, x)

Notation : on note U l’ensemble des nombres complexes de module, c’est a
dire ’ensemble des points du plan situés sur le cercle unité.

DEFINITION :

Pour n € N*, on appelle racines n-emes de l'unité, et on note U,, ,I’ensemble
des solutions de I'équation 2" = 1.

@OPOSlTlON : \
1. U est un sous-groupe de (C*, x), c’est a dire :
(a) si z € U, alors 27! € U;
(b) si (215 25) € U%, alors 21 x 2, € U.

2. U, est un sous-groupe fini de U consitué de n éléments. Plus
précisément, si z; = 2™/ alors U, = {z1; 235 2%;...;207 % (1}
4

_ 3

/

REMARQUES :

(1) Si z; = €™/ alors 271 = 2071, 272 = 272 ete....
n—1

(2) Nous déduisons du résultat précédent la factorisation : 2" — 1 = (z — 1) H(z — 0.
k=1

dessin géométrique des solutions pour n = 6

1

(1) les racines carrées de I'unité sont : ...
(2) les racines cubiques de 'unité sont : ...
3)

3) les racines quatrieme sont : ...

PROPOSITION : (propriétés des racines n-eémes de I'unité)

Soit z; = e2m/n,
n—1
1. La somme des racines n-emes de I'unité est égale a 0 : Z =0,
k=0
2. Pour @ > 0, ’ensemble des solutions S de 1'équation : 2" = a est :
S = {a/™; a"z; al/”z?fl}.

Ezercice : Calculer cos (%’T) + cos (4”)4

5

FEzercice : Résoudre les équations suivantes :

2.3 morphismes de groupes

DEFINITION :

Soient (G,x*) et (H,A) deux groupes. On dit qu'une application f : G — H
est :

1. Un morphisme de groupes lorsque : ¥(z; y) € G2, f(z xy) = f(2)Af(y);

2. Si de plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes.

PROPOSITION :
1. La fonction In est un isomorphismes de groupes de (R, %) vers (R, +);
2. La fonction exp est un isomorphisme de groupes de (R,+) vers
(R%, x).
3. La fonction f : 6 +— ¢ est un morphisme surjectif de groupes de
(R, +) vers (U, x).




2.4 groupe des bijections sur un ensemble E

On note : o F(F) l'ensemble des applications de E dans F;
e 0(E) l'ensemble des applications bijectives de E dans FE.

PROPOSITION : (structure algébrique sur F(E))
1. (F(F),o) est associative, non commutative, et admet pour élément
neutre I’application identité : id;
2. f € F(F) admet un symétrique pour o si et seulement si f est bijec-
tive;

3. (0(FE),o) est un groupe.

3 Isométries et similitudes directes du plan

Estimation : 2h00

3.1 transformations planes usuelles

=> Translations :

DEFINITION :

On appelle translation de vecteur 7, et on note ¢, 'application qui a tout point
M du plan associe le point : t(M) = M + .

illustration graphique

PROPOSITION : (expression en affixes complexes d'une translation) \

1. Soit ¢ la translation de vecteur . Si on note z l'affixe de M et 2’
laffixe de t(M) , alors : 2/ = z+ b ot b € C est affixe complexe de
.

2. Réciproquement toute application complexe telle que 2’ = z + b avec
b € C est 'expression en affixes d'une translation de vecteur U daffixe
b.

Ezercice : Déterminer l'expression en affixes complexes de la translation de

vecteur 7 ( 1 >

= Rotations :

DEFINITION :
On appelle rotation de centre €2 et d’angle 6, et on note r, 'application qui a

—
. . . 12r(M)]| = |0M |
tout point M associe le point r(M) tel que : s~ .
(QM, Qr(M)) = 6]2n]

tllustration graphique
REMARQUES :

(1) Si @ = 0[2x], alors r = id.
(2) Sir #1id, alors Q est 'unique point fixe de la rotation.

PROPOSITION : (expression en affixes complexes d'une rotation)

1. Soit r # id la rotation de centre Q2 et d’angle 6. Si on note z laffixe
de M et 2 Vaffixe de r(M) , alors : 2/ = ¢z + w(1 —e?) ot w € C
est affixe complexe de 2.

2. Réciproquement toute application complexe telle que 2’ = az + b avec

=1 . . R
{ La; 1 et b € C est I'expression en affixes d'une rotation d’angle

un argument de a et de centre le point d’affixe w, ot w est solution de
\_ léquation : z = az + b.

Ezercice : Déterminer 'expression en affixes complexes de la rotation de centre

l'origine et d’angle 6.

= Homothéties :

DEFINITION :

On appelle homothétie de centre () et de rapport A € R*, et on note h, l’appﬁ-
tion qui a tout point M du plan associe le point h(M) tel que Qh(M) = ANQM.

illustration graphique

REMARQUES :



(1) Si A =1, alors h = id.
(2) Si A = —1, alors h est une rotation d’angle 7.

(3) Si h # id, alors 2 est 'unique point fixe de ’homothétie.

@OPOSITION : (expression en affixes complexes d'une homothétie) N
1. Soit h # id I'homothétie de centre 2 et de rapport A. Si on note z
Paffixe de M et 2’ laffixe de h(M) , alors : 2/ = Az + w(l — \) ou
w € C est 'affixe complexe de €.

2. Réciproquement toute application complexe telle que 2’ = az + b avec

R* . ) ”»
{ Z i 1 et b € C est 'expression en affixes d’'une homothétie de rap-

port a et de centre le point d’affixe w, ou w est solution de I’équation :

\ z=az+b. j

Ezercice : Déterminer I'expression complexe de ’homothétie de centre (1; 0)

et de rapport 3.

= Symétries :

DEFINITION :

On appelle symétrie orthogonale par rapport a la droite D, et on note s, 'ap-
plication qui & tout point M associe le point s(M) tel que : H est le milieu de
[Ms(M)], on H est le projeté orthogonal de M sur D.

illustration graphique

REMARQUES :
(1) Une symétrie orthogonale vérifie s> = id;
(2) Une symétrie orthogonale ne conserve pas les angles orientés de vecteurs.

(3) Si s est symétrie orthogonale par rapport a la droite D, alors D est l'en-
semble des points M du plan tels que : s(M) = M.

Exercice : Déterminer I'expression complexe de la symétrie orthogonale par

rapport a la droite D d’équation : y = x.

3.2 isométries et similitudes du plan

DEFINITION :
Soit f : P — P une application. On dit que f est :

plan;

P,d(f(A), f(B)) = d(A, B);

kd(A, B).

pour deux similitudes différentes.

Ezemples
1

(

(2
(3
(4

Une translation est une isométrie et une similitude;
Une rotation est une isométrie et une similitude;

Une symétrie est une isométrie et une similitude

— O = —

Une homothétie de rapport A tel que [A| # 1 est une similitude mais n’est
pas une isométrie.

Le rapport k£ dans la définition précédente n’est pas forcément le méme

PROPOSITION :

1. L’ensemble des similitudes est un sous-groupe de o(P);

2. L’ensemble des isométries est un sous-groupe de ’ensemble des simi-

litudes.

Ezxercice : On considere s; la symétrie par rapport a 'axe des réels et so la

symétrie par rapport a la droite d’équation : y = x — 1. On admet que s, admet
une écriture complexe de la forme : 2’ = iz + 1 — . Montrer que f = s; o s3 est
une isométrie que ’on précisera.

10

1. affine lorsque I'image d’une droite quelconque du plan est une droite du
2. une isométrie lorsque f est affine et conserve les distances : VA, B €

3. une similitude lorsque f est affine et multiplie les distances dans un rapport
donné : il existe k > 0 tel que : Y(A; B; C) € P3, d(f(A), f(B))



@OPOSITION . (propriétés des isométries et des similitudes du plan) \

1. Soit f une isométrie du plan. Alors 'image d’une droite par f est une
droite, I'image d'un cercle par f est un cercle de méme rayon, l'image
d’une surface d’aire A par f est une surface de méme aire;

2. Soit f une similitude du plan de rapport £ > 0. Alors 'image d’une
droite par f est une droite, 'image d’un cercle de rayon R par f est
un cercle de rayon kR , I'image d’une surface d’aire A par f est une

\ surface d’aire : kKA. /

3.3 similitudes planes directes

DEFINITION :
Soit f une similitude du plan. On dit que f est directe low f conserve
les/an;gles orientés de vecteurs : (A, B,C) € P*, (f(A)f(B), f(A)f(C)) =
(AB, AC)[2n).

(1) Les rotations, les translations et les homothéties sont des similitudes di-
rectes.

(2) une symétrie n’est pas une similitude directe.

PROPOSITION :

1. Toute similitude plane directe admet une expression en affixes com-
plexes de la forme : 2/ = az + b, avec a € C* et b € C.

2. L’ensemble des similitudes planes directes est un sous-groupe de 1’en-
semble des similitudes.

syntheése : Soit f une similitude plane directe de la forme : 2’ = az +b. Alors :

e Sia € R, soit -a=1,alors f est une translation.
- a # 1, alors f est une homothétie.
e Siae C\R,soit -|a] =1, alors f est une rotation.
-la| # 1, alors f = hor, olt h est une homothétie et r
est une rotation. On caractérise f a ’aide de son centre
), de son rapport k et de son angle de rotation 6.

11

Lzercice

: Caractériser la similitude plane d’écriture complexe : 2/ = (14i)z—1.

12
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[Groupes, nombres complexes et géométrie]

Exercice 1 : On munit R de la loi de composition interne : z *y = = + y + xy. Etudier cette loi.

Exercice 2 : Pour (x;y) € R, on pose : zxy = —2xy + 2(x + y) — 1. Montrer que (R\ {1}, *) est un
groupe commutatif.

Exercice 3 : On munit (R \ {0})? de la loi : (z,y) * (z/, /) = (z2/, yy/).
1. Montrer que ((R\ {0})?, %) est un groupe.
2. On pose H = {(z; y) € R?/zy = 1}. Montrer que H est un sous-groupe de (((R\ {0})%, %).

r+y
1+ay
1. Montrer que (] — 1; 1[, %) est un groupe commutatif.

Exercice 4 : On pose pour (z; y) €] —1; 1[2, zxy =

2. Montrer que la fonction tangente hyperbolique est un isomorphisme de groupes de (R, +) vers
(] =15 1, %).

Exercice 5 : Déterminer les nombres complexes z tels que |z| =1 et |z + 2| = 1.

Exercice 6 : Résoudre dans C les équations ci-dessous :

22 3
(a> < :_1> =1, (b) (z+1)n:(z_1)n’ n € N*; (C) (Z—FZ)”Z(Z—Z)H, n € N*.

Exercice 7 : Montrer que le produit des racines n-emes de I'unité est égal & : (—1)"~1.

Exercice 8 : Soient w = %™/5 § = w + wt et T = w? + wd.
1. Calculer S + T et ST. Montrer que S et T sont les solutions du trinéme : X2 + X — 1.

2 5—1
2. En déduire que cos (W) = \[4 .

5

Exercice 9 : Pour tout réel 2, donner une expression simple de : S(x) = cos (x + %”) +cos (a: + %”) +
cos(m+%ﬂ) +cos(a:+%”).

Exercice 10 : Identifier les transformations d’écritures complexes suivantes :
(a) f(z) =z+i—4 (b) f(2) = —iz; (c) f(2) = =gz +4—4;

() f(z) = —jz+ Lj =% (o) flz) = Tz t2 i (£) (=) = (VB— i)z +i(VB— 1),




Exercice 11 : Déterminer I’expression analytique des transformations suivantes :

e Translation de vecteur < :1)) ) ;

e Homothétie de centre Q(1; 1) et de rapport % ;
e Rotation d’angle —% et de centre Q(—1;1);
e La similitude directe qui transforme A(3; 5) en B(—2; 0) et de centre Q(—1; 1).

Exercice 12 : Soient ¢ une translation de vecteur @ d’affixe 1 et r la rotation de centre O et d’angle
0. Montrer que f = r ot est une isométrie dont on précisera la nature selon les valeurs de 6.

Exercice 13 : Reconnaitre les tranformations du plan ayant les expressions analytiques suivantes :

¥=x+3 ' =—Jx+1 ¥=x—y—2
y=y-2" Pl Y=ty +l

- =
Exercice 14 : On considére le plan muni du repére orthonormé direct (O; @, j ).

1. Déterminer les racines cubiques dans C de 216 et les mettre sous forme exponentielle.
On appelle A, B et C les images de ses racines (on notera A le point dont l'affixe est réelle, et
B celui dont I'affixe a une partie imaginaire positive). Placer ces points dans le plan.

2. Soient les points D, E et F d’affixes respectives 3 + iv/3, —3 4+ iv/3 et —2i+/3.
(a) Montrer que D appartient a la droite (AB). Placer D.
(b) Sur quelle droite se trouve E 7 Placer E.
(¢c) Montrer que C appartient a la droite (AC). Placer F.

3. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s transformant A en D et B en E et donner son
expression complexe. Déterminer les éléments caractéristiques de s et vérifier que s transforme

CenF.

ExerciEiS :Dans l/ep\lan orienté, on considere ABC et DEF deux triangles équilatéraux directs
avec (E,@) = (ﬁ,ﬁ) = % [27]. On note G et H les points tels que EDBG et CDFH soient
des parallélogrammes.
1. Faire une figure
2. On note a,b,c,d, e, f, g, h les affixes respectives des points A, B,C,D,E,F, G, H.
(a) Montrer que ¢ — a = ¢™/3(b — a) puis exprimer f — d en fonction de e — d.
(b) Exprimer g en fonction de b, d, e et h en fonction de ¢,d, f.
(c) Démontrer que h — a = €/3(g — a) puis que le triangle AGH est équilatéral.
3. On note t; la translation de vecteur @, to la translation de vecteur D? et r la rotation de
centre D et d’angle de mesure % On pose T =ty 0o Roty.
(a) Justifier que T est une rotation dont on précisera les éléments caractéristiques.

(b) Déterminer I'image de G par T puis montrer que le triangle AGH est équilatéral.

Exercice 16 : On consideére dans le plan orienté un carré direct ABC'D et M un point quelconque
de (DC). La perpendiculaire & (AM) passant par A coupe (BC) en N. On désigne par I le milieu de
[MN].

1. Montrer que AM N est isocele.

2. Par quelle transformation du plan M a-t-il pour image I ?

3. Déterminer le lieu décrit par I quand M décrit (DC).
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‘Comparaisons des suites réelles I

~> 5h10

1 Suites équivalentes

Estimation : 1h
1.1 généralités

DEFINITION :

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,) est équivalente & (v,),
et on note u, ~ vy, lorsqu’il existe (w,) et N € N tel que : Vn > N, u, = vywy,

avec : lim w, = 1.
n—+00

(1) n~n+1;
(2) n+1~n.

REMARQUES :
(1) Siu, ~ 0, alors (u,) est nulle & partir d’un certain rang;

(2) Si uy, ~ vy, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.

PROPOSITION : (propriétés de la relation d'équivalence)

1. Up, ~ Unp (réﬂexivité)
2. Up ~ Uy = Up ™~ Up | (symétrie)
3. Si u, ~ v, et v, ~ w,, alors u, ~ w,. (transitivité)




1.2 caractérisation pratique

PROPOSITION :

Soit (v,) une suite ne s’annulant pas & partir d’'un certain rang. Alors
. Up
Up ~ Uy & lim — = 1.
n—=+00 Uy,

Ezercice : Montrer que n + In(n) ~ n.

1.3 équivalents usuels

@?OPOSITION : )

Soit (u,) une suite réelle telle que lim w, = 0. Alors :
n—-+00

(b) In(1 4+ up) ~ s (¢) (14 up)®* =1~ quy, ;
a€eR

(a) e" — 1 ~wuy,;

Uu

(d) sin(uy) ~ uy; (e) 1 — cos(uy) ~ 7%; (f) tan(uy,) ~ uy;

(@) sh(uw,) ~ ;. (h) ch(u,) — 1~ % (1) thu,) ~ u,;

(j) arcsin(uy,) ~ u,; (k) arctan(u,) ~ uy, ;

\ (1) argsh(uy,) ~ uy,;  (m) argth(u,) ~ wu,. J

Ezxercice : Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux

suivants :

(a) \/1+L—=1; (b)sin(2); (¢)sin(In(1+21)); (d) /™M™ —1; (e) e”—1.

4

Tous ces équivalents usuels ne s’appliquent UNIQUEMENT lorsque

lim u, = 0.
n—-+00

2 Etude pratique d’équivalents et de limites

Estimation : 1h

2.1 équivalents et opérations usuelles

@OPOSITION :
Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (multiplication par un réel) : Pour A € R*, si u,, ~ vy, alors Au, ~
AUy, ;

e (produit) : Si u, ~ a, et v, ~ by, alors u,v, ~ ab,;

e (quotient) : Pour (v,) non nulle & partir d’un certain rang, si u, ~ ay,

et v, ~ b, alors 7= ~ 7%

e (puissance) : Pour u, > 0 a partir d’un certain rang et o € R, si
|~ oy, alors ud ~ v,

/

1. Pour le dernier point ci-dessus, « NE DEPEND PAS de n. Lorsque
Q@ dépncnd de n, le résultat est faux. Par exemple : /" ~ 1, mais
(el/ ") =ew \S/;

@ 2. De méme, on ne peut sommer ni soustraire les équivalents. Par
exemple, n+1~mn, maisn+1—n=1n~ n\:—?)ﬂ (une suite équivalente
a 0 est nulle & partir d’un certain rang);

3. Enfin, nous ne pouvons composer les équivalents par une fonction. Par

exemple : n+1 ~ n, mais e"*! = ee” = e" (le quotient tend vers e # 1).

Ezxercice : Déterminer les équivalents des suites de termes généraux suivants :

1 —cos (n%)

(a) nln(1+1); b)n(e/"=1); () Vn+1—yn; (d)

sin (1)
2.2 équivalents de suites polynémiales
PROPOSITION :
Soit (uy,) telle que u, = ayn? + a, 0P~ + ... + ag, avec a, # 0. Alors
Uy ~ apn?.

Ezxercice : Déterminer un équivalent des suites de termes généraux suivants :

nB 9 G
(8) tn = sty (B) wa = VAT 207+ 15 (©) wy = avctan ().

n?+n+



2.3 équivalents et limites

PROPOSITION :
Soient (u,) une suite réelle et [ € R.

1. Siu, ~v, et lim v, =1, alors lim u, =1;
n—+00 n——+00

2. Sil est finie et non nulle et lim w, =, alors u, ~ [.
n—-+0o00

1
n
converge vers 0 mais n’est pas équivalente & 0 (une suite équivalente a 0
est nulle & ,partir d’un certain rang).

@ Le 3. de la proposition précédente est faux pour [ = 0. Par exemple : u,, =

Ezercice : Déterminer un équivalent simple de la suite telle que w,, = cos (1)

ARARRAARRE n

Ezercice : Déterminer la limite des suites de termes généraux :

(a) Up =N (1 — COs (#)) ; (b) Up = (1 + %)n.

3 Prépondérance et domination

Estimation : 1h

3.1 domination

DEFINITION :

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,) est dominée par (v,), et
on note u, = O(v,), lorsqu’il existe (w,) et N € N tels que : Vn > N, u,, = v,wy,
avec : (wy,) bornée.

REMARQUES :
(1) (uy) bornée & u, = O(1);
(2) O se dit « grand O ».

PROPOSITION : (caractérisation pratique)

Soit (u,) une suite ne s’annulant pas a partir d'un certain rang. Alors
ty, = 0(v,) < 2= est bornée.
n

Exercice : Montrer que la suite de terme général u,, = n? + 1 est dominée par
n’importe quelle suite de la forme v, = an’® + bn + ¢, avec a # 0.

3.2 prépondérance

DEFINITION :

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,) est négligeable devant
(vn), et on note u, = o(v,), lorsqu’il existe (w,) et N € N telle que : Vn >
N, u, = vyw,, avec : lim w, = 0.

n—-+00

REMARQUES :
(1) lim u, =0< u, =o0(1);
——

n

(2) On utilise en physique la notation (dite de Hardy) u,, << v, au lieu de
Up = 0(vy,).

PROPOSITION : (caractérisation pratique)

Soit (v,) une suite ne s’annulant pas a partir d’un certain rang. Alors

. Unp,
u, =o(v,) & lim — =0.
n—+00 Uy,

Egzercice : Déterminer les réels o tels que : (a) n® = o(n?); (b) 4 = o(L).

3.3 prépondérance, domination et limites

PROPOSITION :

1. Siu, = O(v,) et lim v, =0, alors lim wu, = 0.
n—+0oo n——+oo

2. Siu, =o(v,) et lim v, =1 € R, alors lim u, =0;
n—-+00 n—-+00

4 Manipulation de la comparaison de suites

Estimation : 1h



4.1 prépondérance et équivalents

PROPOSITION :

‘ Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. Alors : u, ~ v, < u, = v, + o(vy)

|

Ezercice : Déterminer deux réels a et b tels que 24/1 + % =a+ % +o0 (%)

4.2 opérations usuelles

@OPOSlTlON :

Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (transitivité) : Siu, = o(v,) et v, = o(w,), alors u,, = o(w,) (de méme
pour O).

e (multiplication par un réel) : Pour A € R, si u, = o(v,), alors
Auy, = o(v,) ; (de méme pour O);

e (multiplication par une suite) : Si u,, = o(a,), alors u,v, = o(a,v,)
(de méme pour O);

e (produit) : Si u, = o(a,) et v, = o(by,), alors u,v, = o(ayb,) (de méme
pour O);

e (puissance) : Si u,, > 0 & partir d’un certain rang et u, = o(v,), alors
u? = 0 (v?) (de méme pour O);

Up = O(G'n)

\ e (somme) : Si v = o(ay)

}, alors u,, + v, = o(a,) (de méme pour O).

REMARQUE : Les opérations précédentes peuvent se réécrire sous les formes
suivantes : « o(o(wy,)) = o(wy,) »(transitivité), « Ao(v,) = o(v,) » (multiplica-
tion par A), « vy0(ay,) = o(ayvy) ,« o(u,)o(vy,) = o(u,vy,) »(produit), « o(u,)* =

o(u) »(puissance «), « o(a,) + o(a,) = o(a,) »(somme).

1. Pour la somme, les deux suites doivent étre comparées a une méme
suite. Par exemple, 1 = o(n), 2 = o(n + 1) mais 2 — 1 n’est pas

=1
@ négligeable devant (n+ 1) — n;
=1
2. Nous avons : o(u,) — o(uy,) = o(uy)!!

Ezercice : On pose : u, = e'/" et v, = (1 + %)3 - 2.

1. Déterminer des réels a, b, ¢ et d tels que : u, = a + % + o0 (%), vy =
d 1
ctfito(n)
2. En déduire un équivalent simple de la suite de terme général : e'/" + (1+
13 —2.

n

Ezercice : Montrer que vn+1=/n+ 21% +o0 (ﬁ)

4.3 comparaison des suites de référence

PROPOSITION :
Soient a > 0,3 > 0et a > 1. Alors :

1. (Inn)? = o(n®);
2. Nt = O(GIL);
3. a" =o(n!);

4. n! = o(n").

REMARQUE : En notation de Hardy, cela donnerait : (Inn)? << n® << a” <<
nl << n".
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[Comparaison des suites réellesj

Exercice 1 : Parmi les suites de terme généraux ci-dessous, lesquelles sont équivalentes ?

2n?+1 1 1n

4 3
8n” —1
() an = g (©) e = /™ R
n

(n+1)6 7

1n ] 1 ) . . 1
(e) en = e'/™ —1; () fo= 5 (g)gn:51+5—1, (h) by = aresin | — ).

Exercice 2 : Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous :

nln (1 + sin? (%))
sin(l) 7

n

() un =n’In (1 + Z) In <1 + i) (b) up =n(ln(n+1) —In(n));  (c) up =

1
(f) u, = —arctan(n?);

n e 1’ n2
(®) = narctan (1 ) (0) u, = LIE LT, () un = VA FI- Vi
= Vi1 - () = g = ) = e
s () mno( )

(1) un = n;
(m) up = 1 [ch (:L) .t
womn(n(er ) @men(es(D)) @w= (1))

Exercice 3 : Déterminer les limites des suites de termes généraux ci-dessous :

(a) up = (Cos 1)n; (B) wn = (—1)" (e - (1 + i)n) . (0) un = /In(n £ 1) — /In(n)

n

3n 2n+1
(d) u”_<4n—1> ’

(8) = (Vit T =) "5 (0) i = (1= ()"0

() u, = <n2+2n—3>n;

n2—n-+1

(f) un = <2 ;_3 ) ;

(i) up = v/In(n2 +1) — /In(n2 — 1);

1) up, = <hll(i(i)1>>nln(n)_




Exercice 4 : On définit les suites : (uy)nen €t (vn)nen en posant :
Up, 1 1
Uy >0, Upt1 = —F——=, Vn = 35— — —5

P} ) n .
Vug +1 Upt1  Un

1. Montrer que la suite (u,)nen est décroissante puis qu’elle converge vers un nombre réel que 'on

déterminera.
n—1
2. Déterminer v, puis calculer de deux manieres différentes : — E v. En déduire lirf nui puis
n n—-+oo
k=0

un équivalent simple de (up)nen-

Exercice 5 : On considere la suite définie par :

ug =0, Upt1 =N+ /Uy

1. Montrer que lim wu, = 4oo.
n—-4o00

2. Montrer que la suite est croissante.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, u, < 2n.
o 1 2(n —1) : -
4. En déduire pour n > 1:n <wu, <n|1-—+1/——5— |, puis un équivalent de (un)nen.
n n

Exercice 6 :Onpose:un:1+sin(%),vn:1/1+%et wn:u%—vn.

1. Déterminer a et b tels que : w, = a + % 40 (%)

2. En déduire un équivalent simple de (wy,).

Exercice 7 : Classer les suites suivantes par ordre de négligeabilité :

n(n nin 1’1277,

1
2 1 - 1 1/2.
W ) n, (), L, i)

Exercice 8 : Comparer les suites de termes généraux suivants :

2
Exercice 9 : On considere la fonction définie sur [0; 1[ par : f(x) = 2% tan (7;733)
T

1. Montrer que pour tout n € N*, 'équation : f(x) = % admet une unique solution que ’on notera
Ty
2. Montrer que la suite (z,,) est décroissante puis qu’elle converge vers un réel que I’on déterminera.

3. Déterminer un équivalent simple de (z,,).

Exercice 10 :
1. Montrer que I'équation : 2% — 32 +2 = % admet une unique solution z,, sur ]0; 1.
2. Montrer que la suite (z,,) est croissante puis qu’elle converge vers un réel que ’on précisera.
3. On pose : v, = z, — 1. Montrer que v, ~ \/% En déduire que : z, = a + % +o0 (ﬁ) avec a
et b que 'on précisera.
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~ 5h30
Table des matiéres On note dans le cours K =R ou C.
1 Généralités 2 1l
1.1 ensemble des matrices . . . . . ... ... 2 1 Généralités
1.2 addition et multiplication par un scalaire . . . . . . .. .. ... 3 Estimation : 2h00
1.3 produit de matrices . . . . . . . . ... 4
1.4 matrice d'un systeme linéaire . . . . . ... ... 5

1.1 ensemble des matrices

2 Matrices particulieres 6

2.1 vecteurs lignes et vecteurs colonnes . . . . ... ... ... ... 6 DEFINITION :

2.2  matrices triangulaires et matrices diagonales . . . . . . .. . .. 7 Sofent . et p deux entiers strictement positifs

2.3 matrices symétriques et antisymétriques . . . . .. ... .. .. 8 '

1. On appelle matrice de taille np et a coefficients dans K tout tableau a n

3 Produit de matrices carrées et matrices inversibles 10 lignes et p colonnes. On note :

3.1 étude du produit . . . ... .. ... 10

3.2 puissance de matrices . . . . . .. ... 10 G G - Gy

3.3 matrices inversibles . . . .. ..o oL Lo 11 e R I

3.4 déterminant de matrices et matrices inversibles. . . . . . . . .. 12 A= a?l @2z ... Gop L,Q , avec a;; € K.

Ap1 QAp2 ... a/np Ln

2. On dit que deux matrices de taille np et a coefficients dans K sont égales
lorsque leurs coefficients sont égaux;

3. On note :
o M,,,(K) I'ensemble des matrices de taille np et a coefficients dans K,
o Oy, 'élement de M,,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 0,

4. Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée, et on écrit plus simplement :
o M, (K) au lieu de M,,,(K),

e O, au lieu de O,




REMARQUE : Nous utilisons également les notations : A = (a;;)1<i<n, A =

1<j<p
Ly
)
(C1,Cs,...,Cp) ouencore A= |
Ln/
Ezemples :
(1) A= (i —Jj)ici<s;

1<j<2

1.2 addition et multiplication par un scalaire

DEFINITION :

Pour A = (ajj)1<i<n €t B = (b;;)1<i<n deux éléments de M,,,(K), on appelle :
1<5<p 1<j<p

1. somme de A et B, et on note A + B I'élément de M,,,(K) défini par :

air +bu aip+bie ... ap+by
sy + ba1 ass +bay ... ag, + by,
A+ B— 21. 21 22. 22 . 2[1. 2p
an1+bn1 an2+bn2 anp+bnp

2. Pour A € K, A I'élément de M,,,(K) défini par :

)\an /\a12 /\(llp
\A - /\6.l21 )\6?22 /\6?21)
Aapt Aapz ... Ay
1 2 2 3
FEzemple :Pour A= 0 1|etB=|-1 2
-10 0 -1
e A+ B=...
024 = ...
e3A-DB=...

PROPOSITION : (structure d’espace vectoriel) N
1. (Mpp(K),+) est un groupe abélien. Plus précisément :

e [’¢lément neutre est 0, ;

o Le symétrique de A € M,,,(K) est —A.

2. Pour A et B deux éléments de M,,,(K) et A, 1 deux éléments de K
quelconques :

o \M(A+ B) = A+ \B,
o AN+ A=A A+ pA,
\_ o (M)A = A(uA).

Ezercice : Résoudre dans M3, (K) 'équation : 2X + B = 0, avec B =

= N O
Ut W

1.3 produit de matrices

DEFINITION
Pour A = (a;)1<i<n € My, (K) et B = (bjj)1<i<r € M,,(K), on appelle produit
125 1552

<= <j<p
de A et B, et on note AB = (¢;;)1<i<n la matrice telle que :
T1<<p

T
cij = E @it
k=1

21 5 9
(1) A=[0 0| et B= <0 1>. Le produit AB existe et AB = ...;
32
(2) En reprenant les deux matrices précédentes, on constate que BA n’existe
pas!

(3) A= (8 ?) et B= (8 (1)> nous constatons que AB = 0y et BA = B.



@OPOSITION : (propriétés du produit matriciel) \
Soit A € M,,(K), alors :

1. pour A € Ket B € M, (K), (A)B = A(AB) = A\AB;

2. pour B € M,,,(K) et C € M,,(K), (A+ B)C = AC + BC};

3. pour B € M, (K) et C € M, (K), A(B+C)=AB+ AC,;
4. pour B € M, (K) et C € M,,(K),(AB)C = A(BC);
5

\_ . 0, A =0, et A0, = 0. /
10 —1 2 1 10

Exercice : Soient A=123 2 |,B=[-3 5 7C:(_l 2>etD:
14 5 0 —4

1 -3 4
<2 23 1>. Calculer tous les produits possibles de deux matrices parmi les

matrices précédentes.

1.4 matrice d’un systéme linéaire

DEFINITION :

a;1xry + appra + ...+ a1pTy = bl

9171 + agxs + ...+ ayx, =0b
Soit (S) .21 1 2242 2pLp 2

. ; un systeme linéaire de n

Ap1T1 + Apa®o + ...+ AppXp = by,
équations, a p inconnues et a coefficients dans K. On appelle matrice associée

aip a2 ... daip
. . a1 Q2 ... Qa2
a S la matrice A = ) o v
Ap1 Ap2 .. Gpp
5

PROPOSITION : (écriture matricielle d'un systeme)

anTy + apvy + ...+ apT, = by

2171 + A22T2 + ... + AgpTy = by

Le systeme (S) §’écrit matricielle-

p1%1 + Q22 + ... + AppXp = b'n

~

x1
ment : AX = B, ou A est la matrice associée a (S), X = $:2 et
Tp
by
B=|"
N b

(1) Le systeme linéaire :

(S) { 2043y +22 =1 ¢ it matriciellement . .. ;

r—3y+1=2
2v F3y +2z =1
3y +1 =2 g’écrit matriciellement ...
3z =4

(2) Le systeme linéaire : (S)

2 Matrices particuliéres

Estimation : 1h30

2.1 vecteurs lignes et vecteurs colonnes

DEFINITION :
On appelle :
1. vecteur ligne toute matrice constituée d’une seule ligne;

2. vecteur colonne tout matrice constituée d’une seule colonne.
(1) A=(123) et B=(0 1) sont des vecteurs lignes;



—
[\v)
—
Q
Il

W N =

0 PROPOSITION : (propriétés des matrices triangulaires N
et D= (1) sont des vecteurs colonnes. (propri l langulaires)
1. Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures. Alors :
(a) A+ B est triangulaire supérieure;
(b) Pour A € K, A\A est triangulaire supérieure ;
2.2 matrices triangulaires et matrices diagonales

(¢) AB est triangulaire supérieure.

DEFINITION - 2. Soient A et B deux matrices triangulaires inférieures. Alors :
Soit A = (a5;) € M, (K). On dit que A est : (a) A+ B est triangulaire inférieure;
= \(Ugj n . . . R
. . .. . (b) Pour A € K, AA est triangulaire inférieure ;
1. triangulaire supérieure lorsque : a;; = 0 pour ¢ > j :
\_ (c) AB est triangulaire inférieure. J
ai; a2 ... Gip
0 ap ... a
A= 22 ?n
: - o 2.3 matrices symétriques et antisymétriques
0 0 ... ap
. ) ) (a) transposition :
Si de plus a;1 = a9 = ... = ap, = 0, on dit que A est strictement

triangulaire supérieure; DEFINITION
2. triangulaire inférieure lorsque : a;; = 0 pour ¢ < j :

Pour A = (Cy,...,Cp) € M,,(K), on appelle transposée de A, et on note : ‘A

ai1 0 e 0 cVl
A Uf.21 G?Q 0 . la matrice telle : ‘A= | : | € M,,(K).
. . t. N Cp
Ap  Ap2 ... Gnp 21
Side plus a;p = ag = ... = ap, = 0, on dit que A est strictement Exzemple :Pour A= (5 2], tA=....
triangulaire inférieure ; 5 3

3. diagonale lorsque : a;; = 0 pour i # j : PROPOSITION : (propriétés de la transposition)

a0 0 Soient A et B deux éléments de M,,,(K). Alors :
0 .0
A= : ?.22 N (a) Pour A € M,,,(K), ‘('A)=A;
0 0 .. a (b) Pour A € My, (K) et A € K, '(AA) = A A;
t _t .
Si de plus aj; = age = ... = auy, on dit que A est scalaire. (c) Pour A et B deux My, (K) “(A+ B/) = 'A+ B/
L 1 L
REMARQUE : A diagonale < A triangulaire supérieure et triangulaire inférieure. (d) Pour A € M,,.(K) et A € M,,(K), "(AB) = 'B'A.

(b) matrices symétriques et antisymétriques :

DEFINITION :



Soit A = (ai;) € My(K). On dit que A est :
(a) symétrique lorsque : A = A :

aip a2 ... Qip

a2 Gz ... d2g
A= 7 .

A1p G2p ... Qpp

On note §,,(K) ensemble des matrices symétriques.

(b) antisymétrique lorsque : 'A = —A :

0 a2 s Qp

—a12 0 ... Qop
A= .
—Aip —A2p ... 0

On note A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques.

PROPOSITION :

1. Soient A et B deux matrices symétriques. Alors :
(a) A+ B est symétrique;
(b) Pour A € K, AA est symétrique.

2. Soient A et B deux matrices antisymétriques. Alors :
(a) A+ B est antisymétrique;

L (b) Pour A € K, AA est antisymétrique.

/

Le produit de deux matrices symétriques n’est pas forcément symétrique.
De méme pour les matrices antisymétriques. Par exemple, pour A =

@ (; ?) et B = (i 1), nous avons A et B symétriques, mais AB =

43 n’est pas symétrique
5 3 pas sy que.
Ezercice - Pour A € M,,,(K), on pose : S = A'A € M,(K). Montrer que

S est symétrique.

3 Produit de matrices carrées et matrices inversibles

Estimation : 1h30

3.1 étude du produit

@OPOSITION :
On considere M (K) muni du produit de matrices x. Alors x est :
e associatif : A(BC) = (AB)C';

e non commutatif;

1 0 0
Y . 0 1 0

e Admet pour élément neutre la matrice : I, = | © = " |;
00 ... 1

\___| e n’est pas un groupe : tout élément n’admet pas forcément de symétrique.

11
Ezxercice : On considere la matrice A = (1 1).

1. Déterminer les matrices B € My(R) telles que AB = I,.
2. Déterminer les matrices B € Ms(R) telles que BA = Is.

3. Montrer que A n’admet pas de symétrique.

3.2 puissance de matrices

notation : Pour A € M,(K), on note :
n>2 A"=AxAx...xA.
—
n termes

REMARQUE : nous avons A" = A4 x A" = A" x A.

AY = I, A = A et pour tout

Exemple : A = <3 (1)> A? = . A% = ... Plus généralement, il semble que
At = ...

. . 11 , 1 n
FEzercice : Soit A = 0 1) Montrer par récurrence que A" = 0 1) Pow

tout entier narurel n.

10



PROPOSITION : (bindme de Newton) PROPOSITION : (propriétés algébriques des matrices inversibles) N

Soient A et B deux éléments de M,(K) qui com- 1. (GL,(K), x) est un groupe. Plus précisement :
mutent, c’est a dire tels que : AB = BA. Alors )
" e = - (a) Si A est inversible, alors A~! est inversible et 'inverse de A~! est
(A+ B) ;(k:)AB ;(k)BA . A (A7) = 4;
= - (b) Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et son inverse
—14-1. -1 _ p-14-1
@ 11 faut absolument vérifier AB = BA. En effet, sinon, pour n = 2, (A + est BTIA™: (AB)™ = BTIATL
B)?=(A+B)(A+B) = A? +\Ai';ff4,+32~ NG 2. Si A est inversible, alors A est inversible et ( 1A)~! = {(A471).
2

Ezxercice : En écrivant A = <(1) 1) =1+ (8 [1)), calculer A" pour n > 2.

3.4 déterminant de matrices et matrices inversibles

3.3 matrices inversibles DEF|N|T|ON .
DEFINITION : 1. Soit A = (le Zi) € M,(K). On appelle déterminant de A, et on note
Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible lorsque A admet un symétrique . . a1 as
" det(A), le dét t .
pour le produit matriciel, c’est a dire lorsqu’il existe B € M,,(K) tel que : et(4), le déterminan by by

AB = BA = I,. On note B = A~! et on appelle B l'inverse de A. On note a1 ay as

GL,(K) lensemble des matrices inversibles. 2.S0it A = [0 by b3 € M3(K). On appelle déterminant de A, et on
eB = A~! que I'on appelle I'inverse de A;

. . ¢ C2 C3
notations : On note oGL,(K) l'ensemble des matrices inversibles. ay ay as
note det(A), le déterminant | b by b3 |.
PROPOSITION : (calcul pratique de I'inverse) c c c3
Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si pour tout X €
M1 (K) et pour tout B € M,,1(K), le systeme AX = B admet une unique PROPOSITION : (propriétés du déterminant)

solution. On obtient A~! en écrivant matriciellement 1'unique solution du

systeme : X — A~ B, 1. Soient A et B deux matrices de M, (K). Alors det(AB)

det(A) det(B). En particulier, pour tout entier naturel n, det(A") =

111 (det A)";
Ezercice : Montrer que A= | 0 2 1| est inversible et calculer A~ 2. Pour A € M,,(K), det( 'A) = det(A).
003

Nous n’avons pas det(A + B) = det(A) 4 det(B). En effet Pour A = I,
@ det(Iy 4 1) #= det(ly) + det([3)
=1 =2

11 12



PROPOSITION : (caractérisation des matrices inversibles)

‘ Une matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

FEzercice : Montrer que qu'une matrice carrée d’ordre 3 triangulaire supérieure
est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Ezercice : On dit que A € M3(K) est nilpotente lorsqu’il existe r € N* tel

que : A" = Os.
0abd
1. Montrer que A= | 0 0 c¢ | est nilpotente.
000

2. Montrer qu’une matrice nilpotente ne peut étre inversible.

13
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(Matrices |

Exercice 1 : Effectuer tous les produits possibles de deux matrices dans la liste ci-dessous :

1
0
A=(2]; B=(1 2 3); C:<_1>, D=(0 —1);
3
10 -1 10
p=l23 2] r=(3 2 %) a=(o 1) m=(" })
14 5 2 1

Exercice 2 : Déterminer si la matrice A est inversible puis résoudre dans My (R) les équations AX =
B puis XA = B pour les valeurs de A et B suivantes :

(a) A= (_22 D et B = <_43 _52); (b) A= <_12 _42> et B = (_36 _21>

1 00
Exercice 3 : On considére la matrice A = 0 1 1
3 1 1

1. Déterminer toutes les matrices M telles que :
(a) AM =03; (b) AM =1Iy; (¢c) MA=1y; (d) AM = MA.

2. En utilisant uniquement les résultats précédents, montrer que la matrice A n’est pas inversible.

t
Exercice 4 : Pour K = R ou C et A € M,(K), on considére les matrices S = A+2 A et T =
A—1tA
5
1 2 3
1. Calculer S et T lorsque A= |4 5 6
7 8 9

2. Montrer que pour A € M,,(K) quelconque, S est symétrique, T est antisymétrique et A = S+1T.

21}
Exercice 5 : Soit G =

S = O

0
0 x| ; = € R 3. Montrer que G est un sous-groupe de GL3(R).
0 1

Exercice 6 : Inverser les matrices suivantes (quand cela est possible) :

9 _3 1 2 1 110 111
(a)Az(_1 1); b)yB=|1 2 —-1]; (¢gD=[0 1 1|; (dQE=|a b ¢
-2 -2 -1 0 01 010




Exercice 7 :

01 1
1. Soit A= | 1 0 1 |. Calculer A et vérifier que A2 = A + 213, ol I3 est la matrice identité
1 10
3 x 3. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.
-1 1 1
2. Soit A= 1 —1 1 |.Calculer A% et montrer que A2 = 21 — A. En déduire que A est
1 1 -1
inversible et exprimer A~! en fonction de A.
1 0 2
3. Soit A= [0 —1 1. Calculer A% — A. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en
1 -2 0
fonction de A.
0 1 — sin(a)
Exercice 8 : Pour o € R, on pose : M = -1 0 cos(a)
—sin(a) cos(a) 0

1. Déterminer M? et M3,
2. On pose A(z) = I3 +xM + %M? Comparer A(z +y) et A(z)A(y).

3. En déduire que A(x) est inversible pour tout 2 € R et déterminer A~!(x).

Exercice 9 : On note J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Exprimer
simplement J? en fonction de J, puis montrer que J n’est pas inversible.

Exercice 10 : Montrer que si A € M3(C) est antisymétrique, alors A n’est pas inversible.

11
Exercice 11 : Soit A= 0 1 et soit B=A — I3.
0 0

= = O

1. Calculer B2, B3, puis B" pour n > 3.
2. Développer (B + I3)" par la formule du binome et simplifier.

3. En déduire A™ pour tout entier n.

0o 2 -2 01 1
Exercice 12 : Soient A = % -1 3 1 et P=11 0 1
-3 3 1 1 1 0

1. Montrer que P est inversible et calculer P~1.
2. Calculer B = P~'AP, puis pour tout n € N, B” et en déduire A™.

3. On considere les suites (up )neN, (Un)nen €t (W )nen définies par ug = vg = wy = 1 et les relations

linéaires :
Unt1 = 20n, — 2wy
Vn € N, Upgl = —Up + 3Up + Wy
Wpy1 = —3Uy + 30, + Wy
Un
(a) On pose X, = | v, |. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, X,, = A" Xj.
wn

(b) En déduire une expression simple de uy,, v, et w, en fonction de n.
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Table des matiéres

Généralités
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continuité, continuité a droite et a gauche
1.3 autres limites
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Résultats généraux sur les limites

2.1 propriétés des fonctions admettant une limite
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[Limites de fonctions et fonctions continues |

~ Th30
Notations : On note, sauf mentions contraires :

e f une fonction définie sur un ensemble D C R;
e [ un intervalle (non vide) inclus dans D ;

e 7 un point de I ou une borne finie de I (exemple : I =]0; +oo[ et zy = 0).

1 Généralités

Estimation : 2h

1.1 limite finie en z,

DEFINITION :
On dit que f admet L € R pour limite en xq lorsque :

Ve>0,In>0/Vee D, |z—x| <n=|f(x)-L| <e.

signification :

|zt — x| <€ lzg—mn zo+7]
If(x)—L|<es fx)€[L—c L+e

notations : Ilgg“ f(z)=L ou f(l')m:l{o[/ ou 111131 f=1L

(1) courbe représentative de la fontion définie sur R par f(z) = 22,

2

of
o



graphiquement, lin[1) 2= 1. Vérifions ceci a I'aide de la définition de la limite. Ezxemples :
T

(2) courbe représentative de f définie sur R* par f(z) = 0. 1. On considere la fonction f définie sur R par { ji gg)) f (1) siz#0  Nous
o l avons :
SRR l R e lim f(z)=0# f(0) donc f n’est pas continue a droite en 0;
. z—0*t N~~~
R T LR TR R =1
graphiquement, 91613(1] f(z)=0. e lim f(z)=0+# f(0) donc f n’est pas continue & gauche en 0;
=0~ N~~~
6 i Ainie s . _Jfo)=1 =1
(3) courbe représentative de f définie sur R par f(z) = { f(xz)=0 sinon e f n’est continue ni & gauche ni a droite en 0 donc f n’est pas continue
. I en 0.
o ; ; ; ; ; ; 2. On considere la fonction partie entiere notée E. Nous avons :
o L o e lim E(z)= 0= E(0) donc E est continue & droite en 0;
—0
hi t, f wadmet pas de limite en 0. o L
graphiquement, f wadmet pas de limite en e lim F(z)= —1 # F(0) donc E n’est pas continue & gauche en 0;
z—0~ N~
REMARQUES : . .
o ) ) ) e Y n’est pas continue a gauche en 0 donc £ n’est pas continue en 0.
(1) La limite, lorsqu’elle existe, est unique;
(2) Le n dépend a priori de . On rencontre parfois la notation 7 ; PROPOSITION :
(3) Si f est définie en xy et admet une limite en g, cette limite est forcément f est continue en xq si et seulement si f est continue a droite et a gauche
égale & f(xo); en x.
(4) On dit que f admet pour limite L & droite en z si la fonction f restriction
de f & DN] — 00; o[ admet L pour limite en zy. On note lim f(z)= L; Ezxercice : Les fonctions suivantes sont-elles continues au point proposé ?
W*}(lfg
(5) On dit que f admet pour limite L & gauche en x si la fonction f restriction Vi+2 sizelo; 2
de f & DN]zy; +oof admet L pour limite en 9. On note 11511* flx)=L. (a) f définie sur R* par f(z) = { 229 sinon T = 2;
“ 0

(b) f définie sur R par f(z) = (—1)"®) en zy = 0.

1.2 continuité, continuité a droite et a4 gauche
1.3 autres limites

DEFINITION :

Soit g € D. On dit que f est : DEFINITION :

1. continue en zy lorsque f admet une limite finie en g, c’est a dire :

lim f(z)= f(xo);

T

2. continue & droite en x( lorsque lim+ f@)= f(xo);
I_>:I:0

3. continue a gauche en g lorsque lim f(x)= f(xo).
T—Ty




1. On dit que f admet L € R pour limite en +oo lorsque :

Ve>0,3B>0/Vzxe D,z >B=|f(z)-L|<e
« Plus = est grand, plus f(z) est proche de L »

2. On dit que f admet L € R pour limite en —oo lorsque :

Ve>0,3B>0/Vee D,a<-B=|f(zx)—L|<e.
« Plus z est petit, plus f(x) est proche de L »

3. On dit que f admet +oco pour limite

(a) en xq lorsque :
VA>0,In>0/VeeD,|r—uax <n= f(z) > A;
(b) en 400 lorsque :
VA>0,3B>0/Ve e D,x>B= f(z) >4
(¢c) en —oo lorsque :

VA>0,3B>0/Vze D,z <—B= f(z) > A;

notations : Pour a € Ret b € R, on note lim f(x)= b ou f(z')ljab oulim f = b.
r—a a

Ezemple : f(z) = 1. Nous avons 11111 f(x)= 0 (vérification a laide de la
T—+00
définition).

REMARQUE : La limite, lorsqu’elle existe, est unique.

2 Résultats généraux sur les limites

Estimation : 2h

On note dans cette section a € R et b € R.

2.1 propriétés des fonctions admettant une limite

(a) suite et limites de fonctions :

4. On définit de manitre analogue la limite en —oo pour un élément de R.

PROPOSITION :
Soit (uy,) une suite d’élements de D telle que lirll u, = a. Si f admet b
n—+00

pour limite en a, alors lim f(u,) = b.
n—+00

Ezxercice : Montrer que la fonction cosinus n’admet pas de limite en +oo.
(b) fonctions localement bornées.

DEFINITION :
On appelle voisinage de :
(a) a = 2o € R tout intervalle de la forme : [zg —n; zo + 1] avec n > 0;

(b) @ = 400 tout intervalle de la forme : [B; 4oo[ avec B > 0;

(c) a = —oo tout intervalle de la forme : | — co; —B] avec B > 0;
PROPOSITION :

Si f admet L € R pour limite en a € R, alors f est bornée sur un voisinage

de a.

La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction cosinus est bornée sur R
donc sur un voisinage de +00, mais n’admet pas de limite en +oo.

(c) passage a la valeur absolue.

PROPOSITION :

Si f admet b pour limite en a, alors |f| admet |b| pour limite en a (par
convention on pose : | + co| = +00).

La réciproque n’est pas vraie. Considérons par exemple la fonction f définie

@ par f(z) = (—1)"®). Nous avons |f(z)| = 1— 1. Pourtant f n’admet pas
de limite en 0 puisque nous avons vu précédemment qu’elle n’était pas
continue en 0.

(d) passage d’'inégalités & la limite.



\ 2.3 limites de fonctions monotones

PROPOSITION :
Soit f une fonction admettant L € R pour limite en a € R. 4HEORI\EME : \
(1) (a) Si au voisinage de a, f(z) > m, alors L > m; Soit f une fonction croissante définie sur I =]ay; as, avec a; € Ret ay € R.
(b) Plus généralement, si au voisinage de a, f(x) > g(x) avec 1.Si a € I, f admet une limite & droite et a gauche en a et
limg(z) = L', alors : L > L. lim f(z)<lim f(z);
T—a T—a~ r—at
(2) (a) Si au voisinage de a, f(x) < M, alors L < M ; 2. Si f est majorée sur I, alors f admet une limite finie L € R en ay et
(b) Plus généralement, si au voisinage de a, f(xz) < g(x) avec L =sup{f(z),x € I}. Sinon TILIEZf(T) = +00;
}CIE}I flx) =L alors: L< L. / 3. si f minorée sur I, alors f admet une limite finie L € R en a; et
L =int{f(z),z € I'}. Sinon lim f(z) = —occ.
\ T—ay J

(exemple : pour f(z) = 1 nous avons : pour tout z > 0, f(z) > 0, avec

L= lim f(z) =0, mais nous n’avons pas L > 0.)
T—+00

REMARQUE : Nous avons un résultat analogue lorsque f est décroissante.

4

Ezercice : On note F la primitive sur R™ de f(z) = ¢

@ Lorsque l'on passe une inégalité stricte a la limite, I'inégalité devient large

L’intervalle doit absolument étre ouvert. Par exemple, la fonction f définie
sur [0; 1] par f(z) = & + E(z) est croissante sur [0; 1] mais n’admet pas
de limite en 1.

2.2 théorémes d’encadrement

THEOREME :
Soien f, g et h trois fonctions réelles telles que :

(i) au voisinage de a, g(z) < f(z) < h(z);
(ii) g et h admettent L € R pour limite en a € R;

2 N . , .
—* c’est a dire définie

T
par : F(z) = / e dt.
0

T
Alors f une limite en a et lim f(z)= L. 1. Montrer que pour x > 1, / ePdt<el—e .
r—a - -
1
sin(z) 2. En déduire que pour tout > 1, F(z) < 1+ %, puis que F' admet une
Ezercice : Montrer que la fonction définie par : f(z) = . admet 0 pour limite finie L en 400 dont on précisera un encadrement.

limite en +oo0. 3 Résultats généraux sur les fonctions continues

Estimation : 2h

THEOREME : (extension aux limites infinies)
Soient f et f deux suites telles qu’au voisinage de a : f(z) < g(z). 3.1 opérations usuelles
1. si Ihﬁnja f(z) = 400, alors Jlﬂlgig(l) =+400; ,
2. si lim g(z) = —oo, alors lim f(x) = —oc. DEFINITION :
r—a r—a

On dit que f est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D. On
note C°(D) I'ensemble des fonctions continues sur D.

Ezercice : Déterminer la limite en 0 de la fonction définie par f(z) = In(z) +

sin (%)



@OPOSITION : (opérations usuelles)

1. C%(D) est stable par addition et par multiplication par A € R. Plus
précisément, si f et g sont continues sur D, alors pour ()\; u) € R?
Af + pg est continue sur D.

2. C%(D) est stable par produit : si f et g sont continues sur D, alors
f X g est continue sur D.
3. Si f est continue sur D et g ne s’annule pas sur D, alors i est continue

sur D.

4. Si f et g sont continues et telles que : D Jop o R, alors go f est
K continue sur D.

REMARQUE : Toutes les fonctions usuelles vues en début d’année sont continues
sur leurs ensembles de définition.

. . o € .
Ezercice : Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = 71 est continue
x
sur R.

3.2 prolongement par continuité

@OPOSITION :
Soit f continue sur D et 2y ¢ D. Si lim f(x)=[ € R, alors Papplication f
T—T0
définie sur D U {z(} telle que :
= ‘() pour x # x
f(z):{f()p 7é0’

[ pour z =z

est continue sur DU{xzg} et est appelée le prolongement par continuité

\ de fsur DU{z}.

~

/

REMARQUE : Souvent, par abus de notation, on note encore f ce prolongement.

sin(x)

pour z # 0

la fonction définie par f(z) = est continue

1 pourz=0

in(x)

s
en 0 et est le prolongement par continuité de la fonction en 0.

23-1

x
~— admet un prolonge-

Ezercice : Montrer que la fonction définie par f(z) =

ment par continuité sur R que 'on précisera.

3.3 suite récurrente définie par une fonction continue

PROPOSITION :
On considére une fonction f définie sur un intervalle I = [a; b] avec
a € Retb € R, et (u,) définie par ug € I et u,y1 = f(uy). Si
fci

f est continue sur I, alors (u,) converge vers un point fixe de f sur
f est croissante sur [
[a; b], c’est & dire vers [ € [a; b] tels que f(I) = 1.

Ezxercice : Montrer que la suite définie par la relation de récurrence : ug = 1 et
pour tout entier naturel u,+1 = /2 + u, est convergente et préciser sa limite.

3.4 image continue d’un ensemble fermé borné

@EOREME . (Weierstrass)

Toute fonction continue sur I = [a; ], avec a € R et b € R, est bornée et
atteint ses bornes, c’est a dire :
1. f(I) ={f(z), x € I} est borné.
2. il existe x,, € I et xpr € I tels que f(z,) = ingf(x) et f(zy) =
re

sup f(z).
N y

REMARQUE : Le théoreme est vrai méme lorsque I est une réunion d’ in-
tervalles.

10



Le théoreme n’est pas vérifié lorsque : e On calcule f (”T”’) Si f (%”) >0, on pose a; = a et by = ”T”’ Sinon, on pose

. N , 1 , a;] = atb et b = b
(1) Pintervalle n’est pas fermé. C’est par exemple le cas pour — regardée 1 2 1 ’
x

sur 0; 1]. e On proceéde de méme sur U'intervalle [ay; by]. On définit alors ag et by, puis
7 on refait pareil sur [as; bo] etc...
@ (2) Tintervalle n’est pas borné. C’est par exemple le cas pour e” regardée ] P a2 bo] ) )
On construit de cette fagon par récurrence deux suites (an),,eN et (b,,),,,eN. On

vérifie alors les points suivants (démonstration rigoureuse par récurrence) :

sur R.

(3) la fonction f est discontinue. C’est par exemple le cas pour la fonction

o . f(z) =z pour z € [0; 1] e (ay)nen est croissante.
f définie sur [0; 1] par { f(=o0 ' o (by)nen est décroissante.

1
obn—an:§(b—a) — 0.

n—-+00

Exercice : Montrer que toute fonction continue sur R et T-périodique de période . . R -
e d P d P BILAN : les deux suites sont adjacentes et convergent donc vers une méme limite

T > 0 est bornée. commune, que 'on note c. Puisque par ailleurs, quel que soit n € N, f(a,) <0,

par passage a la limite, et f étant continue en ¢ : f(c) =lim f(2)< 0. De méme,
r—c

f(bn) > 0, donc nous avons aussi : f(c) > 0. Finalement, ¢ est bien tel que

f(e)=0.

4 Autour du théoréme des valeurs intermédiaires
Estimation : 2h

REMARQUE : Nous avons de plus : ea, < ¢ < b,;
4.1 la méthode de dichotomie o0 <b,—c<b,—ay;

_b—a
=on

PROPOSITION : o0<c—a, <b,—ay.
Soient a et b deux réels et f : [a; b] — R une fonction continue sur [a; b]. i
Si f(a)f(b) <0, alors il existe ¢ € [a; b] tel que f(c) = 0.
) o . fla) <0 fla)>0 . . e =—x+2 . .
REMARQUE : f(a)f(b) < 0 est équivalente a { £(B) > 0 Oou F(b) <0 1. Montrer que I’équation R admet une unique solution ¢ com-

prise entre 1 et 2.

2. Donner un encadrement de sa valeur & 107! pres a I’aide de la méthode de

explications : On va construire deux suites d’éléments qui vont converger s i
dichotomie.

toutes deux vers le méme zéro de la fonction f. Nous aurons donc un algo-
rithme, appelé « dichotomie », pour calculer des valeurs approchées des zéros

s . . . 4.2 généralisation : le théoréme des valeurs intermédiaires
d’une fonction continue.

PROPOSITION : (caractérisation des intervalles de R
Dans un premier temps, on remarque que si f(a) = 0 ou f(b) = 0, alors le ' ( - . )
résultat est évident. On supposera donc dorénavant : f(a) < 0 et f(b) > 0 (on Soit I C R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

raisonnera de méme pour le cas f(a) > 0 et f(b) <0). 1. I est un intervalle réel ;

2. Tout nombre compris entre deux éléments z et y de I appartient a I.

On construit cette suite comme suit :

11 12



THEOREME : (des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Pour tout a, b appartenant
a I et tout nombre y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a; b] tel que

y = f(c).

REMARQUE : Le théoréme des valeurs intermédiaires s’écrit aussi « tout nombre
y compris entre deux éléments y; et yo de f(I) appartient & f(I) » : autrement
dit le théoreme des valeurs intermédiaires revient a dire que f(I) est un intervalle de R.

Le théoreme est faux si f n’est pas continue! Par exemple I'image de R
par la fonction partie entiere est Z qui n’est pas un intervalle de R.

Ezercice : Montrer que quels que soient les réels a, b, ¢, le polynéme P(z) =
23 + ax® + bz + ¢ admet au moins une racine réelle.

4.3 application

PROPOSITION :
1. Si f est continue sur I et ne s’annule pas sur I, alors f est de signe
constant sur [ ;
2. Si f est continue et ne s’annule pas sur I = [a; b], avec a € Ret b € R,
alors il existe m > 0 tel que : Vo € I, |f(x)| > m.

13
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Feuille d'exercices 18 Mathématiques TSI-1

(Limites de fonctions et fonctions continues |

Exercice 1 : Les fonctions suivantes sont-elles continues aux points proposés ?

x— E(x)

— 1.
x+ E(x) o

(a) zE(x) en 0; (b) x — E(x) en0; (c)

Exercice 2 : Déterminer les valeurs de a et b pour que la fonction définie par :

VzZ+a? siz<0
f)=< 1+b siz=0
bx 4+ 2a sinon

soit continue en 0.

Exercice 3 : Montrer que les fonctions suivantes n’admettent pas de limites aux points proposés :

(a) f(z) = cos(z), a = —oo; (b) f(z) = cos(z) +sin(z), a = +oo; (c) f(z) =sin(2), a=0.

Exercice 4 : Déterminer les limites en +o0o des fonctions suivantes :

T B ) i)

_ 1 — cos(x)
r+ E(z)’ x

2 (@) f(x)zcos(x)sin<1).

X

(a) f(z) = E(x); (b) f(z) =

1
1423

Exercice 5 : On note F la primitive sur RT de la fonction définie par f(z) = qui s’annule en

< Toodt
0, c’est a dire F/(z) = / —-
o L+t

1. Montre que >1 / 715 < t ( )——
. ontrer que pour x arctan(x .
’ 1 1+t3 4

2. En déduire F(x) < 147, puis que I admet une limite en +oco dont on proposera un encadrement.

Exercice 6 : Montrer que la fonction f définie sur R par :

T siz <1
flz) =< 22 sil<z<A4
8yr sixz>4

est continue sur R.

Exercice 7 : Etudier la continuité sur R des fonctions ci-dessous :

(a) f(z) = 22 cos <i> Siz£0 et f(0)=0; (b) f(x)= sin(z)sin <31;) §iz 40, et f(0)=0.




Exercice 8 : Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leurs domaines de définition et les
prolongements par continuité éventuels sur R.

234+ 322 -2 —4

(a) f(z) = P ; (0) fa) =aln(a); (o) fla) =a; (d) fla)=e /"

Exercice 9 :

1. Montrer que le polynéme P(z) = 2 — 32'2 + 27 — 2% 4+ 222 + 1 admet au moins une racine
réelle négative.

17

2. Montrer que I’équation z'7 = ' + 1 admet au moins une solution positive ou nulle.

3. Montrer que tout polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercice 10 :

1. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue telle que Va € I, f(x)? = 1. Montrer
que soit f =1 soit f = —1.

2. Déterminer toutes les fonctions continues sur R vérifiant Vo € R, f2(x) — f(z) = 0.

Exercice 11 : Pour x € R, on considere la fonctions définie par : f(x) = 2* + 22 + z + 1.
1. Etudier les variations de f’.
2. En déduire qu’il existe un unique a €] — 1; 0[ tel que : f'(a) = 0.
3. Donner le tableau de variations de f.
4

. A l'aide de la méthode de dichotomie, donner une valeur approchée de a & 1072 pres.

Exercice 12 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] (a € R et b € R) telle que
f(I) C I. Montrer que f admet un point fixe, c’est & dire montrer qu’il existe ¢ € I tel que f(c) = c.

indication : montrer que g(z) = f(z) — x s’annule au moins une fois sur I.

Exercice 13 : Soit f une fonction continue sur R telle que Vx € R, f(x) = f(2z) (x).

1. Montrer que Vo € R,Vn € N, f(z) = f (2%) .
2. En déduire que si f vérifie (x), alors f est constante. Etudier la réciproque.

Exercice 14 : Montrer que la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, uy, 11 = In(1+u,,) converge
vers un réel que l'on précisera.

un—l—ui

Exercice 15 : On considere la suite définie par ug € [0; +oo[ et pour tout n € N, uy, 41 = 5

1. On suppose ug € [0; 1]. Montrer que (u,) converge vers un réel que l’on précisera.

2. Que se passe-t’il lorsque ug €]1; 400 ?

Exercice 16 :
1. Montrer que 1’équation cos(z) = x admet une unique solution sur [0; %] que l'on notera c.
2. Proposer une valeur approchée de ¢ & 10~! pres a aide de la méthode de dichotomie.

3. Montrer que la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, u, 11 = cos(u,) converge vers c.
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‘Espaces vectoriels et applications linéaires I

~> 9h
On note dans le cours K = R ou C.

1 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Estimation : 2h00

1.1 espaces vectoriels

DEFINITION :

Soit £ un ensemble.

T eFEet pour tout A € K, \.x € F;

lorsque :
(i) (E,4) est un groupe abélien;
(i) Pour tous (u; U) € @ E* et (N u) €
MT+T)=AUT + AT
A+ 0 =AU +pd
A7) = (). 7 } (associativité mixte) ;
L7 =1

} (distributivité mixte);

de K les scalaires.

REMARQUES :
(1) L’élément neutre pour la loi + est noté K ;
(2) Nous déduisons de la définition les points suivants :

o/\.6>:O;

1. On dit que . est une loi de composition externe sur E lorsque pour tout

2. Pour E muni d’une loi de composition interne notée « + », et d’'une loi de
composition externe, notée « . », on dit que (E, +,.) est un espace vectoriel

3. Lorsque F est un espace vectoriel, les éléments de F sont appelés les vec-
teurs (on les note donc, au moins au début, avec une fleche), et les éléments



00.7:6;
OA.7:6>®/\:00117:6>.

(1) L’ensemble des vecteurs du plan est un espace vectoriel. Si 'on fixe une base
B et que 'on exprime les vecteurs dans B, les opérations sont les suivantes :

x x x+a
() () -00)
Y Y y+y
x Az
o )\ = .
(2) De la méme fagon, nous identifions ’'ensemble des vecteurs de I'espace a R?
muni des opérations :

T ! x+a
e ly|+ |V ]|=|v+y]:
z 2 z+2
T AT
e ld|lyl =[Ny
z Az

Alors R® muni de ces opérations est un espace vectoriel.

1.2 sous-espaces vectoriels

DEFINITION :

Soit (E, +,.) un espace vectoriel. On dit que F' C E est un sous-espace vectoriel
de F lorsque (F,+,.) est un espace vectoriel.

@OPOSITION : (caractérisation des sous-espaces vectoriels) )

Soient (E,+,.) un espace vectoriel et F C F un sous-ensemble non vide.
Nous avons équivalence entre :

(i) F est un sous-espace vectoriel de E;

(ii) F est stable par combinaison linéaire : pour tous (7; ¥') € F?2 et
scalaires (\; p) € K2\ U +p. 0 € F;

\ (iii) pour tous vecteurs (7; V)€ F2et A\e K, @ +\.7 € F. J

_>
REMARQ_>UE : Si F est un sous-espace vectoriel de £ et 0 est le vecteur nul de
E, alors 0 € F.
FEzercice : On considere ? muni d’'une base orthonormée directe. Montrer que

I’ensemble des vecteurs de composantes < ; ) tels que :

(a) x4 2y = 0, est un sous-espace vectoriel ;

(b) x + 2y = 1 n’est pas un sous-espace vectoriel.

1.3 espace vectoriel engendré par des vecteurs

DEFINITION :
Soient (E, +,.) un espace vectoriel et u, b, . EZ (p € N*) des vecteurs de F.
1. On dit que U est combinaison linéaire de U{, 7_5, s @ lorsqu’il existe des

P
scalaires : A, Ao, ..., A, tels que : U = )\1.71 + .o+ )\p.@ = Zx\k.ﬂ,;

k=1
2. On note vect(ﬁ{7 @)7 e @) I’ensemble des combinaisons linéaires de
= = =
UL, U2y «nvy Up.
Lzemples :
1 :
(1) vect << 1)) correspond aux vecteurs de composantes (2) tels que ...
1 0 .
(2) vect WELE! correspond a tous les vecteurs du plan.
1
Ezercice : Montrer que le vecteur | —2 | est combinaison linéaire des vecteurs
5
1
, | 2], | —1 |. Préciser cette derniere.
1 3
PROPOSITION :

Soient (E,+,.) un espace vectoriel et L, .. u_>p (p € N*) des vecteurs de

E. Alors vect(u_>1, W, ..., u_;) est un sous-espace vectoriel de F. On I'appelle

le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs U{ u_>27 - u_;,




DEFINITION :
Soit F' un sous-espace vectoriel de (E,+,.).

1. Lorsque F = Vect(u_1>, 1727 e u_;) on dit que F est engendré par les vecteurs
THRT.S u_;, ou encore que F = (u_>1, W, ..., u—;) est une famille génératrice
de F';

_>
2. Lorsque F' = vect(ﬁ)7 avec U # 0, on dit que F est une droite vectorielle.
x
FEzercice : On note F' I'ensemble des vecteurs de composantes | y | tels que
z
z4+y+2=0.
1. Déterminer une famille génératrice de F'.

2. Montrer que I est un sous-espace vectoriel de E.

1.4 espaces vectoriels classiques

(a) Despace vectoriel K".

&1

(14 . T2
Pour n € N*, on note K" I’ensemble des éléments de la forme : | ~ | avec

Tn

r1 €K
z9 € K . , . .
. . On munit K" des opérations suivantes :
z, € K

T Y1 1+ Y1 xy A1

/ ) .. A

. J?.Q n 3{2 _ 5€2—.|'y2 Y l.z _ ?62
‘/'En yTL ‘/Z"l + y" ‘/Z‘TL )\I’/l
PROPOSITION :

‘ K™ muni des opérations précédentes est un espace vectoriel.

FEzercice : Dans R*, montrer que I’ensemble des vecteurs tels que

S S

x+y-+z-+t = 0 est un sous-espace vectoriel de R*. On note F' cet ensemble.
Déterminer une famille génératrice de F.

(b) Pespace vectoriel M,,,(K).

PROPOSITION :

Mp(K), muni de I’addition et de la multiplication par A € K est un espace
vectoriel.

Ezercice :

1. Montrer que I'ensemble des matrices triangulaires supérieures et un sous-
espace vectoriel de M, (K).

2. On note F l'ensemble des matrice triangulaires supérieures de M;(K).
Montrer que F est engendré par des vecteurs que 1'on précisera.

(c) l'espace vectoriel K.

On note KN l'ensemble des suites d’éléments de K. On munit K" des
opérations suivantes :

hd (un) + (Un) = (un + Un) )

o ANup) = (Muy).

‘PROPOSITION :

‘ K" muni des opérations précédentes est un espace vectoriel.

Ezercice : Montrer que I'ensemble des suites (u,,) telles que u,1 = 2u, est

un sous-espace vectoriel de K.
(d) Tespace vectoriel F(K, K).




On note F(K, K) ensemble des fonctions de K dans K. On munit F(K, K)
des opérations suivantes :

o (f+9)(@) = f(x) +g();

o (V)(2) = M ().

PROPOSITION :

‘ F(K, K) muni des opérations précédentes est un espace vectoriel.

Exercice : Montrer que I’ensemble des solutions de ’équation différentielle

y' — 2y = 0 est un sous-espace vectoriel de F(R, R). En déterminer une
famille génératrice.

2 Intersection, somme et sous-espaces supplémentaires

Estimation : 2h

Dans toute cette sous-section, on note (E,+,.) un espace vectoriel et F et G
deux sous-espaces vectoriels de E.

2.1 intersection

DEFINITION :

On appelle intersection de F' et G, et on note F' N G, 'ensemble des éléments
qui appartiennent a F et a G.

PROPOSITION : ‘

‘ F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

T T
Ezercice : Onnote F = y| ER¥r+y+z2=0pet F= y| ER¥/z—y+2=0
P 2

Montrer que F'N G est une droite vectorielle.

2.2 somme

DEFINITION :
On appelle somme de F' et G, et on note F' + G, 'ensemble des vecteurs 7 ek

veF
telsque.7=7+7,avec{7€G.

PROPOSITION :
1. F + G est un sous-espace vectoriel de F';

2. Si F = vect(uj, ,U;) (p € N*) et G = vect(1q, ..., ) (r € N*), alors
F + G = vect(uf, ..., u_>p., DI U_Z)

2.3 espaces supplémentaires

DEFINITION :

On dit que F' et G sont supplémentaires, et on note £ = F & G, lorsque
tout élement 7 de F admet une unique décomposition 7=+ 7, avec :

1
Ezemple : Dans R?, F' = vect <<0>> et G = vect <((1)>> sont supplémentaires.

En effet les vecteurs considérés forment une base du plan. Par conséquent tout

- s . - . 1 0
vecteur s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de ( 0 et 1)

donc comme somme d’éléments de F' et G.

PROPOSITION : (caractérisation des sous-espaces vectoriels supplémentaires)
Nous avons équivalence entre :
i) E=FaG,
() E=F+Get FNG={0}.

T
Ezercice : Déterminer si F et GG sont supplémentaires : F' = y| eER¥/r+y+2=0
z



et G = vect 1

3 Applications linéaires

Estimation : 2h

e Dans toute cette section, on note F et F' deux espaces vectoriels;

e On notera dorénavant pour les deux lois de composition externe : )\77 au lieu
de \.70 .

3.1 définition et premiéres propriétés

DEFINITION :
On dit qu’'une application f : F — F est linéaire lorsque pour tous vecteurs 77

7 de E et scalaires A, p1, fAU 4+ p0) = M () + pf (7).

REMARQUE : Si f : E — F est linéaire, nous avons f(O_>E) = 0_>p

PROPOSITION : (caractérisation des applications linéaires)
Soit f: E — F une application. Nous avons équivalence entre :
(i) f est linéaire;

(i) pour tous vecteurs ¥, ¥ de E et A € K, , f(U + \¥) = f(U) +
M),

Ezercice : On considére F = R? et f : R?> — R? définie par : f ((Z)) =

<§ J_r g) Montrer que f est une application linéaire.

PROPOSITION : (propriétés des applications linéaires)
Soit f: £ — F une application linéaire.

1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors f(F) est un sous-espace
vectoriel de F';

2. Si G est un sous-espace vectoriel de f, alors f~1(G) est un sous-espace
vectoriel de E.

3.2 noyau et image d’une application linéaire

DEFINITION
Soit f: E — F une application linéaire. On appelle :
1. noyau de £, et on note Ker(f), 'ensemble : Ker(f) = f~* ({ﬁF}> ={7 ¢
_)
E/f(T)=0r};
2. image de f, et on note Im(f), I'ensemble : Im(f) = f(E).

PROPOSITION :

1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F';

e . —

2. (a) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0

E}§

(b) f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Exercice : On considere £ = R? et Iapplication linéaire f : R? — R? définie

s ((9)-)

1. Déterminer une famille génératrice de Ker(f) et de Im(f).

2. f est-elle surjective ? injective 7

3.3 structure d’espace vectoriel

notation : On note : L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E vers
F. On munit £(E, F) des deux opérations suivantes :

e la loi de composition interne « + »définie par : (f + ¢)(7) = f(Z) + g(T);
e Une loi de compostion externe définie par : (Af)(Z) = A\.f(7).

10



PROPOSITION :

‘ L(E, F) muni des opérations précédentes est un espace vectoriel.

REMARQUE : le vecteur nul 6> est donc ici 'application nulle, ¢’est a dire définie
%
par f() = 0 pour tout & € E.

"
Ezemple : Pour E = R3 F = R? f: R® — R? définie par : f Y =
z
r+y+z v r—y+z
! . T3 2 Jéfinie nar - _ —
(a:—y—i—z) et g : R® — R* définie par : g Z (—m—i—y—z)’
x
1. f + g est définie par (f+g) | [ v :(2x—52z>;
z
w 32+ 3y + 32
2. 3f est définie par (3f) Y = <3z 3yt 3z>'

4 Endomorphismes et automorphismes

Estimation : 2h

Dans cette section, on note ' un espace vectoriel et « + »sa loi de composition
interne.

4.1 généralités

DEFINITION :

1. On appelle endomorphisme toute application linéaire f : £ — E. On note

L(E) (au lieu de L(E, E)) 'ensemble des endomorpismes ;

2. Si de plus f est bijective, on dit que f est un automorphisme. On note

gl(E) l'ensemble des automorphismes.

REMARQUE : D’apres la section précédente, L(E) possede une structure d’es-
pace vectoriel.

11

PROPOSITION : (opérations algébriques)

1. £(E) muni de la loi de composition interne « o »est associative, non
commutative, d’élément neutre I'application identité idg ;

2. (gl(E), o) est un groupe. Plus précisément :

(a) Si f est automorphisme, alors f~! est un automorphisme . L’ap-
plication réciproque de f~lest f: (f1)l = f;

(b) Si f et g sont deux automorphismes, alors f o g est un automor-
phisme. L’application réciproque est alors g™t o f=1: (fog)™! =

\ g lof L

~

Ezercice : On considere Iapplication linéaire f : R? — R? définie par :

/6)-(72)

v)) \S@-y)
1. f est-elle un automorphisme ?
2. Calculer f o f.

4.2 projecteurs

DEFINITION :

avons donc une unique décomposition :

7:7+7, avcc{ggg ;

sur F' parallellement a G';

e On dit également que p est un projecteur.

e Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de FE. Pour 7 € E, nous

e L’application p de E dans E définie par p(?) = U est appelée projection

PROPOQOSITION :
1. Si p est un projecteur sur F' parallelement a G, alors p est linéaire et
pop=0p;

2. Réciproquement, si p est linéaire et pop = p, alors p est une projection
sur F' = Im(p) et parallelement & G = Ker(p).

12



T+

| <

+z
4

[

Ezercice : On considere f : R® — R? définie par f

I
Iw‘

N
<

™
y

1. Montrer que f est un projecteur.

2. Déterminer ses éléments caractéristiques.

4.3 symétries

DEFINITION :

e Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Pour T ek , ous
avons donc une unique décomposition :

?:7—&—7, avec{gig ;

e [’application s de E dans F définie par 9(?) =0 -7 est appelée symétrie
par rapport a F' et parallellement a G.

PROPOSITION :
1. Si s est une symétrie par rapport a F' et parallelement a G, alors s est
linéaire et s o s = id;

2. Réciproquement, si s est linéaire et sos = id, alors s est une symétrie
par rapport a F' = Ker(s — id) et parallelement & G = Ker(s + id).

x —y—z
Ezercice : On considere f : R* — R3 définie par f y =|-2x—y—22
z T +y+2z

1. Montrer que f est une symétrie.

2. Déterminer ses éléments caractéristiques.

13
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[Espaces vectoriels j

Exercice 1 : Les ensembles ci-dessous sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

(a)F:{(”;)eR?/xzo},E:RZ; (b)F:{<z>€R2/x:—1},E:R2;

X X
_ Y Ao _ _ma. _ Y 4, v+y=0 _ A,
(c) F= D | ERYBr—y+t=0p, E=R'; (d) F= . eR/{%ﬂ/_Z:O , BE=R%;
t t
r x
(e) F = 2z |,z€R}, E=R3; (f)F:{(y)e]R?/a:?er?:l},E:R?.
3x

Exercice 2 : Montrer que les ensembles ci-dessous sont des sous-espaces vectoriels de E :

(a)F:{(Z Z) (a,b)eR2},E:M2(R) (b) F = v aal:acc L E = Ms(C):

(d) Pour A € M, (K) quelconque, F = {X € M,(K) /| AX = XA}, E = M,(K).

Exercice 3 : On note £ = F(R, R). Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
E?

(a) F={f € E tel que f(0)=0}; (b) F={f¢€E tel que f(0)=5};

(c) F={f e Etel que f(0) <0}; (d) F={fe€EFEtelquef(z+2mr)=f(x)}

Exercice 4 : Montrer que les ensembles suivants sont engendrés par des vecteurs que 'on précisera :

x x

(a) FF = ;Z €ER’/3x—y=0,; (b) F = g; eR/{2x+3y+z:O ;
a 2a+b 9 a b ¢ 3

(c) F = b —a ; (a,b)eR?3; (d) F= b a+b ¢ : (a,b,c)eC

c b a+c

Exercice 5 :

1 1 -1 -3

. . 1 0 -2 -3

1. Déterminer les valeurs de m € C pour lesquelles 1 € vect E K 1
m 1 —1 -5



2. Pour E = M3(R), le vecteur : A = (4 0 00

G Ym0

2 : o 11
3> est-il combinaison linéaire des vecteurs : ( ),

x x
Exercice 6 : Soient F = y | eER¥/r—y+22=0,,G= y | eR3/z+y=0
z z

1. Montrer que F, G sont des espaces vectoriels et en déterminer une famille génératrice.

2. Déterminer une famille génératrice de F'NG.
1

3. Soit H = Vect 0 . Montrer que F® H =G ® H = R3.
0

Exercice 7 : Déterminer si les applications définies par les relations ci-dessous sont linéaires.

0o((3)- ) we()-(2) () (%]

r+y

Exercice 8 : Montrer que les applications : f : R? — R? et g : R? — R? suivantes sont linéaires, puis
étudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f, g, foget go [ :

x v . x+ 2
(a)f(<y>>= 2r+y |etg Y =<5x_2y+z>;

Y z
T —y x
T x + 2y + 3z
(b) f<<y>>: x—2y |.etg y :< y—iz—JQz >
x— 3y z
T -1
Exercice 9 : On pose F' = yl/z—y+22=0} et vect 2 |. Montrer que F' et G sont
z 1

supplémentaires puis déterminer I’expression de la projection sur F parallelement a G.

T 1
Exercice 10 : On pose F = y|/zx+2y—2=0, et vect 0 |. Montrer que F' et G sont
z -1

supplémentaires puis déterminer I’expression de la symétrie sur F' parallelement a G.

Exercice 11 : Identifier les applications suivantes (projecteurs ou symétries), puis déterminer leurs
éléments caractéristiques :

t
x 3r+4y+ 2z v iizj—t
@f(| v |]=|20-3—2]s sl |]|= oyt |
z 2z + 4y + 22
t r—y—=z

@ son=( 25 3 )mmemm: @ san=(§ T3 ) e mam),

Exercice 12 : Soient p € L(E) et F et G deux sous-espaces vectoriels de E . Montrer que si p est la
projection sur F' et parallelement a G, alors s = 2p — idg est la symétrie sur F' parallelement a G.
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‘Comparaison des fonctions réelles I

~~ 3h30
Notations :

e Toutes les fonctions considérées ci-dessous sont définies sur un ensemble D ;

e On note a € R appartenant soit au bord d’un intervalle I inclus dans D, soit
a I’ensemble D.

1 Fonctions équivalentes

Estimation : 2h
1.1 généralités

DEFINITION :

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a, et on note f(z) ~, g(z),
lorsqu’il existe une fonction ¢ telle que : f(z) = ¢(z)g(x) sur un voisinage de
a avec lim ¢(z)= 1.

r—a

(1) % =&~ 2?5

(2) 22 — 2~y —12.

REMARQUES :
(1) Si f(x) ~q 0, alors f est nulle sur un voisinage de a;

(2) Si f(x) ~a g(x), alors f et g sont de méme signe sur un voisinage de a.

PROPOSITION : (propriétés de la relation d'équivalence)
L f(z) ~a f(2); (réflexivité)

2. f(l‘) ~a g(ZL‘) < g(a:) ~a f(l') ) (symétrie)
3. Si f(x) ~q g(z) et g(x) ~4 h(z), alors f(z) ~, h(zx). (transitivité)




1.3 opérations usuelles

PROPOSITION : (caractérisation pratique)

Si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, alors f ~, g si et seulement si @OPOSITION :
lim f(z) —_1. Les opérations usuelles sont les suivantes :
0 g(2) e (multiplication par un réel) : Pour A € R* si f ~, g, alors \f ~, Ag;
Brercice : Montrer que z + sin(z) ~ a0 7. e (produit) : Si f ~, hy et g ~, ho, alors fg ~g hihs;
e (quotient) : Pour g non nulle au voisinage de a, si f ~, hy et g ~, ha
alors 5 ~a i ;
1.2 équivalents usuels e (puissance) : Pour g > 0 au voisinage de a et o € R, si f ~, g, alors
@ (6%
[PROPOSITION : N N AT
Soit u une fonction réelle telle que LH}L“(T): 0. Alors : (1) Pour le dernier point ci-dessus, « doit étre CONSTANT : par
le. e ~n 1 . 2\ 1/ ll/w : wl/l':/.
o ") — 1 ~, u(z); o In(1+ u(x)) ~y u(z); o (1+u(x))* —1~, au(zx); exemple, e ~ 1 mais () 7 o iyl puisque (¢) “
) 2(0) {% (2) De méme, on ne peut ni sommer ni soustraire. Par exemple 2+1 ~,, =
o sin(u(z)) ~q u(x); e tan(u(x)) ~, u(z); o 1 —cos(u(z)) ~a 5 mais 1= (z+1) =T %100 & — 3
(@) -
u-\xr
@ sh(u(z)) ~q u(2); o th(u(z)) ~a u(); e ch(u(z)) — 1 ~, 2 (3) Enfin, nous ne pouvons composer les équivalents par une fonction. Par
exmple z + 1 ~,, 7, mais e**! = ee” x,, e (le quotient tend vers
e arcsin(u(z)) ~, u(z); e arctan(u(z)) ~, u(z); e#1).
Ezercice : Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point
\ e argsh(u(z)) ~, u(z); e argth(u(x)) ~q u(z). )

proposé :
Exercice : Déterminer un équivalent simple au point proposé des fonctions

In(1+x
suivantes : (a) g: a=0; (b)

(a) Vitz—1,a=0; (b)sin(l), a=+o00; (c)sin(ln(l+z)), a=0; ! nl)

x

1_ 2
ﬂ,azo; (c) z(e/* — 1), a = +o0;

(d) Ve +1—+z,a=+0c0; (e) e’ —e,a=1.
(d) In(x), a = 1; () e*2—1,a=2.

®

1.4 équivalents et limites

Tous ces équivalents usuels ne s’appliquent UNIQUEMENT lorsque

glglg}zu(x) =0.

PROPOSITION :
1. Si f(x) ~q g(2) et lim g(x)=1 € R, alors lim f(x)=I;
r—a r—a
2. Silim f(x)=1€ R avec | # 0, alors f(z) ~q .
Tr—a




le 2) de la proposition précédente est FAUX lorsque | = 0. En effet,
; lim sin(z)= 0, mais sin(z) ~y 0 puisque la fonction sinus n’est pas nulle

r—a

sur un voisinage de 0.

Ezercice : Déterminer un équivalent en +oo de la fonction arctan.

Exercice : Déterminer la limite des fonctions suivantes au point proposé :

(a) 2 (1 —cos (2)), a=+o0; (b) (1 +2)/%, a=0.

z
2 Relations de comparaison

Estimation : 2h

2.1 domination et prépondérance

DEFINITION :
Soient f et g deux fonctions de la variable réelle. On dit que f est :

1. dominée par g au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction ¢ telle que :
f(z) = p(z)g(x) sur un voisinage de a avec ¢ bornée sur un voisinage de

a. On note f = O,(g);

2. négligeable devant g au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction ¢ telle
que : f(z) = p(x)g(z) sur un voisinage de a avec lim p(x)=0. On note

T—a
f=0d(9).
REMARQUES :
(1) Si f = 0a(g), alors f = Oulg) ;
(2) f = 0,4(1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a;

(3) f = 04(1) si et seulement si lim f(z)=0.
r—a

PROPOSITION : (caractérisations pratique)

Si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, alors :
f(z)
9(x)

2. [ =04(g) si et seulement si lim /(@)
a=a g(x)

1. f = Oq(g) si et seulement si est bornée sur un voisinage de a;

=0.

i 1
Ezercice : Montrer que : sin(z) =0y ( )
x

T

PROPOSITION : (prépondérance, domination et limites)
1. Si f = 0,4(g) et g est bornée sur un voisinage de a, alors lim f(z)=0;
Tr—a

2. Si f = 0O,(g) et g est bornée sur un voisinage de a, alors f est bornée
sur un voisinage de a;

3. 51 f =0,(g) et ’liin g(x)= 0, alors lim f(x)= 0.

r—a

2.2 prépondérance et équivalents

PROPOSITION :
‘ Soient f et g deux fonctions réelles. Alors : f ~, g < f = g+ 04(g).

Egzercice : Déterminer a, b et ¢ tels que In(1 + 22) = a + bz + cx? 4 op(2?).

2.3 opérations usuelles

@OPOSlTlON :

Les opérations usuelles sont les suivantes :

o (transitivité) : Si f = 04(g) et g = 04(h), alors f = 0,(h) (de méme
pour O);

e (multiplication par un réel) : Pour A € R, si f = 0,(g), alors Af =
04(g) (de méme pour O);

e (multiplication par une fonction) : Si f = 0,(g), alors fh = 0,(gh)
(de méme pour O);

e (produit) : Si f = 04(h1) et g = 04(h2), alors fg = 04(h1hg) (de méme
pour O);

e (puissance) : Si g > 0 a partir d’un certain rang et f = 0,(g), alors
f* =04 (9*) (de méme pour O);

e (somme) : Si f = ou(h) }, alors f 4+ g = 04(h) (de méme pour O).

\ g = Oa(h)




REMARQUE : Les opérations précédentes peuvent se réécrire sous les formes
suivantes :
e « 0,(04(h)) = 0a(h) »(transitivité) ;
® « Aog(g) = 04(g) »(multiplication par un réel);
e « ho,(g) = 04(hg) »(multiplication par une fonction) ;
® « 04(h1)04(h2) = 0a(h1h2) »(produit) ;
o « 04(9)* = 04(g9*) »(puissance «);
e « 04(h) + 04(h) = 04(h) »(somme).
1. Pour la somme, les deux fonctions doivent étre comparées a une méme
fonction. Par exemple, 1 = 0400(2), 2 = 0400(z + 1) mais 2 — 1 n’est

& &

pas négligeable en +o0o devant (z + 1) — x;
=1
2. Nous avons : 0,(f) — 0a(f) = 0a(f)!!

Egercice : Onpose : f(z) = e” et g(z) = (1 +2)*

1. Déterminer des réels a, b, c et d tels que : f(z) = a + bx + op(x), g(z) =
¢+ dx + op(z).

2. En déduire un équivalent simple en 0 de e® + (1 + x)® — 2.
Ezercice : Montrer que vx + 1 =+/7 + ﬁ + 0400 (%)

2.4 comparaison des fonctions de référence

PROPOSITION :
Soient @ > 0 et § > 0. Alors :

1. (In2)? = 0, (2);
2. [Inzl? =0y ()
3. 2% = 0100 (c’%) ;

4. P =o_ (L%)

explications : 1l s’agit d’une réécriture des croissances comparées vues en début
d’année.
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[Comparaisons des fonctions réellesj

Exercice 1 : Donner un équivalent simple en 0 des fonctions ci-dessous :

(a) 250 (b) VI+a%—1; (¢) In(l+sin(z));

1—cosz’
(d) sin(z®) In(1 + z); () m (f) w ;
) L= sz(f;iyl,r(lg 7)) meos(@): () 11“_((;‘:)58((”;2).
Exercice 2 : Déterminer un équivalent des fonctions f suivantes en a, puis caleuler lim f(z) -
@ )= am0r )@= am0r (o fw) = M)
@ f@)= St =1 © )= o= oa=1 (@) f@) =L a=1;
@xﬂwzxm<1;x)a=+m;<mfu»=“iz;;fﬂa=+m;<0f@w:ﬁmaw@ﬂxa:+m;

3—Vb+«x

_ sin(z) — sin(e)

j =————— a=4; k = a=2; 1 =
@ =1t a=t W @=YEa=2 0@ =T
1 —2cos(z) 1 — tan(x) cos(z) — sin(x)
m) f(z) = ——,a=7/3; (n) f(x) = —————, a =7/4; 0 = ———,a=
m) f0) = a= s ) s =T a=wias (0) 1) = TS
Exercice 3 : Déterminer les limites suivantes :
: 1/x . : In(z) . : sin(x) |
(8) lim (14 V@75 (b) lim(1+2)"0); (¢) lim (cos(x))"
. r+1\" _ 22+ 3z +1\" ) In(1 4 z)\* @
1 ; 1 — 5 () 1 _— .
(d) cr:ﬁnfoo <:B — 1> i () x%HJrnoo < 2 —x+1 > P () xﬁnfoo ( In(x)
Exercice 4 : Classer les fonctions suivantes par ordre de négligeabilité :
(a) z, 22, zIn(x), z In?(z), V/, ﬁ en +0o0; (b) z, 2%, zIn(z), z In*(z), Vz, ﬁ en 0;
11 1 1 1 In(x) 11 1 1 1 In(x)
- = — ;o (d) -, = — 0.
(C) $’I‘2’$ln(x)’xln2<{1})7\/£7 - en +OO, ( ) $7$2’$1n($)’1‘1n2(x)7\/57 - en

Exercice 5 :

1. Déterminer a, b, ¢, d tels que et = a+bxr+op(x) et e = c+dx+op(z). En déduire un équivalent

. 2
simple en 0 de e — e”.

2. De la méme facon, déterminer un équivalent simple en 0 de z — 22 + sin(z)? + tan(z).




22. Dimension d’'un espace vectoriel

210



Table des matiéres

Manipulations de vecteurs
famille libre, famille liée

compléments sur les familles génératrices
base d'un espace vectoriel
image d'une base par une application linéaire

=W w NN

Espaces vectoriels de dimension finie
2.1 dimension d’un espace vectoriel
2.2 espaces vectoriels de dimension finie classiques
2.3 familles libres et génératrices en dimension finie
2.4 produit d’espaces vectoriels de dimension finie

N O ot gt Ot

Sous-espaces vectoriels en dimension finie
3.1 dimension d’un sous-espace vectoriel
rang d’une famille de vecteurs
sous-espaces supplémentaires en dimension finie

© oo oo

Applications linéaires en dimension finie
rang d’une application linéaire
endomorphismes en dimension finie
théoreme du rang
espaces vectoriels isomorphes . . . . . .. ..o
formes linéaires et hyperplans

Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
S. GAUTIER Mathématiques TSI-1

‘Dimension d’un espace vectoriel I

On note dans le cours K =R ou C.

1 Manipulations de vecteurs

Estimation : 2h00

On note dans cette section E un espace vectoriel.

1.1 famille libre, famille liée

DEFINITION :
Soit F = (u_>1, w,. .., u_>p) une famille de p vecteurs (p € N*). On dit que :
1. F est liée lorsqu’il existe des scalaires : A, Ao,..., A, non nuls simul-

tanément tels que : /\1u_>1 + )\gu_; +...+ )\,,u_;, =0;

2. F est libre lorsqu’elle n’est pas liée, c’est a dire lorsque /\1E1> + )\zu—; +..+
=0

— A=0

0= 7 .

Ay =0

Ezemples :

07 () () e
o7 (()-()) e

FEzercice : Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées :

1 1 1 1 1 2
(a) F = 1 1] mFr=1{| -6 - 3
0 0 -1 1 4



REMARQUE : Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

@QOPOSITION . (propriétés des familles libres) N
1. Toute sous-famille d’une famille libre est libre;

2. Deux vecteurs non nuls forment une famille libre si et seulement s’ils
K sont non colinéaires.

@QOPOSITION . (propriétés des familles liées) N
1. Toute famille contenant une sous-famille liée est liée ;
2. Soit F = (uf, us,. . 7u_;) (p € N*) une famille de vecteurs. Alors F
est liée si et seulement s'il existe k € [1;p] tel que U} est combinaison
\ linéaire de Ui, ..., up—t, U, - - - » Uy J

Ezercice :  Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées :

S
Nao”
7 N
VRS
S =
N~
/N
=]
S~
VR
— =
~
N~~~
=
=

— == =

— O = O

1.2 compléments sur les familles génératrices

PROPOSITION : (propriétés des familles génératrices)

1. Toute famille contenant une sous-famille génératrice est une famille

génératrice ;

2.8 F = (Ul) w,. .., Ep)) est liée et 1w, est combinaison
g — Ly — . — —
hnealie de ui,...,up_1, 1&;_1, Uy, alors vect(ui,...,uy) =
VCCt(U,l, sy Ug—1, Ug41s - -+ Up)-

1.3 base d’un espace vectoriel

DEFINITION :

On dit que B = (uj,. .. ,@), (p € N*), est une base de F lorsque B est une
famille libre et génératrice.

Ezemples :

(1) F= ((é)(?)) est une base de R?;

1 0 0
(2) F= of,{1],10 est une base de R3.
0 0 1

PROPOSITION : (caractérisation des bases)

Soit B = (m,...,@), (p € N*) une famille de vecteurs. Nous avons
équivalence entre :

(i) B est une base de E;

(ii) Tout vecteur @ de E s'écrit de maniére unique comme combinaison

P

linéaire de (E{, . 7@) Dans ce cas, nous avons : i = Z A\, pour
k=1

un unique p-uplet : (A1;...; A,) appelé composantes de U dans B.

1.4 image d’une base par une application linéaire

On considere dans cette sous-section F et F' deux espaces vectoriels et f : E —
I une application linéaire.

DEFINITION :

Soit B = (u_>1 A u_;) On appelle image de f par B, et on note : f(B), la famille
de vecteurs de F' telle que f(B) = (f(ul), ..., f(u)))

PROPOSITION :
1 Si B = vect(, ..., @), alors : [(E) = veet(f(@), .., f(T);
2.51B= (Uf, . ,@) est une base de E, alors :

(a) f est injective si et seulement si f(B) est libre;
(b) f est surjective si et seulement si f(B) est génératrice;

(c) f est bijective si et seulement si f(B) est une base de F'.




2 Espaces vectoriels de dimension finie

Estimation : 2h

2.1 dimension d’un espace vectoriel

THEOREME : (Admis)

Soit E un espace vectoriel tel que E = vect((uf, ..., u) (p € N*). Alors E
possede au moins une base et toutes les bases de E ont le méme nombre
d’éléments.

DEFINITION :

1. On dit qu’'un espace vectoriel E est de dimension finie lorsque il existe une
famille F = (U{ ey ﬂ) telle que F est une famille génératrice de F';

2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle dimension de F,
et on note dim(E) le nombre d’élements d’une base de E;

3. Par convention, on dit que 'espace vectoriel nul est de dimension nulle :
. —
dim({0}) =0.
Ezemples :
(1) dim(R?) = 2;
(2) dim(R?) = 3;
3)

3) KN n’est pas de dimension finie.

2.2 espaces vectoriels de dimension finie classiques

(a) Iespace vectoriel K".

PROPOSITION :

‘ K" est un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

DEFINITION :

1 0 0
0 1 0
On apelle base canonique de K" la base : B = O, 0 f,.... :
: : 0
0 0 1
(5] €9 €n
1 0 0 \
. . 4 . 0 1 0
Ezxemple : La dimension de R* est 4. Sa base canonique est B = ol'lol |1
0 0 0)

(b) Tespace vectoriel M,,,(K).

PROPOSITION :

‘ M,p(K) est un espace vectoriel de dimension finie égale & np.

DEFINITION :

On apelle base canonique de M,,,(K) la base consitutué des éléments E;; dont
le coefficient situé a l'intersection de la ieme ligne et la jeme colonne est égal a
1 et tous les autres coefficients sont égaux a 0.

Ezemple : La dimension de My3(R) est 6. Sa base canonique est <<(1) 8 8) , (g (1] 8)

2.3 familles libres et génératrices en dimension finie

@OPOSITION :
%

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F = (u—>1, ..., Up) une
famille d’éléments de E. Alors :

1. Si F est libre alors p < n. Si de plus p = n, alors F est une base de
E;

2. Si F est génératrice alors p > n. Si de plus p = n, alors F est une base

\\ de E.




1 0 -1 0
FEzercice : Montrer que la famille F = (1) , (1) , (1) , (1)
0 1 0 1
est une base de R*.
THEOREME : (Théoréme de la base incomplite) N

Soient L une famille libre et G une famille génératrice (finie) d’un espace
vectoriel E de dimension n. Alors :

1. il est possible de compléter L avec des vecteurs de G de fagon a former
une base de E;

2. il est possible d’extraire de G' des vecteurs de fagon a former une base

de E. /

1
1. Montrer que la famille F = 11,11 est une famille libre de R?
1 1
et la compléter en une base de R3.
1 1 0 0
2. Montrer que F = 11,{0 ), 1},11 est une famille génératrice
1 1 0

de R? et en extraire une base.

2.4 produit d’espaces vectoriels de dimension finie

DEFINITION :

Si E et F sont deux espaces vectoriels, on note E x F' I'ensemble des éléments
de la forme : (7, V) avec { g E g On munit E x F' d’une structure d’espace
vectoriel en posant :

o (uy; vr) + (ug; v9) = (ug + v1; ug + va);

e pour A € K, A(ug; v1) = (Aug; Aug).

PROPOSITION :
Soient E un espace vectoriel de dimension n et F' un espace vectoriel de
simension p. Alors E' X F' est un espace vectoriel de dimension n + p. Plus
précisément, si (e, ..., e,) est une base de E et fi, fa, ..., f,) est une base
de F, alors : B = ((e1; 0),(e2; 0),...,(en; 0),(0; f1),(0; f2),...,(0; fp))
est une base de F x F'.

3 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Estimation : 2h

On considere dans cette section F un K-espace vectoriel de dimension finie.

3.1 dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION :
Si F est un sous-espace vectoriel de E. Alors :

1. F est un espace vectoriel de dimension finie, et dim(F) < dim(E);
2. Si de plus, dim(F) = dim(E), alors F = E;

3. Si F est une droite vectorielle, alors dim(F') = 1.

On ne calcule pas le rang de d’une famille F en comptant le nombre
d’éléments de F'!

T
Ezxercice : Calculer la dimension du sous-espace vectoriel F' = yl|/x+y+2=0
z

3.2 rang d’une famille de vecteurs

DEFINITION :
Soit F = (u_>1, .. ,Up)) une famille de vecteurs. On appelle rang de F, et on
note rg(F) la dimension du sous-espace vectoriel vect(ws, ..., u)) : 1g(F) =
dim(vect(a, . .., u)).



FExercice : Les sous-espaces ci-dessous sont-ils supplémentaires 7
PROPOSITION : ST P PP

Si F= (UL R U;,) est une famille de vecteurs, alors :
1. rg(F) < dim(FE) avec égalité si et seulement si F est une famille z 1
génératrice de F; (a) F = y | eR¥/x+2y+32=0p, G = vect 1
2. rg(F) < p avec égalité si et seulement si F est une famille libre de E. Y 1

8
—

FEzercice : Déterminer le rang des familles suivantes :

(b) F = y | ER¥z+2y+32=0,, G=vect 1], -1
Y 1 1
1 0 1 ) B ) ) ) )
(a) F = 1 0 1 . (b) F= 0 1 1 (c) existence de supplémentaires en dimension finie :
B 0/’\1)’\'1 ’ o ’ ’ '
0 1 1
PROPOSITION :

3.3 sous-espaces supplémentaires en dimension finie . . , .
‘ Tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire.

(a) relation de Grassman :

1
PROPOSITION - Ezercice :  Déterminer un supplémentaire de vect !
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors : dim(F + G) = 1
dim(F) + dim(G) — dim(F N G). 1
REMARQUE : En particulier, si FNG = { 0 }, alors dim(F +G) = dim(F)+ 4 Applications linéaires en dimension finie
dim(G).
x Estimation : 2h
Ezercice : Soient les deux sous-epaces vectoriels : F' = y | eER¥Jz+y+2=0
Y 4.1 rang d’une application linéaire
-1
et G = vect 11,11 . Déterminer dim(F'), dim(G), dim(F+G) DEFINITION -
. 0 1 Soient E et F' deux espaces vectoriels avec F' de dimension finie, et f: F — F
et dim(F N G). une application linéaire. On appelle rang de f, et on note rg(f) la dimension
(b) caractérisation des sous-espaces supplémentaires en dimension finie : de I'image de f : rg(f) = dim(Im(f)).

PROPOSITION :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On a équivalence entre :
(i) F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de E ;

%
(i) FNG={0} et dim(F) + dim(G) = dim(E).




PROPOSITION :
1. rg(f) < dim(F) avec égalité si et seulement si f est surjective;
2. Si E est de dimension finie, alors :
(a) rg(f) < dim(FE) avec égalité si et seuleement si f est injective;
(b) f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F').

Ezercice : On considere I'application linéaire f : R3 — R? définie par :
v r—y+z

f y = ( y ) Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bi-
. rT+y—=z

jectivité de f.

4.2 endomorphismes en dimension finie

PROPOSITION :
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de
E. Nous avons équivalence entre :

(i) f est injective;
(il) f est surjective;

(ili) f est bijective.

x
Ezercice : Montrer que 'endomorphisme de R? défini par : f y =
z
z
x | est bijectif.
Y

4.3 théoréme du rang

THEOREME
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire. Alors dim((ker)(f)) 4+ rg(f) = dim(E).

Ezercice - Soit f : R® — R? une application linéaire surjective. Déterminer la

11

dimension du noyau.
4.4 espaces vectoriels isomorphes

DEFINITION :

Soient F et F deux espaces vectoriels. On dit que F et F' sont isomorphes
lorsqu'il existe un isomorphisme f: F — F.

PROPOSITION : (construction d'applications linéaires en dimension finie)
Si E et F sont de dimensions finies respectives p et n, B = (ey,...,¢€,) est
une base de E et F = (ey, ..., f,) est une famille de F, alors il existe une
unique application linéaire f : E — F définie par : f(e;) = v; pour tout
i€ [1; p]-

1. Déterminer I'unique application linéaire f : R? — R? telle que : f (( ! )) =

(Der((D)-(%) |

2. Ecrire I'expression complexe de f puis interpréter géométriquement f.

THEOREME : (classification des espaces vectoriels de dimension finie)

1. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E
et F' sont isomorphes si et seulement si dim(E) = dim(F);

2. En particuler, tout K-espace vectoriel de dimension finie n est iso-
morphe a K",

(1) R3 et Mj(R) ne sont pas isomorphes.
(2) R et Mj(R) sont isomorphes.

4.5 formes linéaires et hyperplans

DEFINITION :

12



Soit E un K-espace vectoriel.
1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire f : £ — K.

2. Si E est de dimension finie n, on appelle hyperplan de E tout sous-espace
vectoriel de dimension n — 1.

T
1. Montrer que 'application f définie par : f Y =z +y+ zest une
z

forme linéaire.

2. Montrer que le noyau de f est un hyperplan de R3.

@OPOSITION : )

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Si f est une forme linéaire non nulle sur £, alors ker(f) est un hyper-
plan de E';

2. Réciproquement, si H est un hyperplan de F, alors ils existe une appli-
cation linéaire f telle H = ker(f). Si de plus f et g sont deux formes
linéaires non nulles telles que H = ker(f) = ker(g), alors il existe

\ A €K tel que: f=Ag. )
1 1 1
. 4 - 0 0
Ezxercice : Dans R* on pose : H = vect o |l =1 | 0 . Mon-
0 -1

13
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Exercice 1 : Déterminer une base puis calculer la dimension des sous-espaces vectoriels de FE sui-
vants :

X
1 1
A F=vect [[ 1|, 2]].E=R: W F={|Y]| Jaoty—z24t=0% E=R".
(a) Y
1 3 =
t
xT
_ Y 4 r+y=0 4.
() F=4|" eR/{x+3y_2Z:0  E=R%;
t
a b 0
() F=S (b a 0],(a b c)eC¥ i E=M;C);
0 0 ¢

orem((49)(4 (2 ()

Exercice 2 : Calculer le rang de la famille F =

O = NN O
[
—
l\D»J;l\D\]
w»—“‘)-lkU!

1 2 3
. s i 4 0 1 1
Exercice 3 : On considere les sous-espaces vectoriels de R* : F' = vect R
-1 1 0
1 2
et G = vect ; , _i . Déterminer une base et calculer la dimension de : F, G, F' + G,
1 4

ainsi que FFNG.

Exercice 4 : Apreés avoir vérifié la liberté des familles de vecteurs de R?* ci-dessous, les compléter en
une base de R?* :

(w) F =

DN =N =
N B
~
o
S~—

Il
== O

O O = O




Exercice 5 : Montrer que ’ensemble des solutions du systeme :

T +y + 2z +t =0
(S):¢ 2z + 2y + 3z + t = 0
z 4+ 2y — z —t =0

est un sous-espace vectoriel de R*. En donner une base et calculer sa dimension.

Exercice 6 :

1. Pour A € M,,(K), montrer que Com(A) = {M € M,(K) / MA = AM} est un sous-espace
vectoriel de C.

0 0O
2. On considere dans cette question A= 0 1 0
0 0 2

(a) Déterminer une base et la dimension de Com(A).

(b) Montrer que si X € M3(R) est telle que X2 = A, alors X € Com(A). En déduire les
solutions dans M3(R) de I'équation : X2 = A.

Exercice 7 : Déterminer si les espaces-vectoriels suivants sont supplémentaires ou ne le sont pas :

1 1 1
(a) F = Vect 0 et G = Vect 1], 1 ;
0 1 0
1 Y
(b) F = Vect 1 et G = y | €ERz—3y+2=0,;
1 z
2 2 T
(c) F = Vect _; : (1) et G = Z ERYz—y+32—-t=0
-1 1 t

Exercice 8 : Pour chacune des applications linéaires suivantes, calculez la dimension de leur noyau,
leur rang et déterminez si elles sont injectives, surjectives, bijectives.

v 20 +y+z T Ty
(@) f| v =<2x+3y+22>;(b)f<y>= 20+2y |;

z T—y

T rT—y+z T T+2y+z
@fly =1 22+2y—2 |5Af| v | =| 22+4y+22

z or — Yy + 22 z —xr—2y—=z

Exercice 9 :
1. Soit f une application linéaire surjective de R* dans R2. Quelle est la dimension du noyau de
77
2. Soit g une application injective de R?® dans R'%?. Quelle est la dimension de 'image de g ?

3. Existe-t-il une application linéaire bijective entre R?? et R7? ?

1 1
Exercice 10 : Montrer que H = vect 1], 2 est un hyperplan et déterminer une forme
2 1

linéaire f telle que H = ker(f).
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‘Développements limités I

~+ 5h15

But : Approximation locale d'une fonction par une fonction polynémiale.

Notations :

e Toutes les fonctions considérées ci-dessous vont de R dans R et sont définies
sur un ensemble D ;

e Dans la suite, on note xg un réel appartenant, soit au bord d’un intervalle I
inclus dans D, soit a ’ensemble D.

1  Généralités

Estimation : 1h30

1.1 définitions

1. développement limité en O :

DEFINITION :

lorsqu’il existe des réels ay, ..., a, tels que :
n

flz) = Zakzk = op(z"), c’est a dire :
k=0

fl@) = apa® + op(a")
k=0

=ap+ a1z + ... + a,z" + op(z").

(1) flo) = 62" + 427 + 27 -
e DL1(0) : f(z) =0+ op(x);

On dit que f admet un développement limité a l'ordre n en 0 (on écrit DL, (0))



e DLy(0) : f(z) = 2>+ op(2?) ;
=4x3+62°
e DL3(0) : f(z) =2 + 4a® + op(2%) ;
=625
e DL5(0) : f(2) = 2® + 42° + 62° + 0p(2”) ;
=0

(2) f(z) =In(1+z). DLi(0) : f(z) =x + op(z) (en effet f(z) ~p ).

4

2. développement limité en zg :

Une fonction quelconque n’admet pas forcément de développement limité

1

en 0, c’est par exemple le cas de f(z) = 1.

DEFINITION :

On dit que f admet un développement limité & 'ordre n en zy (on écrit

DL, (x0)) lorsqu’il existe des réels ay, ..., a, tels que :
n

flx) — Z ap(r — 20)F = 04, ((x — x0)"), Cest a dire :
k=0

@) =S aalm — o) + on (2 — 20)")
k=0
= ap + ai(z — 20) + ... + ap(x — 20)" + 04, ((z — 20)").

REMARQUE : Z ag(x — zo)k’ est appelé partie principale du développement

o k=0
limité.

Ezemples -
(1) DLy(1) de f(x) = 2>+ 2+ 1: On pose x = 1 + u (x est au voisinage

de 1 si et seulement si u est au voisinage de 0.) Alors :

I1+z+22 =04+u?+1+u)+1
=u’+3u+3
e g(u)
Le DL1(0) de g est : 3+3u+op(u). Ainsi, f(z) = 34+3(z—1)+o01((z—1)).
On obtient donc le DL;(1) de f.

1.2 propriétés

@OPOSITION :
1. Si f admet un DL, (xy), alors les coefficients ag, a1,..., a,, sont uniques;
2. Si f admet pour DL, () :

f@)=ag+ ar(x —zo) + ... +an(x—20)" + 04 ((x — 20)"),

alors pour m < n, f admet un DL,,(xg). De plus, le DL,,(xg) est
\\ obtenu en tronquant la partie principale du DL, (x() au degré m.

/

PROPOSITION :

1. Si f est paire et admet un DL,(0), alors le développement limité ne
fait intervenir que des puissances paires.

2. Si f est impaire et admet un DL,(0), alors le développement limité
ne fait intervenir que des puissances impaires.

explications :

Puisque : f(z) = ap+ ax + ... + a,x™ + 0p(2"), nous avons f(—z) = ap — ax +
.+ (=1)"z"™ 4 op(z"). Ainsi, par unicité des coefficients du développement

limité :

1. f(x) = f(—=z) entraine : a; = —a; < a; = 0. De méme pour tous les
coefficients impairs.

2. f(z) = —f(—=) entraine : ay = —ag. De méme pour tous les coefficients
pairs.

Sile DL,(0) de f ne fait intervenir que des puissances paires (ou impaires),
f nest pas forcément paire (ou impaire)!! On ne connait pas a priori la
parité du terme d’erreur. Par exemple : f(z) = 1+ 22 + 23 cos(z) a pour
DLy(0) : f(z) =14 2? + 0p(2?). Pourtant, f n’est pas paire.



1.3 développements limités et dérivabilités

PROPOSITION :

1. Si f est dérivable en z(, alors f admet un développement limité a
Pordre 1 en g et : f(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x0) + 04 (2

2. Réciproquement, si zp € D et f(z) = ag + a1(x — x0) + 04 (T —

alors : e f est dérivable en xg et f'(zo) = ay

e La tangente en xy a pour équation : y = ag + a1(z — xy).

- Io) ;

2 Développements limités usuels :

Estimation

1
1—x

2.1 DL,(0) de f(z) =

: 1h30

PROPOQOSITION :
pour tout entier naturel 7,

1
fx:1+z+z2+....+az"+00(z”)~

démonstration On 'obtient comme suit :

1
1+$+‘”+zﬂ :i
1—x
1 zrH»l

T 1-2 1-2z

= m =+ Oo(l’n).

1 )
On en déduit : T2 T+az+a>4 ...+ 2"+ op(z")
xr

conséquences : On en déduit les développements limités suivants :

= on remplace x par —x :

= on remplace x par z? :

= on remplace x par —x

1
R 2 —1)g" n
T2 r+a”+ .+ (=1)"2" + op(2")

1 b
m = 1+1‘2 +gj4 + ... +.732n +00(,732n+1)

2n+1

(pas de termes de degré x par parité)

2.

1
1+ 22

:17x2+$4+““+(71)nx2n+00(x2n+1)

(pas de termes de degré x?"*! par parité)

2.2 intégration d’un développement limité

PROPOSITION :

Sixzg € Det f(x) =ap+ar(x — x0) + ... +an(® — 20)" + 0 ((x — 20)"),

alors :

‘ a an n n
/ f@)dt = ao(x—xo)+§l(x—xo)2+...—0—7(:):—1'0) o, ((w—w0)" ™).
Lo

n+1

Conséquences :




In(1+z) = Ny donc
.’EQ IB n71I n
m(l+2) ==+ 74+ (1) o)
n k
g
N e
k=1
n—1 k+1
T
= 1) 2"
k:O( Vit ol
Codt
arctan(z) = / donc :
0 1+
-3 5 2n+1
S arctan(z) =x — % + 175;- e (—1)”29; = + 0p(22"12)
- . 242
- H(_ o1 T

2n+2

(pas de termes de degré x par imparité)

2.3 développements limités associées a la fonction exponentielle

PROPOSITION :

pour tout entier naturel 7,

x a2 x"

T - i /)
e 1+1'+2+3!....+n!+00(17

72—4—00

conséquences : On en déduit :

o

e’ +e "

ch(:
@ == |
1 2 3 2 .1,3
2((1+l+ +§ )+ (1= m+§—§+....))
non rigoureux sans le o donc a ne jamais écrire
2 2n
=1 o4 e 2n+1
MRS o TR
n 2kw
i 22+l
= + 0
(pas de termes de degré "1 par parité)
T _ -
2 sh(z) =< 26
1 2 .7}3 2 .%’3
= (1 = l— o4 — = ...
2(( +17+2'+3 )= R TIET )
non rigoureux sans le o donc a ne jamais écrire
3 2n+1
x x 2n+2
=T — T e 14
Tyt et Gy T
n w2k+1 42
_ n
= 257(2k+1)!+00($ )
-2n+2

(pas de termes de degré z par imparité)



ev’m 4 efv'm

1 2

— (1 iy —
5 (1 + iz

2 cos(z) =
P
o iyttt

‘ 2 4B
D+ 01—z — 30

o

_‘_274_7_‘_”__

non rigoureux sans le o donc a ne jamais écrire

= ;(_1)k®+00(x2n+1)

(pas de termes de degré 2"+

el _ i

1 211 . 22 2 2t
_272(( +’LI—E §+Z+

2 sin(x) =

par parité)

:L'Q ZE3

D=1 =iz = 5 3

1.4

= i

4!

)

ezplications :

non rigoureux sans le o donc & ne jamais écrire

' + 00(1L'2n+2)

n X
T2k+1

_ Z(il)k (Zk . 1)! + Oo(x2n+2)

(pas de termes de degré x>"*2

par imparité)

2.4 développements limités et puissance d’une fonction

PROPOSITION :

Pour tout réel « et pour tout entier naturel n,

, —1) .
(1+x)“:1+%x+%x2+

N ala=1)..(a—n+1)

n!

" 4 op(x

")

(I+z)P=14px+

p(p — 1)z2

1l s’agit d’une généralisation de la formule du binéme :

plp—1)(p—2) ;4

2!

+ 3l [

Conséquences : On peut en déduire les développements limités en 0 des fonc-

tions suivantes :

-1
D a=j;

= on remplace ci-dessus x par —z

2 a=—

NI

= on remplace ci-dessus x par —x

= on remplace ci-dessus z par x>

© on remplace dans (*) z par 2

= arcsin(z) =
R

= argsh(z) / T
args xTr) =
& 0 V142

VIFZ =14 2o — 1+ onla”)
Vi—z=1- 7%~ éxg + ...+ op(2")
11+ == 1-— 7% + ng + o Fop(z") (%)
11_ — =1+ %.L + gxg + ...+ op(z")
1

1 3
=14 =2+ =zt + .. 4 o(z™t)

2n+1

(pas de termes de degré x par parité)

1 1, 3,
1——2” + 2’ + .+ op(2™)

Vit 2078

(pas de termes de degré x"+1

par parité)

L 1 3 2n+2
arc51n()—x+6z +40x+ .+ og(z"F)

2n+2

(pas de termes de degré x par imparité)

1 3
argsh(z) = © — 615 +ZO$ + o+ op(2?12)

(pas de termes de degré 22 par imparité)



3 Opérations usuelles sur les développements limités 3.3 développement limité d’une composition

Si f admet un DL, (zo) : f(z) = ap+a1(z—x0) +... +an(x —20)" + 04, ((z —

Estimation : 1h30 PROPOSITION :
z0)") et g admet un DL,(ag), alors g o f admet un DLy, ().

3.1 combinaison linéaire de développements limités

@OPOSFHON : \ Ezercice : Déterminer les développements limités en 0 suivants :
Si f et g admettent des DL,(zp), alors pour A € R, f + Ag admet un
DLT,(Z‘()) Plus ]Z)I‘éCiSéHleIlt7 si (a) DLQ(O) de esin(a?); (b) DL4(0) de cos(sin(a;)).

f(@) = Pu(x) + 0x,((z — 20)") et g(x) = Qn(z) + 0x,((x — 20)"),

avec P,, @, polynomes de degré n, alors :

(L+z+32° +0p(22) (1 — 322+ Zat + op(z?))

\ 3.4 développement limité d’un quotient

f(@) + Ag(@) = Pu(2) + AQn () + 0x,((x — 20)"). )

PROPOSITION :

Ezercice - Déterminer le DL3(0) de 2sin(z) + 3 cos(z) (réponse : 3+ 2z — 327 —

Si f et g admettent des DL, (), et g(xq) # 0, alors f admet un DL, (x).
g

%xS + op(z%).)

3.2 développement limité d’un produit Exercice : Déterminer les développements limités suivants :

. I 1
[PROPOSITION (a) DL3(0) de ———;  (b)DL4(0) de tan(z).
Si f et g admettent des DL,(xg), alors fg admet un DL, (zg). Plus 24e*
précisément, si
f(x) = Pa(@) + 04y ((x — 20)") et g(x) = Qn(x) + 0x,((x — 20)"),
avec P,, @), polynomes de degré n, alors :

f(@)g(x) = Ru(2) + ox, ((x = 20)"),

K ou R, est la partie tronquée d’ordre n du polynéme P,Q,,. /

3+ %1 — 522+ 0p(2?))  (z+ 32° + 0p(2))

4 Applications
Estimation : 1h30

4.1 limites et équivalents

Brercice : Déterminer le DLy(0) de CIOS(I)
— X

(réponse : 1+ z + 12% + 0y(2?)) PROPOSITION :

Si f(z) = ap(z — 20)F + apr1 (@ — )P+ o+ ap (@ — 20)" + 0y (2 — 20)"),
(p < n), avec a, # 0, alors :

f(l) g ap(;L' — x0)".

FEzercice : Déterminer les équivalents puis les limites des fonctions suivantes

11 12



aux points proposés :

(a) f(z) =z —sin(z), a =0; (b) f(z) = ———a

(f(x) ~o §2%) (f(x) ~o 3)
4.2 développements limités, tangentes et asymptotes

(a) développements limités et tangentes :

6ROPOSITION :
Si f admet un DLxg) (2o € D), de la forme :

f) = ao + ar(z = x0) + ap(( = 20)") + 0 ((x — 20)"),

avec a, # 0, alors :

y=ap+a(x —xp);

est donnée par le signe de a,(z — z)?.

e la courbe représentative de f admet en zy une tangente d’équation :

e la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage de xg

/

Ezxercice :  Déterminer une équation de la tangente en 0 a la courbe

représentative de la fonction arcsin, puis étudier la position de cette derniere
par rapport a sa tangente en 0 au voisinage de 0.

(b) développements limités et asymptotes : On étudie un exemple :

Ezxercice : Montrer que la courbe représentative de la fonction f définie

20+ 1 .
par f(z) = xexp( 3 ) admet une asymptote oblique en oo dont
x

on donnera une équation cartésienne. Etudier la position de la courbe
représentative de f par rapport a son asymptote au voisinage de +o0.

(Réponse : f(z) =z +2+ 2 + 0y (1))

4.3 développements limités et courbes paramétrées

On étudie un exemple :

13

Ezercice : Donner l'allure du support de la courbe paramétrée définie par
z(t) = 2t + 12
1 au voisinage du point A de parameétre t = —1.
y(t) =2t —
méthode :

e On vérifie que ce point est bien un point stationnaire de la courbe paramétrée.
e On fait un développement limité de z et y. On obtient : z(t) = —1 + (¢ + 1)?
et y(t) = =3 —3(t+1)2 —4(t + 1)* + o_1((t + 1)).

e On interprete géométriquement les résultats précédents :

— _ [ x(t) —z(-1)
A= (y<t>—y<—1>)

N ( —3(t+1)2 - 4((tti11))32+ o-1((t +1)%) ) 5
= (t+ 1)2&,;)_)/-5-(15 + 1)3&24_ ( nggi 33; >

kg o
Nous en déduisons les points suivants :
-
. AM N R i
~ lim ——— = . Ainsi ¥ est tangent & la courbe paramétrée en —1.
t=-1(t+1)2

~ les vecteurs U et U ne sont pas colinéaires. Ils forment donc une base du
plan. Notant X (¢) et Y (¢) les coordonnées de M dans le nouveau repeére :
(A; o, ), nous avons : X(t) ~_; (t+1)% et Y(t) ~_; (t + 1)*. Nous
pouvons en déduire le signe des coordonnées au voisinage de A, donc
la position de la courbe paramétrée par rapport au vecteur du nouveau
repere.

14



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Feuille d'exercices 22 Mathématiques TSI-1

[Développements limités j

Exercice 1 : Donner les développements limités en 0 a 'ordre 4 de :

(a) f(x)=sin(z)+ cos(x); (b) flz)=V1I—-az+V1+z; (¢) f(z)=¢"—+1+uz;
(d) fz)=In(l+2)—1+2)?%; (e) f(z)=z+2; () f(:n):x_li_2;

. . 1+
(g) f(z)=In(x+5); (h) f(z) =sin(z +7/7); (i) f(x):ln(l_x>§
, AETAN (P U S
0 0= (152 5 © f@=u(TE) 0@ ety

Exercice 2 : Déterminer les développements limités suivants :

(a) DLg(0) de f(x) = sin(x) cos(z) ; (b) DL3(0) de f(z) = (1 —23)V/1+ x;
(©) DL(0) de f(z) = ——: (@) DLs(0) de f() = 2EEL,

1
(e) DL7(0) de f(z) = (1 —cos(z))(1 —ch(x)); (f) DL3(0) de f(z) = s
(g) DL4(0) de f(z) = In(cos(z)); (h) DL4(0) de f(x) =In(1 + cos(z));
() DLa(0) de flo) =1n (T2 () DLs(0) de f(z) = \/ehiz):

1

~ 4+ sin(z) — 3cos(z)’ (1) DL3(0) de f(z) = (1 +z)"/*.

(k) DL3(0) de f(z)

Exercice 3 : Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL3(2) de f(x) =¢€"; (b) DL3(2) de f(x) = In(x); (¢) DL3(2) de f(z) = Vx;
(d) DL3(2) de f(x) = %; (e) DL3(2) de f(x) = *; (f) DL3(w/3) de f(x) = sin(z);
(9) DLs(1) de fa) =¥ (1) DLs(1) de @) = 2 ) DLy(1) de flo) = L

(j) DL3(w/2) de In(sin(x)); (k) DL3(w/2) de f(z) = arcos(x); (1) DL3(w/3) de f(x) = +/cos(x).

Exercice 4 : Déterminer le développement limité en 0 & n’importe quel ordre des fonctions ci-dessous :

1



Exercice 5 : Déterminer les limites suivantes :

2
xe 1 oo _ _ 2
(a) lim e 2cosac ; (b) lim In(1+x) —sinz - () lim CoS T \4/1 T ;
z—0 X z—0 T z—0 X
T _ 3 —zt In(1 — s 1-—
() Tim e — (cos(x) + x) © () lim x”arctan(x) — x - () lim n(1+ z) — sin(z) .—i— cos(x) ;
2—0 x? a—=0  cos(z?) —1 2—0 tan(z) — sin(x)
(e) Tim (% " (h) Tim Z12E) (i) lim ! +2),
& 250 2 ’ a1 22— 1" =1\ § —arctan(z) x—1/’

0., (757)" wm(E i) 0m ()

Exercice 6 : Déterminer un équivalent en a des fonctions suivantes :

(a) f(x) =x(2+ cos(z)) — 3sin(z) en a = 0; (b) f(x) =In (sinﬂfx)) ena=0;

() fx)=2yx—+Vr+1—+vax—Tlena=+oco; (d) f(z)=2a"— (sin(z))” en a =0.

Exercice 7 : Déterminer un équivalent simple de la suite (uy,)nen, avec :

) :ln(nﬂ—l)—ln(n)' w = -
@) = PR ) = VT Vi

Exercice 8 : Donner la position du graphe de la fonction x ~— In(1+x+2?2) par rapport a sa tangente

en Oetenl.

Exercice 9 : Etudier les branches infinies des fonctions suivantes :

@ @) = YP@=D: 0) )= P (O f@) = (o el

(@) () = (@ + VDT () fo) = 2Dy 1) = VT Faretan(s).

14 a2
. o t) = (t+1) : o
Exercice 10 : Montrer que la courbe paramétrée { ig t; _ EQ;_ Je admet un unique point sin-

gulier et donner son allure au voisinage de ce point.

Exercice 11 : Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles

1 a b
f(x)zg_ln(l—{—x)_eff—l

admet un développement limité en 0.

Exercice 12 : Déterminer un équivalent en 0 de f(x) = sh(sin(x)) — sin(sh(z)).




24. Matrices de vecteurs et d’applications linéaires
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‘Matrices de vecteurs et d’applications linéaires I

~+ 5h30

On note dans le cours K = R ou C.

1 Généralités
Estimation : 1h30
1.1 matrice d’une famille de vecteurs dans une base
DEFINITION :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et B = (eq,...,e,) une
base de E.

1. On apelle vecteur colonne dans B d’'un vecteur x € F le vecteur colonne
X € K" dont les coefficients sont les composantes de  dans K : Si x =

At
e+ Xoes + ...+ Aey, alors X = | ¢
A71,
2. On appelle matrice de la famille de vecteurs F = (uy, ..., u,) dans B, et on

note Matg(F) € M,,(K), la matrice dont la j-eme colonne est le vecteur
colonne dans B de u;.

Ezemple : La matrice dans la base canonique de la famille de vecteurs :

est

1 1 1

F= ol.[1].]1

0 0 1
111
011
001



1.2 matrice d’une application linéaire

notat

ions : on note o £ un K-espace vectoriel de dimension p € N* et B une base de E
o’ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B’ une base de F

DEFINITION :
On appelle matrice de f dans les bases B et B', et on note Matg (f) € M, (K),
la matrice de F = (f(e1),..., f(ep)) dans la base B', avec B = (ey, ..., €p).
x
Ezemple : Si f : K3 — K2 est application linéaire définie par : f y =
z
Zrty -z . alors la matrice de f dans les bases canoniques de K® et K2
T —2y+ 3z

(21
1 2 3)

PROPOSITION :

Soient f : E — F une application linéaire et :

e 1 € E de vecteur colonne dans B notée X ;

e y = f(x) de vecteur colonne dans B’ notée Y;
o A= Matgp(f).

Alors : Y = AX.
Egercice :  Soit f : R? — R3 une application linéaire telle que Mat(f)sp =
1 3 1 1
2 —1 |, ou B est la base canonique de R? et B’ = (( 0 ) , ( 1 >>
-1 1

Déterminer f << :; ))

1.3 application linéaire canoniquement associée a une matrice

PROPOSITION :

Soient A € M,,(K).
par : f(X) = AX est linéaire. De plus A =
o3 est la base canonique de KP
o3’ est la base canonique de K"

Alors TD'application f : KP — K" définie
]\/[CLtB'B/(f) ou

DEFINITION :

On apelle application linéaire canoniquement associée & A € M,,,(K) I'appli-

cation linéaire f : KP — K" définie par f(X) = AX.

1 3

Ezercice : OnnoteA:<2 9

) et f 'endomorphisme canoniquement associé

a A. Déterminer Ker(f).

2 Opérations matricielles et applications linéaires

Estimation : 1h30

2.1 somme et multiplication par un scalaire

@OPOSITION :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension p, F' un K espace vectoriel de
dimension n, B une base de E et B’ une base de F. Alors : ¢ : L(E,F) —
M, (K) définie par : ¢(f) = Matgp(f) est un isomorphime d’espaces
vectoriels. En particulier :
e Matgp(f+g) = Matgp(f)+ Matgp(g):;

—_— Y Y

o(f+g) o(f) ©(9)
o Matgp(Af) = AMatgp/(f).
~— ———

\_ PO #(f)

Ezemple : Si f et g sont deux applications linéaires de matrices respectives dans

;. (123 _ (6 5 4 o
les bases B et B .A—(4 5 6 et B = 39 1 , alors Matgp(2f —g) =

—4 -1 2
2A_B’<5 8 11)'



2.2 composition

PROPOSITION :

e I/ un K-espace vectoriel de dimension finie p et de base B
Soient : oF' un K-espace vectoriel de dimension finie r et de base B’
o un K-espace vectoriel de dimension finie n et de base B”.

On considere également, f et g deux applications linéaires telles que : £ N
F -5 G. Alors : Matgp(go f) = Matg p(9)Matgp/(f).

Ezemple : On note Cy la base canonique de K? et Cs la base canonique de K3,
Soient f : K3 = K2 et g : K2 — K® deux applications linéaires telles que

Lo 101
A= Mate,c,(g) = |0 1| et B= Mate,c,(f) = 01 1) Alors :
11

. ]\/[(Ltca_’cs(g o f) =AB =

=

0
1
1

N = =

* Mate,c,(fog) = BA= G ;)

2.3 cas des endomorphismes
notations : on note £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et B

une base de E.

DEFINITION :

On appelle matrice associé a f dans B, et on note Matp(f) € M, (K), la matrice
de f dans les bases B et B.

(1) Soit f : R? — R? Iapplication linéaire définie par : f (( z >> _ < r—=y )
Y T4y
Si B est la base canonique de R?, Mats(f) = ( 1 _1 ) :

(2) Si B est une base quelconque du K-espace vectoriel F de dimension n,
Matg(id) = I,,.

Si B et B’ sont deux bases différentes, alors Matgp(id) # I,. Par

gé} exemple, si B est la base canonique de K2 et B/ = << (1) ) , ( 1 )), alors

Maty s(id) = Mats(B') <1 1).

01
PROPOSITION :
1.Si f et g sont deux éléments de L(E) , alors Matp(f o g) =
Mats(f)Matps(g) ;

2. ¢ : gl(E) — GL,(K) définie par : ¢(f) = Matg(f) est un isomor-
phisme de groupes de (gl(E), o) vers GL,,(K) muni de la multiplication
matricielle.

Exercice ' On considere f I'endomorphisme de K? canoniquement associé

-3 -4 . - 14
a A= < 23 3 ) Montrer que f est une symétrie et préciser ses éléments

caractéristiques.
3 Formules de changement de base

Estimation : 1h30

3.1 matrices de passages d’une base a une autre

DEFINITION :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux bases de E. On
appelle matrice de passage de B a 3, et on note Pgp, la matrice Matg(B').

REMARQUE : nous avons Pgp = Matp g(id).

PROPOSITION :
Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E.

1. La famille 7 = (v1,...,v,) est une base de E si et seulement si
Matg(F) est inversible.

2. Si B’ et B” sont deux bases de E, alors Pgpr = Pgp Py pr. En parti-
culier (Pg‘Br)fl = Pgr,B.




1 1 1
Ezercice :  Montrer que B' = O], 11,1 est une base de K3
0 1

et déterminer Pg 3.

3.2 formules de changement de base pour les vecteurs

PROPOSITION :

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n, B et B’ deux bases de
E. On considere un vecteur  de E ede vecteur colonne dans B noté X
ede vecteur colonne dans B’ noté X'.

Alors : X = PX', ou P = Pgp.

Ezercice : Onnote B la base canonique de R? et B = C9S(€) A sin(0) .
sin(6) cos(6)

1. Montrer que B’ est une base de R2.

2. On considére un vecteur de vecteur colonne dans la base canonique : (
Y

/
et de vecteur colonne dans B’ : ( ?j/ > Exprimer 2’ et 3 en fonction de

x,y et 0.

3.3 formules de changement de base pour les applications linéaires

e I/ un K-espace vectoriel de dimension p

notations : On note dans cette sous-section : . . .
o' un K-espace vectoriel de dimension n

6ROPOSITION :

1. Soient eB et B’ deux bases de F
ol et U' deux bases de F,
et f: E — F est une application linéaire. Alors :
Matp 0 (f) = (Puar) ' Matpy(f)Pss-

2. En particulier, si f est un endomorphisme de E et B et B’ sont deux
bases de F, alors :

\_ Matp/(f) = P~'Matg(f)P, ot P = Pgp. J

Exercice :  On considere 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base

: 11 e 1
canonique est <U 2). On note B = <<0>7<1)>

1. Montrer que B’ est une base de R2.
2. Déterminer Matp (f).

4 Applications
Estimation : 1h30

4.1 rang d’une matrice

DEFINITION :

Pour A € M,,(K), on appelle :

(a) noyau de A, et on note Ker(A), le noyau de son application linéaire cano-
niquement associée ;

(b) image de A, et on note Im(A), 'image de son application linéaire canoni-
quement associée;

(c) rang de A, et on note rg(A), le rang de son application linéaire canonique-
ment associée ;

REMARQUES :
(1) Nous avons donc dim(ker(A)) +rg(A) = p;

PROPOSITION :

‘ Le rang de la matrice A est égal au rang des vecteurs colonnes de A.

12 3 4
, N (1234
Exercice : Déterminer le rang de A = 1234
12 3 4

8



THEOREME :

1. Soit A € M,,(K). Alors rg(A) = rg( 'A). Autrement dit, le rang des
vecteurs lignes de A est égal au rang des vecteurs colonnes de A.

2. Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

1234 5)

FEzercice : Déterminer le rang de A = (6 789 10

4.2 déterminant d’'un endomorphisme

notations : On note £ un K-espace vectoriel de dimension 2 ou 3 et f € L(E).

PROPOSITION :
‘ Si B et B’ sont deux bases de E, alors det(Matp/(f)) = det(Matg(f))

DEFINITION :

On appelle déterminant de f, et on note det(f) le déterminant de la matrice
de f dans une base B quelconque de E.

x —y—z
Ezercice : On considére f € £(K?) défini par : f Yy =|-2z—y—2z
z T +y+22

Calculer det(f).

PROPOSITION : (propriétés du déterminant)

1. Soient f et g deux éléments de L(E). Alors det(fog) = det(f) det(g).
En particulier, pour tout entier naturel n, det(f") = (det f)";

2. f € L(F) est bijective si et seulement si det(f) # 0. Dans ce cas :
det(f ) =

det(f)’

FEzercice : Soilent F un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que :

% = 0. Montrer que f n’est pas bijectif.

4.3 calcul de puissances de matrices

@OPOSITION :

Soient A et P deux matrices de M,(K). Avec P inversible. Si
A O .00
A=P O Ay 0 Pl
00 A
A0 ... 0
alors, pour n € N*, A" = P 0 /\721 0 p-1
\_ 0 0 ...\ Y,

4 —6

Ezercice :  On note A = (1 .

) et f I'endomorphisme canoniquement

associé & A. On note P(\) = det(f — \id).
1. Déterminer les valeurs de A pour lesquelles P(A) = 0. On note A\; < Ay les
valeurs précédemment trouvées.
2. Déterminer un vecteur e; de ker(f — Ajid) et un vecteur ey de ker(f — \gid).
3. Montrer que B’ = (ej, e2) est une base de K2 et déterminer D = Matg(f).

-2+4+3.2" 6— 6.2”)

4. En déduire qu’une expression simple de A" est A" = < laon g _onil

10
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[Matrices de vecteurs et d’applications Iinéairesj

1 2

Exercice 1 : Soient £ = M3(R) et M = < 5 4

>. Trouver la matrice de chacun des endomor-

phismes T' de E dans la base canonique : .

() T(A) = MA, (b)) T(A) = AM,  (c) T(A) = MA — AM.

Exercice 2 : Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 3 6 1 -1 2 2 1 3 -3 11 0
a4 56 0]; O[3 0 4]; (¢gl-1 21 41]; (d(2 1 -1
78 9 1 11 -2 16 1 1 2 -1 3 0 1
w x4+ 2y + 3z
Exercice 3 : Soient f : R? — R? et g : R?> — R3 définies par f Y = < y _322 > et
z
x ¥y
g (( )) = | z—2y | . Calculer les matrices de f, g, fog, go f dans les bases canoniques de
4 r — 3y
R? et R3.
. . , ) 9 so z 2 +y
Exercice 4 : Soit f I’endomorphisme de R* défini par f y = ,_ v )
1. Donner sa matrice A dans la base canonique de R?.
2. En déduire que f est un isomorphisme et calculer f~1.
0o -1 -1
Exercice 5 : Soit A= —2 —1 —2 | et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
2 2 3

1. Calculer A%. Que peut-on en déduire sur f?

2. Déduire de précédemment une base B de R? telle que Matg(f) est la plus simple possible.

Exercice 6 : Soit F un espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f2 # 0 et f3 = 0.
1. A-t-on f € gl(E)?
2. Soit zg € E tel que f%(xg) # 0. Montrer que (zg, f(70), f2(x0)) est une base de E.

3. Quelle est la matrice de f dans cette base?

1 1
Exercice 7 : Dans R?, on note B la base canonique et F = (f1, f2, f3),avec fi = | 1 |, fa=| 1
1 0
1
et fs=1| 0 |.On admet que F est une base.
0



1. Trouver les matrices de passage Pg r et Pr 3.

1
2. Soit v = 3 |. Trouver les coordonnées de v dans la base F.
-2
3. Soit v =2f; — 5fy + 3f3. Trouver les coordonnées de v dans B.
x 2+ =2
4. Trouver la matrice de 'application linéaire f définie par f Y = |z —4y | dans B.
z 3x

5. Trouver la matrice de f dans la base F.
6. Déterminer Matp 7(f) et Matr g(f).

Exercice 8 : Soient B la base canonique de R? et f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans B

2 -1 -1
est | -1 2 -1
-1 -1 2
1 2 -1
1. Montrer que B’ = 11,1 -1 |, 2 est une base de R3.
1 -1 -1

2. En déduire la matrice de f dans la base B'.

2 11
Exercice 9 : Soit A= 1 2 1 | et f ’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
1 1 2

1. Déterminer une base et calculer la dimension de F' = ker(f —id) et de G = ker(f — 4id).

2. Montrer que F et G sont supplémentaires. En déduire une base de R? dans laquelle la matrice
B de f est diagonale.

3. Déterminer B™ puis A" pour n € N*.

1 1 -1
Exercice 10 : Soit A= | —1 3 —1 | et f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
-1 1 1

1. Déterminer une base de ker(f — id) et de ker(f — 2id).
2. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice B de f est diagonale.

3. Déterminer B™ puis A".

Exercice 11 : Soient B = (ey, €2, e3) une base de I'espace E = R? et I'application linéaire f de E
dans F telle que :

f(e1) =2ea+3es, f(ea) =2e; —bey —8es, f(e3) = —e1 + dea + bes.

Donner la matrice de f dans B.
Etudier le sous-espace ker(f — idg) : dimension, base.

Etudier le sous-espace ker(f2 + idg) : dimension, base.

=W D=

Montrer que la réunion des bases précédentes constitue une base de E. Quelle est la matrice de
f dans cette nouvelle base ? et celle de f2?




25. Fonctions dérivables et régularités d’ordres
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Fonctions dérivables et régularités d’ordres supérieurs I

~ 4h
Table des matiéres ) _ _
o Toutes les fonctions considérées ci-dessous vont de R dans R et sont

1 Généralités sur les fonctions dérivables 2 Notations : d¢finies sur un ensemble D;
1.1 dérivabilité, dérivabilité & droite et & gauche . . . . ... .. .. 2 e On note dans la suite 2o un réel appartenant a I'intérieur d'un in-
1.2 extréma d’une fonction . . . . . .. ... ... 3 tervalle I inclus dans D.
1.3 théoremede Rolle . . . . . . . ... . ... ... ... .. ... 4 L . .
1.4 égalité des accroissements finis . . . . . . . ... 4 1 Généralités sur les fonctions dérivables
Estimation : 2h
2 Fonctions de classe C! 4
2.1 comparaison avec les fonctions continues et les fonctions dérivables 5
2.2 opérations usuelles . . . ..o 5 e On note dans cette section 7, Papplication définie sur D\ {z¢} et telle que :
2.3 prolongement de classe C! d'une fonction . . . . ... ... ... 6 f(x) — f(xo) . , , .
2.4 inégalité des accroissements finis . . . . . . . ... 6 Tuo(2) = EE— Une telle expression est appelée taux d’accroisse-
ment de f en xzg.
3 Régularités d’ordres .superleurs et dérivées successives 6 o On rappelle que f dérivable en g signifie : lim 7, (z)= f/(z0).
3.1 classes d'une fonction . . . . . ... .. 7 LT
3.2 opérations usuelles . . . .. ..o 8 L ) .
3.3 formule de Leibniz . . . . ... ... 10 1.1 dérivabilité, dérivabilité a droite et & gauche
DEFINITION :
1. On dit que f est dérivable a droite en xy € D lorsque 7,, admet une limite
z)— f(z
a droite en zp. On note alors : f)(x) = lim M ;
z—)xar xr — Xy
2. On dit que f est dérivable a gauche en zy € D lorsque 7,, admet une limite
x)— f(z
a gauche en zq. On note alors : f;(z) = lim M;
: Ty Tr — X
PROPOSITION :
La fonction f est dérivable en xy si et seulement si f est dérivable a droite
et a gauche en zg ET f;(x0) = fj(zo). Nous avons dans ce cas : f'(zo) =

fa(wo) = fo(wo)-




e’ six>0

. est-elle
r+1 sinon

Ezercice :  La fonction définie sur R par f(z) = {

dérivable en 07

1.2 extréma d’une fonction

DEFINITION :
On dit que zq est
1. un minimum local lorsque l'inégalité : f(x¢) < f(x) est vérifiée sur un
voisinage de xg;
2. un maximum local lorsque l'inégalité : f(z) < f(xg) est vérifiée sur un
voisinage de g ;
3. un minimum global lorsque 'inégalité : f(xg) < f(x) est vérifiée pour
tout x € D
4. un maximum global lorsque l'inégalité : f(x) < f(xzg) est vérifiée pour
tout z € D.

Exemple : exemple graphique a faire au tableau

REMARQUES :

(1) Un extrémum global est local, mais un extrémum local n’est pas forcément
global.

(2) Le théoreme de Weierstrass assure U'existence d’extréma globaux pour des
fonctions continues sur des intervalles fermés bornés.

PROPOSITION :

‘ Si f est dérivable sur ]a; b[ et admet un extrémum local ¢, alors f'(c) = 0.

explications : Supposons que ¢ est un extrémum local. Si f'(c) # 0, alors
f(x) = flc)+(x—c)f'(c)+o0c(z—c), donc f(z) — f(c) ~. (x—c)f'(c), donc du
méme signe que (z — ¢)f’(c), expression qui change de signe lorsqu’on traverse
c. Par conséquent, f(x)— f(c) ne peut rester localement du méme signe, ce qui
est contraire a I’hypothese.

1. On peut avoir f'(c) = 0 sans que ¢ soit un extrémum local. C’est par
@ exemple le cas de 0 pour la fonction f(z) = 3;

2. Une fonction peut admettre des extréma locaux en un point ou elle
n’est pas forcément dérivable. C’est par exemple le cas de 0 pour la

fonction f(x) = /7.

1.3 théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a; b], dérivable sur Ja; b[ et telle que

THEOREME :
(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.

explications : Le théoreme de Weierstrass assure l’existence d’un maximum
et d’'un minimum sur [a; b]. La condition f(a) = f(b), entraine qu’il ya au
moins I'un des deux extréma qui est dans l'intervalle Ja; b[ (et alors la dérivée
s’annule en ce point), & moins que a et b ne réalisent a la fois le maximum et
le minimum. Dans ce cas, f est forcément constante sur [a; b], donc f'(c) =0
quel que soit le réel ¢ €]a; b].

FEzercice : Pour un entier naturel n > 2, montrer que la fonction définie sur R
par f(z) = 2™ + ax + b admet au plus trois zéros réels.

1.4 égalité des accroissements finis

THEOREME :
Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. Alors il existe
¢ €la: bf tel que M = f'(c).
—a

2 Fonctions de classe C!

Estimation : 2h

RAPPELS :



e On dit que f est de classe C!, ou encore continiment dérivable, sur D lorsque
f est dérivable sur D et que f’ est continue sur D ;

e On note C'(D) I'ensemble des fonctions de classe C! sur D ;
e On note D(D) l'ensemble des fonctions dérivables sur D;

e On note C%(D) I'ensemble des fonctions continues sur D.

2.1 comparaison avec les fonctions continues et les fonctions dérivables

PROPOSITION :
Nous avons C!(D) C D(D) C C°(D). Plus précisément :
1. Si f est dérivable sur D, alors f est continue sur D.

2. Si f est de classe C! sur D, alors f est dérivable sur D.

REMARQUE :
Les inclusions précédentes sont STRICTES. En effet :

e Il existe des fonctions continues mais non dérivables (par exemple |z| en
0)
e des fonctions dérivables mais non continument dérivables (par exemple

2?sin (1) en 0).

x

2.2 opérations usuelles

@OPOSITION :

1. CY(D) est un sous-espaces vectoriel des fonctions dérivables sur D.
Plus précisément, si f et g sont de classe C!' sur D, alors pour A €
R, f + Ag est de classe C sur D et (f + Ag)' = f' + \d'.

2. CY(D) est stable par produit : si f et g sont de classe C! sur D, alors fg
est de classe O sur D. De plus : (fg)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(z0) g (w0).

3. Si f et g sont de classe C' sur D et g ne s’annule pas sur D, alors ! est
g

de classe C1 sur D. De plus : <i> (o) = ['(xo)g(@o) — f(0)g' (20)
g 9*(xo)

4. Si f et g sont de classes C! et telles que : D SN, N R, alors go f
\ est de classe C" sur D. De plus : (go f) (zo) = f'(z0) x ¢’ (f(a0)).

~

/

2.3 prolongement de classe C' d’une fonction

PROPOSITION : (limite de la dérivée)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est continue sur I, de
classe c! sur I\ {zo} et si f/ admet une limite finie en zy, alors f est de
classe C! sur I.

L’hypothese de continuité sur I est indispensable. Par exemple, la fonction
1 siz=0
6fini R =
gé} définie sur R par f(z) { 0 sinon
nulle. Cette derniere admet donc une limite en 0, pourtant f n’est pas de
classe C! en 0 (elle n’est méme pas continue en 0).

est dérivable sur R*, de dérivée

Ezercice : Montrer que la fonction définie par f(z) = sin(z) admet un prolon-
gement de classe C! sur R.
2.4 inégalité des accroissements finis
PROPOSITION :
Soient f est une fonction de classe C' sur I = [a; b et M =

max{|f'(z)|,z € I}. Alors :

V(z; y) € P, [f(z) = fy)| < Mz —yl.

On considere la suite (u,) définie par Uy = 1 et pour tout entier
naturel n, u,+1 = f(u,), avec f(z) = 2 — e *. On admet que pour tout entier
naturel n, u, € I = [1; 2] et que f admet un unique point fixe ¢ sur I.

1. Montrer que pour tous (z; y) € I?, |f(y) — f(z)] < K|y — x|, avec 0 <
K <1

2. En déduire que (u,) converge vers £ et déterminer une valeur de ny pour
laquelle wuy,, est une valeur approchée de ¢ a 1072 pres.

3 Régularités d’ordres supérieurs et dérivées successives

Estimation : 2h



3.1 classes d’une fonction

PROPOSITION :
, Soit n € N. Alors :
DEFINITION : 1. f est n+1 fois dérivable sur D si et seulement si f’ est n fois dérivable
Soit n € N*. sur D. Dans ce cas (f/)(n) = ft1),
1. On dit que f est nm-fois dérivable sur D lorsqu’il existe des fonctions 2. f est de classe C"*! sur D (resp. C™) si et seulement si f/ est de classe
FO O™ définies sur D telles que : fO = f, fO = # et pour C" sur D (resp. C).

tout k € [1; n— 1], fF+) = (f(m)/. Pour f n-fois dérivable sur D, on
appelle f la dérivée n-eme de f sur D.

2. On dit que f est n-fois continiment dérivable (ou de classe C") sur D si f 3.2 opérations usuelles
est n-fois dérivable sur D et f(™ est continue.

3. On dit que f est indéfiniment dérivable (ou de classe C°°) sur D lorsque = combinaison linéaire :
pour tout n € N, f est n-fois dérivable sur D.

PROPOSITION :

Notations : On note D"(D) l'ensemble des fonctions n-fois dérivables, C"(D) Soit 1 € N. Alors :

I’ensemble des fonctions n-fois contintument dérivables et C*°(D) I'ensemble des

n n o1 & O119-OaD 9 ielg _ 3
fonctions indéfiniment dérivables sur D. 1. D*(D) et C"(D) sont des sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel

(D).

REMARQUES : 2. C*(D) est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C"(D).

(1) On préferera les notations f” et f” plutot que 1) et f&);

(2) Nous avons les inclusions (strictes) C2(D) C D?(D) C CY(D). Plus généralement, > nroduit
pour tout n € N, C*(D) c C"*(D) c D"*Y(D) c C(D). produit :

Ezxemples : PROPOSITION :

(1) Toutes les fonctions usuelles vues en début d’année sont en fait de classe 1. Si f et g sont n-fois dérivables sur D, alors fg est n-fois dérivable sur
C™ sur leur domaine de dérivabilité. D.

(2) En particulier, pour o € R, la fonction f définie sur R par f(z) = x* est 2. Si f et g sont de classe C" sur D (resp. C°), alors fg est de classe C"
de classe C° sur R et pour tout x € I : sur D (resp. C).

FP) = ala—1)..(a—n+ 1)z,

: Egercice : Mont la fonction défini = ze " est de cl c>
(3) De méme, f(z) = e*" est de classe C* sur R et pour tout z € [ : e ontrer que la fonction définie par f(z) = ze™ est de classe

f(n) (z) = a"e®. sur R puis montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, f" (z) =
(=1)"(x —n)e™".

= quotient :



PROPOSITION :

1. Si f et g sont n-fois dérivables sur D et g ne s’annule pas sur D, alors

= est n-fois dérivable sur D.

2. Si de plus f et g sont de classe C™ sur D (resp. C*), alors ! est de
9

classe C" sur D (resp. C*).

Ezemples :
(1) Toute fonction rationnelle est donc de classe C* sur son ensemble de définition.

(2) En particulier, la fonction f définie sur R* par f(z) = 1 est de classe C*
sur R*. De plus, pour tout = € R*,

=> composition :

PROPOSITION :

1. Si f et g sont n fois dérivables sur D et telles que : D Sy R,
alors g o f est n-fois dérivable sur D;

2. Si de plus f et g sont de classe C™ (resp. C*), alors go f est de classe
C" sur D (resp. C*).

Ezercice :  Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = e est de

classe C* sur R puis montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
f(z) = Py(z)e™™" o P, est une fonction polynomiale de degré n. Déterminer
Py, P, et donner une relation entre P, 1, P, et P,.

3.3 formule de Leibniz

PROPOSITION :
Si f et g sont n-fois dérivable sur D, alors fg est n-fois dérivable sur D et
n
pour tout x € D : (fg)(”) (z) = Z < Z > f(k) (fﬂ)g("_k)(z)~

k=0

Ezercice : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze®. Montrer, en utilisant

la formule de Leibniz, que pour tout réel z, f™(z) = (z + n)e®.

10
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[Fonctions dérivables et régularités d’ordres supérieursj

Exercice 1 : Démontrer que la fonction définie sur R par : { est continue

et dérivable en 0, mais que f n’est pas de classe C'! en 0.

Exercice 2 : Donner une condition necessaire et suffisante sur a et b pour que la fonction f définie
sur Ry par :

f(m):{ Vo osio<z<l1

ax® 4+ br + ¢ sinon

soit dérivable sur R.

Exercice 3 : On considere la fonction f définie sur ]0; g] par :

f) =

sin(z))

Montrer que 'on peut prolonger f en une fonction de classe C! sur [O; g]

1
Exercice 4 : On pose f la fonction définie sur R* par f(z) =1+ 22 + 2%/ cos <>
x

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f ce prolongement.
2. Montrer que f admet un DLy(0) que l'on explicitera.

3. Montrer que f est dérivable en 0 mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Exercice 5 : Déterminer les valeurs de a, b et ¢ pour lesquelles la fonction définie sur R par :

f(x):{exsix<0

ar?+br+csiz>0

est de classe C? sur R. La fonction f est-elle trois fois dérivable sur R ?

P, (x)

Exercice 6 : Démontrer que pour tout entier naturel n € N* et x € R, arctan(™ (z) = m
x

P, est une fonction polynémiale. Donner une relation entre P,y et P,.

f(z) =

—12? gi g £ 0
f(0) '

e
0

Exercice 7 : On considere la fonction définie sur R par : {
1. Montrer que f est de classe C'™ sur R*.

1
2. Montrer que pour tout n € N* et x € R*, f(")(x) =P, <> efl/"’“a, ou P, est une fonction
T
polynomiale.

3. Montrer que f est de classe C*° sur R.



Exercice 8 : Déterminer f(™ pour les fonctions f ci-dessous :

(a) sin(z); (b) cos(z); (c) cos®(x);

In(1
Exercice 9 : On considere la fonction définie par f(x) = u
x

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Montrer que f admet en 0 un prolongement par continuité. Préciser par quelle valeur f est alors
prolongée. On notera encore f son prolongement et D’ le nouvel ensemble de définition.

3. Montrer que f est de classe C! sur D'.

4. Montrer que f est de classe C* sur ]0; +ool.

5. Calculer f”(z) sur ]0; +oo[ et montrer que pour tout entier naturel n non nul il existe un
polynome T, a coefficients réels et un réel a,, tels que :

T (x) In(1 + z)

Vo e Ry, f™(z) = (1 +2)man L

6. En utilisant la formule de Leibniz, calculer f(z). En déduire la valeur de T},.On ne cherchera
pas a expliciter une expression de chacun des coefficients de x* de ce polynéme.

n

1

Exercice 10 : Pour n > 1, on pose : U, = Z T
k=1

1. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que pour tout k& > 1,
1 1

- < _ <z,
] <Iln(k+1)—1In(k) < k‘

1
2. En déduire un encadrement de T pour k > 2.

3. Déterminer un encadrement puis un équivalent de U,.

n

. 1
Exercice 11 : On pose : u, = Z 112
k=0
1
1. Montrer que pour tout a > 0, m < arctan(a + 1) — arctan(a) < T a2

2. Montrer que la suite (up)pen est convergente et donner un encadrement de sa limite (.

Exercice 12 : Soit f définie par f(z) = x2g1 — In(z).

1. Etudier les variations de f.
Montrer que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions a < f3.
Montrer que 8 = \/m .
Soit g définie sur [3; +oo[ par g(x) = /1 + 81In(z). Montrer que g(x) >3 et 0 < ¢'(x) < 3.
Soit (uy,) définie par up = 3 et pour tout n € N, up+1 = g(uy). Montrer que (u,) converge vers
3 et déterminer une valeur approchée de 3 & 10~2 pres.

ARl o
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Polynémes

~> 6h35
Table des matieres Notation : Dans tout le cours, K=R ou C
Généralités 2 e
11 Temsemble K[X] . . o o oo 2 1 Généralités
1.2 degré d'un polyndéme . . . . . . . .. ... 4 Estimation : 1h30
1.3 division euclidienne . . . . . . .. ... 5
1.4 diviseurs et multiples . . . . . . ... ..o 5

1.1 D’ensemble K[X]

Polynomes dérivés et racines d’un polynéme 6
2.1 racine d'un polynéme . . . . . ... 6 DEFINITION :
2.2 dérivées successives . . . ... 7 . L L . .
2.3 multiplicité d’une racine . . . . . . ..o 8 1. On appelle polynome a une indéterminée et a coefficients dans K toute
expression P de la forme :
Factorisations d’un polynéme 9 n
3.1 polynomes irréductibles . . . . . . ... ... L 9 P=a+auX+.. +a,X"= Z apX® ol
3.2 polynoémesscindés. . . . .. ..o o 11 k=0
3.3 factorisations dans C[X] ... ... 1 e X est un symbole formel appelé indéterminée ;
3.4 e RIX] . .. 12
cas de R[X] ® ag,ay,...,a, sont des éléments de K appelés coefficients du polynome P ;
Polynoémes et algebre linéaire 13 2. On dit que deux polynomes sont égaux lorsque leurs coefficients sont égaux.
4.1 espaces vectoriels de polynémes . . . . ... oL 13
4.2 familles de degrés échelonnés . . . . . . ... ... ... ... .. 13 notation : On note K[X] 'ensemble des polynomes & une indéterminée et a
4.3 polynomes de matrices . . . . . ... oL 14 coefficients dans K.
REMARQUES :
(1) Le polynome dont tous les coefficients sont nuls est appelé polyndéme nul et
est noté 0;
+00
(2)SiP=ay+ X +...4+a, X" on écrit aussi P = Zaka avec ap, = 0
k=0
pour k > n.

opérations usuelles : On munit 'ensemble des polynomes des opérations
usuelles suivantes :



+oo +oo 1.2 degré d’un polynéme
= somme : Si P = Z ap Xt et Q = Z b X", on appelle somme de P et Q, et

k=0 k=0 ,
on note P + @ le polynome : DEFINITION :
. +00
P+Q= Z(ak + b)) X" 1. Soit P un polynéme non nul. Si P = Z a Xy, on appelle degré de P, et
k=0 k=0
= multiplication par A € K : on note deg(P), le plus grand entier & tel que ay # 0;
oo 2. Par convention on pose : deg(0) = —o0.
SiP= Z arX*, on note AP le polynome : Ezemples -
. (1) deg(1 +X%) = 3;
AP =Y " (Aap) X" (2) deg(3) = 0.
k=0
= proditJr . @OPOSITION . (propriétés du degré)
SiP= Z ar X" et Q = Z b X"*, on appelle produit de P et Q, et on note Soient P et ) deux éléments de K[X] et A € K. Alors :
k=0 k=0 _f =00 siA=0
PQ le polynéme : L deg(AP) = { deg(P) sinon ’
+00 k k
2. deg(P+Q) < max(deg(P),deg(Q)). Si de plus deg(P) # deg(Q), alors
L . b — b )
PO= 2 et s duhe =2 b dex(P + Q) — mx(de(P. deg(Q)):
3. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) ;
= puissance : On note P’ =1, P! = P et pour n € N P! = pnp, ) (PQ) (P) @)
—_ \_ 4. Si deg(Q) > 1, alors deg(P o Q) = deg(P)deg(Q).

= composition :

“+00 +00
Si P= Z a Xt et Q = Zka]", on note P o @ ou P(Q) le polynome : REMARQUES -
e 0 oo (1) Par convention, pour P € K[X], on pose : —oco + deg(P) = —o0;
PoQ=PQ) = Zaka, (2) On pose également, pour @ € K[X] de degré supérieur ou égal & 1, —oco X
k=0 deg(Q) = —o0.

Eremple :Por P=X?+ X +1let@Q=X+1:

) 1. Si deg(P) = deg(Q), nous n’avons pas forcément deg(P + Q) =
*P+eQ :‘X +2X +2; max(deg(P), deg(Q)). Par exemple, pour P = X% et Q = —X? + 1,
o PQ=X+2X*+2X +1; nous avons deg(P + Q) = 0 # max(deg(P), deg(Q)) ;
e PoQ=(X+1+(X+1)+1=X2+3X+3; @ =2
e QoP=(X’+X+1)+1=X24+X+2. 2. Si deg(Q) = 0, nous n’avons pas forcément deg(P o Q) =

deg(P)deg(Q). Par exemple, pour P = X2 — 1 et Q = 1, nous avons

REMARQUE : Les propriétés des opérations précédentes sont les mémes que Po@Q =0 donc deg(P o Q) = —00 # deg(P)deg(Q).
pour les fonctions. =0



DEFINITION :
+00
1. Soit P = Zak,Xk € K[X] tel que deg(P) = n. On appelle a, X" le
k=0

monome de plus haut degré et a, le coefficient dominant de P. Si a, = 1,
on dit que P est unitaire;

2. On note K,,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1.3 division euclidienne

THEOREME : N
Soient A et B deux éléments de K[X] avec B # 0. Alors il existe un unique
couple (@, R) d’élements de K[X] tels que :

A=QB+ R avec deg(R) < deg(B).

e () est appelé le quotient de la division euclidienne de A par B;;

e R est appelé le reste de la division euclidienne de A par B. /

Ezercice : Effectuer la division euclidienne de X4—3X3+2X —1 par X2+ X +1.

1.4 diviseurs et multiples

DEFINITION :
1. Soient (4; B) € K[X]?. On dit que A divise B, et on note A|B, lorsqu’il
existe C' € K[X] tel que : B = AC';
2. Pour A € K[X], 'ensemble des diviseurs de A est 'ensemble des polynomes
B tels que B|A;
3. Pour A € K[X], ensemble des multiples de A est 'ensemble des polynomes
B tels que A|B;
(1) Tout polynéme est divisible par n’importe quel polybnéme constant non
nul. Par exemple : X2 +2 =2 (XTZ + 1) ;
(2) X —1divise X?>—1 ;
—
=(X—1)(X+1)

(3) &* — 3X est un multiple de X ;
—_—
—X(X?-3)

(4) L’ensemble des diviseurs (non constants) de X — 1 est ’ensemble des po-
lynomes de la forme A\(X — 1), avec A € K*.

PROPOSITION :
Soient A et B deux éléments de K[X], avec A # 0. Alors A divise B si et
seulement si le reste de la division euclidienne de B par A est nul.

Ezercice :  Déterminer les valeurs de a € C pour lesquelles X? + aX + a? est

divisible par X — 1.

2 Polynoémes dérivés et racines d’un polynéme

Estimation : 1h30

2.1 racine d’un polynéme

DEFINITION :

Soit P =Y X" € K[X].
k=0

1. On appelle fonction polynémiale associée a P, et on note P la fonction
n

définie sur K par P(z) = Z arz® € K pour z € K;
k=0
2. On dit que a € K est racine de P lorsque « est un zéro de P, c’est & dire :
P(a) =0.

REMARQUE : Dans la suite du cours, on notera encore P (au lieu de P) la
fonction polyndmiale associée a P.

Ezemple : Les racines complexes de X3 — 1 sont 1, 7, j2.



@OPOSlTlON : \
Soit P € K[X] et a € K. Alors :

1. Le reste de la division euclidienne de P par X — « est P(a);
2. « est racine de P si et seulement si X — « divise P. Plus généralement
si oy, ..., sont deux a deux différents, alors
P(O[l) =0 P
: =4 II()(-—<1kﬂ}?
\ P(ay) =0 k=1 /

est divisible par X2 — 1.

PROPOSITION :

1. Soit P € K[X] un polynéme non constant tel que deg(P) = n. Alors
P admet au plus n racines distinctes ;

(a) Si P € K,[X] admet n + 1 racines, alors P = 0.

(b) Si P admet une infinité de racines, alors P = 0.

2.2 dérivées successives

DEFINITION :
n
1. Soit P =Y " a,X* € K[X] de degré n. On appelle polynéme dérivé de P,
k=0
et on note P’, le polynéme défini par :

n—1

P Z kap Xt = Z(l{: + 1)ak+1Xk sin>1
k=1

k=0
0 sinon

2. On définit la suite des polynes dérivés P en posant : P©) = P, et pour
neN, pn+l) — (P(n))/

Ezemple : Pour P = X2+ 3X, nous avons P’ = 2X + 3, P® =2 P =9

pour n > 3.

REMARQUES :

(1) Sideg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1;

(2) Sideg(P) = n, alors P est un polynéme constant et pour r > n+1, P7) =
0;

(3) Les regles de dérivation des polynémes sont identiques a celles des fonctions.
En particulier la formule de Leibniz reste valable.

PROPOSITION : (formule de Taylor)
Soient P € K[X] tel que deg(P) =n et zp € K. Alors :

" p) (g,
P= Zip kk(' ) (X — zo)".

2.3 multiplicité d’une racine

DEFINITION
Soient P € K[X] et o € K. On dit que « est racine de P de multiplicité k € N*
lorsque :
o (X —a)f|P;
e P = (X —a)Q avec Q(a) # 0.
REMARQUES :

(1) Une racine d’ordre 1 est également appelée racine simple.
(2) Une racine d’ordre 2 est également appelée racine double.

(3) On dit également racine « d’ordre k ».



@OPOSITION : )

Soit P € K[X].
1. Si « est racine de P d’ordre k, alors 1 < k < deg(P);
2. Si aq,...,qp sont deux a deux distincts, alors nous avons équivalence
entre :
(i) aq,...,a, sont des racines de P d’ordre respectifs ky, ..., kp;
p
(i) TT(x - a)blP.
N D
THEOREME : (caractérisation pratique) O
Soient P € K[X] un polynéme non nul et o € K. Alors « est racine de P
P(a) =0
P(a)=0
d’ordre k si et seulement si
P*D(a) =0
P®(a) # 0. J

Ezercice : Montrer que 1 est racine de P = X° —7X*4+19X3 - 25X%4+16X —4

et déterminer son ordre.

3 Factorisations d’un polynéme

Estimation : 1h30

3.1 polyndémes irréductibles

DEFINITION :

Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible dans K[X] lorsque P est non
constant et que les seuls diviseurs de P dans K[X] sont de la forme a et aP,
avec a € K*.

(1) X — 1 est irréductible dans K[X]. Plus généralement, tout polynome de
degré 1 est irréductible dans K[X].

9

(2) X2 —1 n’est pas irréductible dans C[X]. Il ne I’est pas non plus dans R[X].

(3) X2+ 1 n’est pas irréductible dans C[X]. Il est par contre irréductible dans
R[X].

(4) Les polynomes constants ne sont pas irréductibles.

REMARQUES :

(1) Si P n’est pas irréductible, on dit qu’il est réductible;

(2) Si P est de degré supérieur ou égal a 2 et admet une racine a € K, alors P
est réductible (X — « divise P)

PROPOSITION : (Polynémes irréductibles de degré supérieur ou égal a 2)
Soit P € K[X] tel que deg(P) > 2.
1. Si P est irréductible dans K[X], alors P n’admet pas de racines dans
K;
2. Si de plus deg(P) = 2, alors P est irréductible si et seulement s’il
n’admet pas de racines dans K.

@ La réciproque du 1. est fausse. Par exemple (X2 + 1)% n’admet pas de
racines dans R mais n’est pas irréductible dans R[X].

Ezemple : Les polynomes de degré trois ne sont jamais irréductibles dans R[X].
En effet, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, toute fonction po-
lynomiale de degré trois admet au moins une racine réelle.

@EORI\EME : (Décomposition en polyndmes irréductibles)

Tout polynéme P non constant de K[X] admet une décomposition unique
de la forme :

,
_ a1 Do . o978
P=aP Py P =a]] P
k=1
ou :
e a est le coefficient dominant de P

e P, P, ..., P, sont des polynomes irréductibles unitaires;

\ ® o, o, ..., a, sont des entiers naturels non nuls.

Ezemples :

10



(1) 2X +1 = 2(X + 1) dans C[X];
(2) X2+ 1= (X +14)(X — i) dans C[X].

REMARQUES :

(1) Si 'on n’impose pas que les polynomes irréductibles de la décomposition
soient unitaires, alors il ne peut y avoir unicité de la décomposition. Par
exemple, 2X +1=2(X +1) =4(3X +1);

(2) Factoriser un polynéme dans K[X], c’est le décomposer en produit de po-
lynomes irréductibles de K[X].

3.2 polyndémes scindés

DEFINITION :

Soit P un polynéme non constant. On dit que P est scindé dans K[X] lorsque
la décomposition de P en polynomes irréductibles ne fait intervenir que des
polynomes de degré 1.

Ezemples :

(1) X2 + 1 est scindé dans C[X] mais pas dans R[X] (il est irréductible dans
RIXD);

(2) (X —1)3(X — 3)? est scindé dans K[X].

Soit P € K[X] tel que deg(P) =n € N*. Alors P est scindé dans K[X] si
et seulement s’il admet n racines comptées avec leurs multiplicités.

PROPOSITION :

Ezercice :  Pour n € N*, montrer que X™ — 1 est scindé dans C[X] et donner
sa décomposition en polynomes irréductibles dans C[X].

3.3 factorisations dans C[X]

THEOREME : (d’Alembert-Gauss) ‘

‘ Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.

conséquences :

11

= Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1;
= Tout polyndéme non constant de C[X] est scindé.

Egzercice - Factoriser dans C[X] le polynéme X* 4 1.

@OPOSITION - (relations coefficients/racines)

Soient P =ag+ a1 X +.... + a, X" € C[X] et a, ..., a, les n racines de P
(non nécessairement distinctes). Alors :

n a
—1
LY = ———;
a.
k=1 "

n a0
2. = (=1)"—.
gak (=1 "

n

\_

Ezemple : Pour P = X3 -3X2+3X —1:
e la somme des racines vaut —(—3) = 3;
e le produit des racines vaut (—1)3(—1) = 1.

Ezxercice :  Calculer le produit des racines n-emes de 1'unité.

3.4 cas de R[X]

PROPOSITION :

‘ Si P € R[X] admet une racine « € C, alors @ est également racine de P.

Ceci est faux pour des polynomes a coefficients complexes non réels : les
deux racines de (X +4)(X + 2i) = X2 + 3i — 2 ne sont pas conjuguées.

THEOREME :

Les polynomes irréductibles unitaires de R[X] sont exactement les po-
lynomes de la forme :

e X +a, avec a € R.
e X%+ aX +bavec a® < 4b.

Ezercice :  Factoriser X* + 1 dans R[X].

12



4 Polynoémes et algebre linéaire

Estimation : 1h30

4.1 espaces vectoriels de polyndémes

PROPOSITION :
1. K[X] est un K-espace vectoriel.

2. K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X] de dimension finie n + 1.

@ H K[X] n’est pas de dimension finie!

DEFINITION :
‘ On appelle base canonique de K,[X] la base B = (1, X,..., X").
—_———

n+1 éléments

Ezercice :  On considere 'application f : Ro[X] — R[X] définie par : f(P) =

X(P(X +1) - P(X)).
1. Montrer que f est un endomorphisme et déterminer sa matrice dans la base
canonique.

2. Déterminer Ker(f).

4.2 familles de degrés échelonnés

DEFINITION :

Soit F = (P,...,P,) une famille de polyndémes. On dit que F est étagée
(ou encore de degrés échelonnés) lorsque —oo < deg(Py) < deg(Ps) < ...

deg(P,).

PROPOSITION :

‘ Toute famille de degrés échelonnées est libre.

1. Montrer que F = (1, X — 1,(X — 1)%,(X — 1)) est une base de K3[X] et
déterminer les coordonnées de X3 dans F.

13

2. Pour a € K, étudier la liberté de F = (X, X + 1, X + a) dans K[X].

4.3 polynoémes de matrices

notation : Si P =qap+ a1 X + ... + 4, X" et M € M,(K), on pose : P(M) la
matrice telle que P(M) = apl, + a1 M + ... + a, M™.
10

o o) mous avons P(M) = M?*+

M.’pouerX2+X+let]V[=<

v (8- (1 %)

PROPOSITION :
Soient P et @ deux polynémes et M € M, (K). Alors :
o (P+Q)(M)=PM)+Q(M);
e (PQ)(M)=P(M)Q(M).

Ezercice : On pose : A= <11 :?)
1. Montrer que A? — 3A + 21, = 0,.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X% — 3X + 2.

—24+3.2" 6— 6.2”)

3. En déduire A" = < on 1 3o

14
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(Polynémes ]

Exercice 1 : En faisant une étude comparative sur les degrés des polynomes, déterminer les po-
lynémes P et @ tels que :

1. Q*(X)= XP?(X) ou P et Q sont deux polynomes réels.
2. (P')? = 4P o P est un polynome réel.

Exercice 2 :
1. Effectuer la division euclidienne de P = X% — X% 4+ 2X3 + X? 4 4 par le polynéme Q = X2 — 1.
2. Méme question pour P = 3X° +4X? + 1 par le polynéme Q = X2 4 2X + 3.

Exercice 3 : Calculer les restes des divisions euclidiennes de X™ + X + 1 par les polynomes :

(a) (X —1)(X —2); (b) (X —1)%

Exercice 4 : Trouver un polynéme P € R[X] tel que P soit unitaire, de degré 3, divisible par X —1,
et tel que les restes des divisions euclidiennes de P par X — 2, X — 3 et X — 4 soient égaux.

Exercice 5 : Soit P un polynoéme. Le reste de la division euclidienne de P par X — 1 est 4 et le reste
de la division euclidienne de P par X + 1 est 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de P
par X2 — 1.

Exercice 6 :
1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles P = X3 + aX? + 1 est divisible par X — 1.

2. Factoriser P pour les valeurs de a trouvées a la question précédente.

Exercice 7 :
1. Montrer que 2 est racine de P = X% — 9X?3 4+ 30X2 — 44X + 24. et préciser son ordre.
2. En déduire la factorisation de P dans R[.X].

Exercice 8 : Soit n € N*. Montrer que le polynome nX"+2 — (n+2) X" + (n+2)X —n est divisible
par (X —1)3.

n k
Exercice 9 : Le polynome P = Z o a-t-il une racine multiple 7
k=0

Exercice 10 : Factoriser dans R[X] et dans C[X] les polynomes suivants :

(a) X2+ X +1; (b)) X3—-1; (c) (X+1)3—1;

(d) X° —1; () X0+ 1; (f) X0 +2X*+2X2%+1.



Exercice 11 : Soit P = (X +1)" — 1.

1. Calculer les racines de P.

n—1
k
2. En déduire que H sin <7j> = 2721.
k=1

Exercice 12 : Soit P = (X + 1)" — X7 — 1. Déterminer les racines entieres de P ainsi que leurs
multiplicités. Vérifier que j est racine de P. En déduire la factorisation de P dans C[X], puis dans
R[X].

Exercice 13 : Soit P un polynéme non nul de R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Montrer que si a est une racine éventuellement complexe de P alors a? et (a+ 1)? sont aussi des
racines de P.

2. Montrer que 0 n’est pas racine de P.
3. Montrer que si a est une racine de P alors |a + 1| = 1.

4. En déduire les racines de P et la forme de P.

Exercice 14 : Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (1—X)P(0)+ X P(1). Montrer que f est linéaire et
déterminer f o f. Que peut-on en déduire ? Trouver les éléments caractéristiques de f.

Exercice 15 : Pour P € R,,[X], on pose f(P) = (2X + 1)P — (X2 -1)P".
1. Pour quelles valeurs de n Iapplication linéaire f est-elle un endomorphisme de R??
2. On se place désormais dans Ry[X].
(a) Déterminer la matrice de f dans la base canonique.
(b) Onpose P, = X2 1, P, = (X —1)? et P3= (X +1)? et F = (P, P, P3). Montrer que F
est une base de Ry[X] et déterminer Matxz(f).

Exercice 16 : Pour P un polynéme, on pose : u(P) = P(X) + P(X + 1).
1. Montrer que u est un endomorphisme de Ry[X].
2. Donner la matrice M de u dans la base canonique.
3. Montrer que M est inversible et déterminer M 1. En déduire u=1(X?).
4. (a) Montrer que quel que soit P € Ry[X] :

n

> (=DFu(P)(k) = (=1)"P(n+1) — P(1).

k=1

n
(b) En déduire une expression simple de Z(—l)ka.
k=1

1 2
1. Montrer que (A — I2)(A — 312) = 0.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)(X — 3). En déduire la valeur
de A™.

Exercice 17 : Soit A = < 21 )
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b ra
notation : Pour b < a, on pose par convention, / f@)dt = 7/ f(t)dt.
a b

1 Compléments sur I’intégrale d’une fonction continue

Estimation : 2h

1.1 formule de changement de variable

PROPOSITION :

et p(t1) = b, nous avons :

b 4
A / flz)de = /t Flo(0) (1) dt.

Soient f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et ¢ une fonction de
classe C! sur un intervalle J et & valeurs dans [a; b] . Alors, pour ¢(tg) = a

1
Ezercice : Calculer / V1 —22dx en posant x = cos(t).
0

conséquence de la formule de changement de variable : on en déduit en
particulier la proposition suivante :

~




@OPOSITION :

N

1. Si f est paire,

/:f(z)da::Q/Oaf(x)d:c

/ flx)dx=0
—a
3. Si f est T périodique :

/a " fla)dz = /O ! f(z)da.

2. Si f est impaire,

(b) integrales de la forme /

illustrations graphiques

1.2

(a)

intégrales de fonctions rationnelles

dx

integrales de la f _—
integrales de la Orme/ax2+bx+c

1.3

PROPOSITION :
Soit a € R*. Alors :

dr 1 T
——— = —arctan (7) .
2+a2 a a

REMARQUES :

(1) On déduit de la proposition précédente le calcul des intégrales de la
dx
forme: [ ———— aveca#0et A <O0;
ax®+bx +c 7
(2) Si A > 0, on décompose en éléments simples ;

(3) Si A =0, on utilise directement les primitives usuelles.

FEzercice :  Calculer les intégrales suivantes :

! dx 1/2 dx ! dx
@ [ wrarr O wrns ©f e
0 T2+2r+1 Jo P +22-3 0o v*+ar+1

dr

(ax? 4+ bz + )"’
le suivantes (lorsque A <0 :

n €N, n>2: Les étapes sont

dr

(2 + 1)
e On calcule l'intégrale précédente, par exemple en faisant le changement

de variable : x = tan(t). Nous obtenons :

dx -
/m = /COSZ’” Q(t) dt.

e On calcule une telle primitive en linéarisant cos?*~2(t).

e On se ramene au calcul de /

! dz
Ezercice :  Calculer / —_—.
o (22 +z+1)?

autres intégrales usuelles

= intégrales de la forme /(x) = /F(ear) dzr : On fait le changement de va-

riable ¢t = e* pour se ramener a l'intégrale d'une fraction rationnelle.

Yod
FEzercice :  Calculer I = / ( . indication : on pourra chercher une
0

e’ +1)2

S0 4 rme : —L  — & b c
décomposition de la forme : Yx? - x Txa T xape

intégrales de la forme I(x) = /cos'”(t) sin"(t)dt, m e N, ne N :

e Sim est impair, on pourra effectuer le changement de variable x = sin(¢).
e Sin est impair, on pourra prendre x = cos(t).
e Sim et n sont pairs, on linéarise.

FEzercice : Calculer /2 cos®(t) sin®(t) dt.
0

REMARQUE : Plus généralement, dans le cas de fractions rationnelles en
sin(x) et cos(x), on peut toujours effectuer le changement de variable ¢ =
tan (%) pour se ramener a l'intégrale d’une fraction rationnelle.



2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
Estimation : 2h

notation : on considére dans cette section une fonction f définie sur [a; b] avec
a et b deux réels et a < b.

2.1 subdivisions d’un intervalle

DEFINITION :

1. Soit [a,b] un segment de R,a < b. On appelle subdivision ¢ du segment
[a, b] toute suite finie o = {x¢, x1, -, 2, } d’éléments de [a, ] telle que :

a=1g <1< <Tp1<T,=b
2. Le pas de la subdivision o est le réel p(o) strictement positif donné par

plo) =, max (zx = 2k)

REMARQUE : o est & pas constant si et seulement si p(o) = ”7’—1“ Dans ce cas,

b—a
les points de la subdivision sont donnés par : 2 = a + k——, k € [0; n].
n

2.2 fonctions en escalier et fonctions continues par morceaux

DEFINITION :
On dit que f est :

1. une fonction en escalier sur [a; b] lorsqu’ il existe une subdivision o =

{xo, 21, ,x,} du segment [a,b] et des réels c1, -, ¢, n tels que pour
tout k € [1; ---,n], sur intervalle Jx_1; zx[ f est constante et égale a
Ck .

Vo €lrg_1; zi] f(z) = o

2. une fonction continue par morceaux sur [a; b] lorsqu’ il existe une
subdivision o = {zg,z1,- - ,x,} du segment [a, b] telle que f est continue
sur |zg—1; @x] et admet des limites finies & gauche en xj, et & droite en zj_1.

Notations : on note :

e £([a; b]) Pensemble des fonctions en escalier sur [a; b];

o CM([a; b]) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a; b].

(1) La fonction E(z) est une fonction en escalier sur [—2; 2].

(2) La fonction x — E(x) est continue par morceaux sur [—2; 2].

REMARQUES :

(1) Les fonctions en escalier, ainsi que les fonctions continues sont des fonctions
continues par morceaux.

(2) La fonction inverse n’est pas une fonction continue par morceaux sur [0; 1];

(3) Une fonction continue par morceaux est forcément bornée.

@OPOSITION :

1. Si f et g sont continues par morceaux et A € R, alors f + A\g est
continue par morceaux : CM([a; b]) est un sous-espace vectoriel de
F([a; 0]).

2. Si f et g sont des fonctions en escalier et A\ € R, alors f + Ag est
une fonction en escalier : £([a; b]) est un sous-espace vectoriel de
CM([a; b)).

3. Le produit de deux fonctions continues par morceaux est une fonction

continue par morceaux et le produit de deux fonctions en escalier est
\\ une fonction en escalier. /

4HEORI\EME : (approximation d'une fonction continue par morceaux par des fonctiob
en escalier)

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b]. Alors, pour tout
e >0, il existe ¢, 1 € E([a; b)) tels que :

_ Var € [a b, ¢(2) < f(@) < $(@) et 0 < vla) — plx) <.

2.3 intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux

DEFINITION :



subdivision et ¢, -, ¢, € R, tels que Vo €]ay_1; xil, f(z) = e

b
On appelle intégrale de f sur [a; b], et on note / f(t)dt le réel :

b n
/ F&ydt =" crlwr — z41)
a k=1

(1) /bldt:(b—a);

4
(2) / E(t)dt=0+1+2+3=6.
0

REMARQUES :

b n

(1) La quantité [ f(t)dt = Z cg(x, — xp_1) représente laire (algébrique) de
@ k=1

la partie du plan délimitée par la courbe représentative de f et les droites
r=aetx=0;

(2) En approchant une fonction continue par morceaux f par des fonctions
en escalier, on voit que I'on peut définir I'aire de la partie délimitée par
la courbe représentative de f et les droites d’équations x = a et = = b.

b

On note f(t)dt cette valeur, et on 'appelle intégrale (de Riemann)
d’une fonction continue par morceaux.

(3) Si f est une fonction de la variable réelle a valeurs complexes et u = Re(f)
et v = Im(f) sont continues par morceaux, on définit I'intégrale de f sur

[a; b] en posant :
/abf(t)dt—/abu(t)dt+i/abv(t)dt.

2.4 propriétés de l’'intégrale de Riemann

On considere dans cette sous-section des fonctions a valeurs réelles.
=> Linéarité et croissance :

Soient f une fonction en escalier sur lintervalle [a,b], o = {zg, - ,2,} une

PROPOSITION :

Soient f,g € CM([a,b]) Alors :

1. pour A € R, /b(f(t)+)\g(t))dt=/bf(t)dtJr/\/bg(t)dt;

b b
2. SiVx € [a; b], f(z) < g(x) alors / f@t)dt < / g(t) dt.

=> Intégrale de fonctions positives :

PROPOSITION :

Soit f € CM([a,b]).

b
1. SiVz € [a; b], f(z) > 0, alors / f(t)dt > 0.

b
2. Si de plus f est continue, alors / fdt=0< f=0.

:

Le 2. est faux lorque la fonction n’est pas continue. Par exemple,
folE(x) dx = 0, pourtant la fonction partie entiere n’est pas nulle sur
[0; 1] (E(1) = 1).

conséquence : Si f est continue et fab fA(t)dt = 0, alors f est nulle sur [a; b].

= Relation de Chasles :

PROPOSITION :

b c b
Soit ¢ €]a; b]. Alors/ f(@) dtz/ f(t) dt+/ f(t)de.

=> Inégalités de la moyenne :

DEFINITION :



Soit f € C/\/l([ab 1)
m(f) = / £(t)d.

PROPOSITION :
Soient f et g € CM([a; b]). Alors :

b
0 dt\ < (b—a) sup F(0);

tela; b]

2. Plus généralement :

)dt\< sup 11 |/|g ) dt.
fea

REMARQUES :

(1) Le 1. de la proposition précédente s’écrit aussi : |m(f)| < sup |f(¢)] d’ou

tela; b]
le nom d’inégalités de la moyenne.

(2) La proposition reste vraie pour des fonctions a valeurs complexes.
3 Utilisations de l’intégrale de Riemann

Estimation : 1h30

3.1 intégrale de Riemann et primitives de fonction

THEOREME
Soit I un intervalle de R. Soit @ € I. Soit f : I — R une fonction continue

/ f(t) dt est de classe

a

sur I. Alors la fonction F' définie sur [ par F(z) =
C* sur I et vérifie de plus : Vz € I, F'(z) = f(x).

L’hypothese de continuité est indispensable. En effet, considérons la

. o _ [ fle)y=1siz>0
@ fonction définie sur R par : { F@) = —1siz<0

.
/ f(t)dt = |z|, mais |x| n’est pas dérivable en 0.
0

. On vérifie que :

REMARQUE : Si f est uniquement supposée continue par morceaux, alors F'
est continue. On utilise pour cela les inégalités de la moyenne. Notant M =

9

b]). On appelle valeur moyenne de f sur [a; b] la quantité :

sup{|f(t)|,t € [a; b]}, nous avons :
[F(x) = F(ao)| < sup{[f(t)],t € [xo;

Alors, par encadrement :

lim [f(2) = f(x0)] = 0 = lim f(z)

Ezercice : Calculer/ tE(t)dt, n € N*.
0

3.2 sommes de Riemann

x]Ha — zo| < M|z — x|

= f(zo) & f est continue en w.

DEFINITION :
Soit n € N*. On appelle sommes de Riemann les deux expressions suivantes :
1.
n—1
b—a b—a
S (f) — .
n(f) " Zf(a+k " )
k=0
2.
b _ n b _
Raf) = 2203 <a+ k )
n n
k=1
ATHEOREME -
Soit f une fonction continue sur [a; b]. Alors :
L b —a n—1 b
Zf( ) o
2.
< " > "jw/a f(t)de.

explications :

1. On pose x = a+l<:b’_—l‘l. On remarque que o = {zg; xa;

vision & pas constant de [a; b]. Le pas vaut donc p(c) =

somme sous la forme : .S, (f) = p(o) f(zo) + p(o) f (21
Alors :

10

...; Ty} est une subdi-

)+

—2. On rééerit cette

~~~~~ + p(O')f(ZL'",]),




e p(o) f(xy) est laire du rectangle [zy; xrr1] x [0, f(z)].
e La somme =% 371" 0 (a+k™") est Vintégrale d'une fonction en escalier.

e En pensant a la définition de l'intégrale construite par approximations

d’aires de fonctions en escalier, il semble raisonnable d’approcher fab f(t)dt

par la suite (S, (f))nenr.

2. De la méme maniere, en considérant les rectangles [xy; xx1] X [0; f(zrs1)],
nous obtenons 2.

1
Exercice : Calculer la limite de la suite de terme général U,, = E e
n
k=1

3.3 calcul approché d’intégrales

PROPOSITION :
Soient f une fonction continue sur [a; b] et n € N*.

1. Si f est croissante, alors S, (f / f@)dt < R.(f);

2. Si f est décroissante, alors R, (f) < f( ) dt < S, (f).

1
. a2 ,
Exercice :  Proposer un encadrement de [ = / e dz. (réponse :

0

o Ry(f) =5(1+e /") ~ 0,88
o So(f) =t V1 +e )~ 0,57
)

REMARQUE : Les deux facons d’approcher une intégrale que nous venons de
voir sont communément appelées méthode des rectangles.

4 Exemples d’études de fonctions définies avec une intégrale

Estimation : 30min

11

PROPOSITION :

On considere une fonction f définie sur un ensemble D et continue par
morceaux sur tout segment [a; b] C D.
1. Si u est une fonction définie sur I, alors F'(z) = / f(t)dt est une
fonction définie sur ’ensemble D’ de tous les nombares x pour lesquels
[a; u(z)] C D;

2. Si de plus u est continue sur D', alors F' est continue sur D’;

3. Si de plus u est de classe C! sur D', alors F est de classe C* sur D',
\_ De plus, Vo € D', f'(z) = u'(z) f (u(x)).

v(z)
REMARQUE : Plus généralement, si F' est de la forme : / f(t)dt, alors :

1. F est définie sur I'ensemble D’ de tous les nombres x pour lesquels [u(z); v(z)] C

D.
2. Dans le cas ou F est de classe C', on calcule la dérivée en décomposant :

v(z) o(z) u(z)
’ ft)dt = / f@) dt—/ f@)dt. Alors : F'(x) =o' (x) f(v(x)) —
() f(u(z)).

Ezemples :

—1+z

dt

(1) F(z) = / " est une fonction définie si et seulement si [—1; —1+z] C

-1
Rie -1+r<0& <1

2) F(.r):/ Iln%.

e Si0 <z <1, F est définie si et seulement si : 1+ 2z <1< x <0;
e Six > 1, F est tout le temps définie.
F est donc définie sur ]1; +ool.

2

©odt
(3) Pour z > 1, F(z) = / 0] est bien définie. Notant G une primitive
. In

1
€ n(t) sur I =]1; 4oo[, nous avons : F(z) = G(2?) — G(z). Ainsi, par
n
opérations élémentaires, F' est de classe C' sur I et pour tout z € I :

2z 1 z—1

F'(z) = 22G'(2?) — G'(z) = _ _ .

(z) = 22G' (%) (2) () @ ()

=21In(x)

12
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[Intégrales de fonctions]

Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :

0 2 1
dx dx dx
(a)/_1m2+6w—7’ ()/1:1:2—1—43:’ (C)/O 3z2+47
@ /1 LI, /\/5 zd o /1 dr
0 T2+2x+4’ 1 2?24 ax+1] o (24+z+1)%
Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes :

(a) /Oﬁ “”/jﬂ%? <c>/01\/gdw.

Exercice 3 : Calculer les intégrales suivantes :

/2 cos(z) ) /2 sin(z) . 2 dx
(&) /0 1+ cos?(x) da; (b) /0 1+ cos?(x) dw; (o) /0 1+ cos(z)

(poser u = sin(x)) (poser u = cos(x)) (poser u = tan (%))
2z dt 2x eft
Exercice 4 : Calculer pour x # 0, / —. En déduire lim — dt.
T t =0 J, t

1
Exercice 5 : On pose : [, :/ the~t dt.
0
1. Donner une relation de récurrence entre 1,11 et I,,.

2. Montrer, a ’aide d’encadrements, que : lim I, = 0.
n—-+o0o

1
3. On pose W,, = —=.
n!
1 Ie-1
(a) Montrer que : Wy, 41 —W,, = —m. En déduire W,, = 1— " Z R puis une expression

k=0
de I,, en fonction de n.

RS
(b) Montrer que e = lim kz Pk
=0

n—-+00

w/4
Exercice 6 : Pour n € N, on pose : I, = / tan®"(z) dz.
0

1. Montrer que (I,,) converge vers 0.

2. Calculer Iy, puis I, + 1,41 pour tout n € N. En déduire 'expression de I,, en fonction de n.



™ ~ (="
3. En déduire Z = nll)rfoo ; m

n

1
Exercice 7 : Soit I, = / * dx.
0 1 + a
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que lim 1, = 0.

n—-4o00

2. Calculer I, + I,41.
n o

3. Déterminer lim (Z HF)
k=1

n—-4o0o

Exercice 8 : (lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction de classe C! sur [a; b]. A I'aide

b
d’une intégration par parties, montrer que lim / f(t)sin(nt) dt = 0.
n—-+oo a

dt
NGZES

1. Déterminer le domaine de définition D de F' et définie et montrer que F est de classe C! sur D.

2z
Exercice 9 : On considere la fonction f définie par : F(x) = /
T

2. Calculer F'(z) et en déduire les variations de F.

1
3. Montrer que F' est impaire et pour tout z > 0, 0 < f(z) < o En déduire lim F(x) et

T Tr——+00
lim F(z).
Tr—r—00

4. Déterminer le DLg(0) de F et tracer sa courbe représentative.

2

Todt
Exercice 10 : On considere la fonction f définie par : F(x) = / 2@
z In

1. Montrer que F est définie et de classe C! sur I =]1; +ool.
2. Calculer F'(z) et en déduire les variations de F.

3. A laide d’encadrements, montrer que lim F(z)= 0.
r—+00

4. Montrer que 0 < 1In(t) <t — 1. En déduire lim F(z)

z—1t

Exercice 11 : Déterminer les limites éventuelles des suites :

n n n—1 n
1 1 n+k 1
(b k LG e a—
O MmO e O Ly

jus

Exercice 12 : (intégrales de Wallis) Soit I,, = /2 sin”(t) dt.
0

Etablir une relation de récurrence entre I, et I 1o.
En déduire Igp et I2p+1.
Montrer que (I,,) est décroissante et strictement positive.

En déduire que I, ~ I41.

gtk W e

Calculer nl,I,11. Donner alors un équivalent simple de I,,.




28. Formules de Taylor

266



Table des matiéres

1 Présentation
1.1 approximation d’une fonction par un polynéme . . . . ... ..

2 Les trois formules de Taylor
2.1 formule de Taylor-Young . . . . . . .. ... ... ... .....
2.2 formule de Taylor-Lagrange . . . . . ... ... ... ......
2.3 formule de Taylor avec reste intégral . . . .. . ... ... ...

3 Utilisation des formules de Taylor
3.1 Taylor-Young et développements limités . . . .. ... ... ..
3.2 Taylor-Lagrange et étude de suites définies par des sommes . . .
3.3 Taylor avec reste intégral et inégalités . . . . . . ... ... ...

w w NN

U W

D O ot G

Lycée Pierre-Paul RIQUET
S. GAUTIER

Année 2010-2011
Mathématiques TSI-1

‘Formules de Taylor I

~ 2h

On note dans la suite :

e [ une fonction définie sur un ensemble D ;

e [ un intervalle inclus dans D

e 1o un élément de [.

1 Présentation

1.1

Estimation : 45min

approximation d’une fonction par un polynéme

@OPOSITION :

Si f est n-fois dérivable en =z, alors il existe un unique polynéme P de

P(xo) = f(xo)

P'(xg) = f'(=
degré n tel que : : (w0) = f'(wo)
P (a9) = ™) (o)
L’expression de ce polynome P, est :

n (g, ,
R = 3 L
k=0

DEFINITION :

Si f est n-fois dérivable en x, on appelle polynéme de Taylor de degré n en xg
associé a f le polynome :

n ) (g
Pia) = 3 T
k=0




Ezemple : Pour f(z) = e”, Le polynome de Taylor de degré 2 en xg est P(z) =
o4l
2

1. Déterminer le polynome de Taylor d’ordre n en 0 associé a la fonction
exponentielle.

2. Déterminer le polynome de Taylor d’ordre 2n associé a la fonction cosinus.

3. Déterminer le polynéme de Taylor d’ordre n associé a la fonction (1 + x)®.

1.2 qu’est-ce qu’une formule de Taylor ?

On pose Rn(w) = f(l') - Pn(x)’

Une formule de Taylor est un théoreme qui donne une estimation de ce reste.
Il y a trois formules de Taylor :

e Formule de Taylor-Young;
e Formule de Taylor-Lagrange ;

e Formule de Taylor avec reste intégral.

1.3 un résultat utile

PROPOSITION : (intégration de la relation de comparaison)

Soit f une fonction dérivable sur I et telle que f'(z) = o4 (2"), n € N.
Alors : f(x) — f(x0) = 0y, (™).

La réciproque est fausse : si f(x) — f(z¢) = 04,(z""!) nous n’avons pas
@ f'(x) = 04y(2"). Par exemple, pour f(z) = x*sin (1), nous avons f(z) =
op(z) mais f'(x) n’est pas négligeable devant 1 en 0 puisque [’ n’admet
pas de limite en 0.

2 Les trois formules de Taylor

Estimation : 45min

2.1 formule de Taylor-Young

THEOREME :
Si f est de classe C" sur I, alors f admet un DL, (z0) et le DL, (z0) est de
la forme :
) (SL‘ o fL’o)k ) N
f(‘E) = Z Tf (LL‘()) +0$0 ((‘7’ - LL‘()) ) .
k=0 o)
Py (x)

2.2 formule de Taylor-Lagrange

Elle vient du mathématicien Brook Taylor (1685 — 1731) qui ’établit en 1712.

(THEOREME -

Soit f une fonction n + 1-fois dérivable sur I. Alors, V(z; x¢) € I?, il existe
¢ compris entre zy et z( ¢ €]xg; x[ si x > xp ou ¢ €]x; xo[si z < x,) tel
que :

n+1

(e = 20)! (2 =)™ s
f@) = 3 IO + e 1Y ).

(n+1)!

\_ Pa2) Fnl)

REMARQUES :
(1) Lorsque n = 0, nous obtenons :

f@) = f(xo) + (z = z0) f'(c)

La formule de Taylor-Lagrange correspond alors a 1’égalité des accroisse-
ments finis appliqué & f sur l'intervalle [zo; 2] ou [x; xq].
(2) Pour n = 1, nous obtenons :

fx) = flxo) +

(3) Sizg=0, la formule devient :

(@ —20)* o

o)

(x — o)

TR

T

T 72
@) = JO) +570) + 25" 0) ++ o f0(0) +

n

o 1),f<"+1><c>.




(4) En posant & = zg + h, la formule s’écrit également :

}L’/l }L'V 1

h?
o / o e L v r(n) (n+1)
flaot+h) = flwo) +hf'(wo) + 5p f (o) + -+ f " (z0) + e 1)!f ().
2.3 formule de Taylor avec reste intégral
THEOREME :
Soit f une fonction de classe C"! sur I. Alors, pour tout x, 2y € I, nous
avons :
n k T n
T — xo r—1 n
oy = Yo I 0+ [ e
k=0 ) w
P,(z) Ru(x)

(1) Sin =0, la formule est :
f@) = fa) + [ F 0

pour f de classe C! sur I.

(2) Sin =1, la formule est

@) = Jlao) + o =) o)+ [ =0 Ot

zg

pour f de classe C? sur 1.

3 Utilisation des formules de Taylor

Estimation : 45min

3.1 Taylor-Young et développements limités

PROPOSITION :

Si f est de classe C* sur [, alors f admet un développement limité en xg
de n’importe quel ordre n € N donné par la formule de Taylor-Young.

conséquence : on en déduit les développements limités usuels admis dans le
chapitre sur les développements limité, notamment :

e Le développement limité a I’ordre n en 0 de la fonction exponentielle.
e Le développement limité & 'ordre 2n en 0 de la fonction cosinus.

e Le développement limité a 'ordre n en 0 de la fonction (1 4 z)® en 0.

3.2 Taylor-Lagrange et étude de suites définies par des sommes

PROPOSITION : (inégalité de Taylor-Lagrange)

Si f est de classe C"*! sur [a; b], alors :

n (k) T
Va € [a; b, 'fm—zf o)
k=0 ’

|!L‘ _ x()‘”+1

=)t (n+1)!

< sup ’f(”“)(t)
tela; b]

Ezemple : Pour a > 0, la fonction exponentielle vérifie les hypotheses du
théoreme sur [0;a]. On en déduit :

n .Tk l.n+1 g+l
vz € [0; a], | — —| < | sup exp(t) <e .
; k! te(0; a) (’Il+1)' (n+1)!
" a* exp(a)
= articuli — — 5 sc e — V| <
En particulier, notant V;, ;0 =k nous avons : |e Vol < (1) o
“+00 ak
: _ Z s
donc nl—lglx V,= Z I e”.
k=0
+00 1
= Pour a = 1, nous obtenons la célebre formule : e = Z 7k
k=0 "

n N
-1 k—1
Ezercice :  On pose V, = i Montrer que (V,) converge vers In(2).
k
k=1

3.3 Taylor avec reste intégral et inégalités

Ezercice : Démontrer les inégalités suivantes :

1.Vz e [0: 4o, x—%ln(l—&—x)gz;

2.Vre[0: ml, I*%Sin(l’) <u;
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Lycée Pierre-Paul Riquet TSI-1
Nom : Prénom :

Test de cours 1

NOTE :

1. Complétez les pointillés par <, =, < :
(@) z<3..2<3; M a?=4...2=2; (c)Vz2=y?...x=y.
2. Développez :
(a—b)* =
(-2 —2) =

(—V5+1)*=

3. Effectuez la division euclidienne de 23 + 322 — 4 par  — 1

4. Qu’appelle-t-on domaine de définition d’une fonction f 7

5. On pose f(x) = |z|. Déterminez f([—2; 1])

6. Quand dit-on qu'une fonction f est impaire sur un ensemble D ?

7. Quand dit-on qu’une fonction est strictement décroissante sur un ensemble D 7

8. Quand dit-on qu’'une fonction f est dérivable en un point xg?

9. On pose f(z) =z —1 et g(x) = (x+1)2. Calculer foget go f

10. Donnez I’équation réduite de la tangente en 1 & la courbe représentative de la fonction définie par : f(z) = 22 .

11. On pose f(x) = eV®. Sans justifier que f est dérivable, calculez f'(z)
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Nom : Prénom :

Test de cours 2

NOTE :

1. Complétez par <, =, < : pour I un intervalle de R : (a) f croissante sur [ ...Vz € I, f'(x) > 0;
(b) f strictement décroissante sur I ...V € I, f'(x) < 0.

2. Exprimez In(48) en fonction de In(2) et In(3)

3. Donnez 'inégalité fondamentale du logarithme

4. Pour x € R, qu’appelle-t-on exp(x) 7

5. Donnez (en précisant les limites au bord) le tableau de variation de la fonction sh (on fera apparaitre 0), ainsi que
les équations réduites des tangentes a sa courbe représentative en 0 puis 1

6. Donnez, en justifiant, une expression simple de ch?(z) — sh?(z)

7. Précisez, sans justifier, le sens de variation ainsi que les limites en —oo et 00 de la fonction définie par f(z) = (%)w

8. Simplifiez :

(a) (219)* =
(b) 21+V5 x 21-V5 =

9. Qu’appelle-t’on fonction puissance d’exposant a? Quel est son domaine de définition ?
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Nom : Prénom :

| Test de cours 3|

NOTE :

1. Donnez la forme algébrique de I'inverse de z =

1—-2:

2. Complétez par <, =, < :soit z € C. Alors: (a) z=1+4+4i...2=1—1;
Mz=1+i...|z| =2

3. Calculez le module de (3 —4)*

4. Déterminez lautre solution de ’équation : 222 — 62z + 6 + 2i = 0 sachant que 1 + i est solution

5. Déterminez la mesure principale de —227”
6. Donnez la valeur de cos(—57) et sin (—2F)

7. Donnez une exprression simple de cos’ et sin’, puis donnez ’équation réduite de la tangente en 0 & la courbe
représentative de sin

8. Donnez le tableau de variations (en précisant les valeurs en 0 et en 7) de la fonction sin sur [0; 7] oo

9. Complétez par + ou — : (a) cos(m +x) =...cos(x); (b)sin(r —z) =...sin(z);
(c) tan(m —x) = ...tan(x); (d) tan(m + x) = ... tan(x).
10. La courbe représentative de la fonction tangente possede une symétrie : laquelle 7 pourquoi ?
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Nom : Prénom :

Test de cours 4

NOTE :

1. Montrez que la fonction définie par : f(t) = cos (375 —+ %) est périodique et déterminez sa période

2. Complétez ci-dessous :

(a) cos(a+0b) =

3. On pose z = 5 + 4i. Calculez |e?|

4. Simplifiez I'expression suivante, avec € R :

(6%)3 (eix+ln(2))2 B

e—iz

5. Enoncez les formules d’Euler ainsi que la formule de De Moivre

6. Mettre z = 1 + iy/3 sous forme trigonométrique, puis donnez une expression simple de 26

ref = ryet?? o

7. (a) Complétez : pour : { r1 >0 { 0, € R

T‘2>07 GQER’
(b) Complétez par <, =, < :2=0...¢* = 1.
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Nom : Prénom :

Test de cours 5

NOTE :

;2
e’bl’

14z

1. Calculez la dérivée de la fonction définie par : f(x) =

2. Qu’appelle-t’on équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants 7

3. Qu’appelle-t’on équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants 7

4. Donnez une équation différentielle linéaire d’ordre 2 réelle homogene et a coefficients constants :

(a) vérifiée par f(x) = cos(z)

(b) vérifiée par g(x) = ch(z)

5. Donnez ’ensemble des solutions de I’équation diférentielle linéaire & coefficients constants : 2y’ + iy = 0 .o

6. Déterminez I’équation caractéristique, résolvez cette derniere puis déterminez I’ensemble des solutions réelles pour
I’équation différentielle : 3y’ +y =0

7. Pour les équations différentielles ci-dessous, proposez la forme d’une solution particuliere réelle :
(a) ¥ +y=e”
)y +y=e"

)y +2y ty=e"
d) " +2 +y=e"
)
)

T

y//_y:e:c
y'—y=e"

T
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Nom : Prénom :

| Test de cours 6

NOTE :

/

, N Yy +y=
1. Résoudre le probléme de Cauchy :
P Y { y(1)=0

2. (a) Quand dit-on que W est combinaison linéaire de U et ¥

(b) Quand dit-on que B = (7, 7) est une base du plan ?

3. Soient % et ¥ deux vecteurs d’affixes respectives : z et z—. Donnez 'expression de @. 7 en fonction de z et
Z

4. Qu’apelle-t’on bilinéarité pour le produit scalaire?

5. Qu’appelle-t’on déterminant de deux vecteurs U et V7

_9 .
6. On considere une base B orthonormée directe, o ( 3 ) dans B, et ¥ le vecteur d’affixe e!47/3.

(a) Déterminer les composantes de ¥ dans B

(b) Déterminer la forme algébrique de I'affixe de 27U + 37

(c) Caleuler «.0, |||, det(, )

(d) La famille B’ = (@, 7') forme-t’elle une base du plan ? est-elle directe ?

(¢) Donnez un vecteur orthogonal &
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Nom : Prénom :

10.

11.

. On sait que A a pour affixe 1 et B a pour affixe 2 4 v/3i. Calculez d(A, B)

Test de cours 7

NOTE :

. Exprimez une mesure de ’angle (E,@) en fonction des affixes z4, zp, z¢, zp des points A, B, C, D ...

Enoncez les deux inégalités triangulaires

Qu’appelle-t-on barycentre de n points pondérés (A1, 1), (A2, ), ..., (Ap,an)?

. Déterminez les coordonnées du barycentre G de (A, 1), (B, —2) sachant que A a pour coordonnées : (1,3) et B a

pour coordonnées (2, —4)

Donnez, en justifiant, une équation cartésienne de (AB), avec A(1; 0) et B(0; 1)

Soit D une droite d’équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0. Déterminez les composantes d’un vecteur directeur,
puis d’'un vecteur orthogonal (en fonction de a et b)

Soit D la droite d’équation cartésienne 2x + 3y + 1 = 0.
(a) Donnez une autre équation cartésienne de D

(b) Donnez I’équation réduite de D

. . Yo . . Q .
Donnez une représentation paramétrique de la droite D de vecteur directeur U < 3 ) et passant par le point

A(a; b) :

Soient M (xo; yo) et D une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0. Alors : d(M; D) =

Donnez une équation cartésienne, puis une représentation paramétrique du cercle de centre (—1; 2) et de rayon
3
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Test de cours 8

NOTE :

Donnez la valeur des limites suivantes :
x
(a) Ill)r_noo exp(x)=...... (b) Tli,%l+ In(z)=...... (c) Ill)r_noo ch(z)=...... (d) CCll}lr_noo <2> =......
. V3 . . . _ _
(e) xgrfoox ...... () 1251_1003 =..... (g) igr_noo th(z)=...... (h) mLIIg tan(z)=......
. In(x - . In(z :
1 = lim el/7=...... k) 1 = ) 1 Tl
W lim = G), lim e k) Jlim, = W lim =
(m) xll}ar_loo e f=...... (n)ﬁgr_‘r_loo In(z)=...... (O)'Jrgriloo sh(z)=...... (p)%gr_‘r_loo ef=......
Lycée Pierre-Paul Riquet 3 TSI-1
Nom : Prénom :
Test de cours 8
NOTE :
Donnez la valeur des limites suivantes :
(a) Ili)r_noo exp(z)=...... (b) g;lir{)h In(z)=...... (c) l_Er_noo ch(z)=...... (d) chl—noo (2> =.....
(e) wggloo V2= .. () xgrfoo 3F=...... (2) xErPoo th(z)=...... (h) xgtg tan(z)=......
. . In(z . . 174 . In(z . .
1 = 1 le= ... k) 1 = ) 1 =l
LM W L e () = 0 By
(m) wgrfoo e f=...... (n)wgrlloo In(z)=...... (o)$grzloo sh(z)=...... (p)mgrlloo ef=......
Lycée Pierre-Paul Riquet 3 TSI-1
Nom : Prénom :
Test de cours 8
NOTE :
Donnez la valeur des limites suivantes :
1 x
(a) mEIEIOO exp(z)=...... (b) mlirgl+ In(z)=...... (c) xgrzloo ch(z)=...... (d) Igrzloo <2> =......
(e) IETOOJ;\/?— ...... (f) lim 37=..... () lim th(z)=...... (h) lim_tan(z)=......
T3
. . In(z . . . In(z .
1 = lim e'/*=...... k) 1 = 1 .
L D Lre o % W L=
(m) lim e ®=...... (n)mgrfoo In(x)=...... (O)mggloo sh(z)=...... (p)mgrfooe =......
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Nom : Prénom :

Test de cours 9

NOTE :

1. Quand dit-on que la courbe représentative d’une fonction admet une asymptote :

e horizontale en 4007

e verticale en xqg?

e oblique en +o00?

m (Vr+1-—+x).

2. Déterminez, en justifiant, li
T—>+00

3. Quand dit-on qu'une fonction vectorielle U tend vers un vecteur quand t tend vers a7

2
t

4. On donne : o < > Déterminez .

5. Soient @ et ¥ deux fonctions vectorielles dérivables sur D. Donnez une expression simple de la dérivée de

g(t) = det(, V) en fonction de &, ¥, W' et V.

6. Qu’appelle-t-on support d’une courbe plane paramétrée ?

7. On considere une courbe paramétrée f(t) = (z(t); y(t)) définie sur D symétrique par rapport a l'origine. Complétez
le tableau suivant :

relation mathématique | On restreint ’étude & D NR™ et on complete . ..

S { x(—t) = x(t)

y(=t) = y(t)
s { S
s {0 = o
5 { o st
dEEE
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Nom : Prénom :

Test de cours 10

NOTE :

1. On considére une courbe paramétrée f définie sur D par f(t) = (x(t); y(t)) et dérivable en ty € D. Quand dit-on
que M (z(to); y(to)) est singulier ?

z(t) = t3

2. On considere la courbe paramétrée : { y(t) = 13 4 4

(a) Montrez que M(0; 0) est singulier

(b) Montrez que la courbe paramétrée admet une tangente en (0; 0) dont on donnera un vecteur directeur ...

3. Précisez la nature et I'aspect local des branches infinies des courbes paramétrées dans les cas suivants :
a) limy(t) = 400 et limz(t) = 0"
() lim y(1) = +oo et lim o1

(b) limy(t) =27 et limz(t) = —oc0

t—1 t—1

(¢) lm y(t) =400, lim z(t) = —ocoet lim y() =0
t—+oo " t—+o0 t—+oo CC(t)

(d) lim y(t) = —o0, lim z(t) = +oo et lim yt) _ +00
t—+00 " oo t—+oo x(t)

4. Déterminez l'ensemble des primitives de 1 sur ] — co; 0f

5. Déterminez 'unique primitive F' de la fonction id telle que F'(1) = 2

6. Donnez une primitive des fonctions suivantes sur 'intervalle I proposé :
(a) 22 +22+3, I =R
(b) v, I =1[0; +oo]
(c) 5 I =]0; +oo
(d)

250 1 =105 +o0]
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Nom : Prénom :

Test de cours 11

NOTE :

1. Quand dit-on qu’une fonction f est de classe C' sur un ensemble D ?

2. Déterminez une primitive des fonctions suivantes sur 'intervalle I proposé :

(a) w10 L =] =15 +oo
(b) 2ze™, I =R
(¢) 752, I =R
(d) cos(2x), I =R
3. (a) Enoncez une formule d’intégration par parties (une seule des deux au choix)

(b) Déterminez une primitive de ze® & I’aide d’une intégration par parties

4. On considere I’équation différentielle : ' — xy = 0. Donnez son ensemble de solutions Sg

5. On consideére une équation différentielle (E) y'(z) 4+ a(z)y(z) = b(x), avec a et b continues sur I. On note Sy
I’ensemble des solutions de ’équation homogene associée : Sy = {Ce_A(x), C e ]R}, avec A une primitive de a
sur I. Expliquez et donnez le nom de la méthode permettant de déterminer une solution particuliere de (E) ...

6. Qu’appelle-t-on conique C de foyer F' et de directrice D7

7. On note Ry le repere dans lequel une parabole a pour équation réduite : Y2 = 2pX, avec p > 0. Donnez dans Ry :

(a) les coordonnées du foyer F'

(b) une équation de la directrice

(c) les coordonnées du sommet S

(d) une équation de 1’axe focal

8. On consideére une parabole C' d’équation réduite : y% = 2px, avec p > 0.

(a) Donnez une représentation paramétrique de C

(b) Donnez 'expression de la tangente en Mo(zo; yo) en C
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Nom : Prénom :

10.

. Qu’appelle-t-on hyperbole ?

. On considere ’hyperbole d’équation réduite : & —

Test de cours 12

NOTE :
. Complétez le tableau suivant :
Ellipse d’équation : f—; + }g—; =1,a>b>0
excentricité sommets foyers | directrices | centre
A =...... ,c>0

2
Donnez une représentation paramétrique de lellipse : 22 + =1

2 2 , . .
e %—2 = 1. Donnez I’équation de sa tangente en un de ses points

M (x0; yo)

. On considere une ellipse de foyers F' et I’ et M un point quelconque de cette derniere. Que peut-on dire de

MF + MF'?

Donnez une représentation paramétrique de la branche positive de ’hyperbole d’équation : 2 — 4> = 1. Donnez
également une équation de ses asymptotes

Quelle est la nature de I'ensemble des points M d’équation : z2 + 2z + 2y? = 0. Justifiez

On considere la fonction définie sur R par f(z) = 2% — 3.
(a) Donnez I'image de 2

(b) Donnez les antécédents de 1

On donne la courbe représentatizve d’une fonction f: Ry — R définie sur Ry :

Tracez sur cette méme figure f=1(]0; 1[) et précisez (en justifiant) si f est injective

KN
ol

-
o
w

IS

2

On considere une application f : E — F. Quand dit-on (on donnera la définition mathématique précise) que f
est :
(a) injective?

(b) surjective?
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Nom : Prénom :

Test de cours 14

NOTE :

1. Soient A(1; 00), B(0; 1; 0) et C(0; 0; 1). Proposez une formule pour calculer I'aire du triangle ABC' et calculez
cette aire

2. Quappelle-t-on déterminant de trois vecteurs , v, @ ?

1 2 1
3. On donne @ | —2 , o 0 1, w1
3 -1 1

(a) Calculez det(W, ¥, W)

(b) B forme-t-elle une base du plan, ? Si oui, est-elle directe ? Justifiez

4. Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par les points A(1; 0 0), B(0; 1; 0) et C(0; 0; 1) ...

5. On donne P un plan d’équation cartésienne x 4+ 2y — 3z +4 = 0.

(a) Déterminer une autre équation cartésienne de P

(b) Déterminer un vecteur orthogonal & P

(c) Calculer la distance de origine a P

6. Soient Px + 2y + 32 = 0 et P’. Déterminer l'intersection de P et P’. Justifier

7. Déterminer le centre et le rayon de la sphere d’équation : 22 +y? + 22 =z +y + 2
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NOTE :

1. Soient A(1; 0; 0), B(0; 1; 0) et C(0; 0; 1). Proposez une formule pour calculer I'aire du triangle ABC' et calculez

cette aire

2. Quappelle-t-on déterminant de trois vecteurs , v, w ?

1 2 1
3. Ondonne W | -2 |, ¥ 0], w| 1
3 -1 1

(a) Calculez det(W, 7, W)

(b) B forme-t-elle une base du plan, ? Si oui, est-elle directe ? Justifiez

4. Soit M un point de coordonnées cartésiennes (zpr; yar; zar). Alors :

(a) Si (1,6, z) sont les coordonnées cylindriques de M, alors

(b) Si (r,0,¢) sont les coordonnées sphériques de M, alors

5. Soit A de coordonnées cylindriques : (1; v/3; 2). Déterminer les coordonnées cartésiennes de A

6. Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par les points A(1; 0 0), B(0; 1; 0) et C(0; 0; 1)

7. On donne P un plan d’équation cartésienne x — 2y + 3z — 4 = 0.

(a) Déterminer une autre équation cartésienne de P

(b) Déterminer un vecteur orthogonal a P

(c) Calculer la distance de origine a P

8. Déterminer le centre et le rayon de la spheére d’équation : 2> + > + 22 =z +y + 2
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NOTE :

(a) Proposer une formule pour calculer la distance d’un point M & une droite (AB)

(b) On considere la droite (AB), avec A(1; 0; 0) et B(1; 1 1). Calculer la distance de 'origine a la droite (AB)

(c) Déterminer une équation cartésienne de la droite précédente

=2t—1

x
. On considere une droite D de représentation paramétrique : y=3t+4
z

= —t+42

(a) Déterminer un vecteur directeur de D

(b) Déterminer les coordonnées de 'intersection de D avec le plan d’équation : z +y+2—1=0 .

On consideére une assertion P(n) dépendant d’'un entier naturel n € N. On souhaite prouver par récurrence a deux
pas que P(n) est vraie pour tout entier naturel n. Précisez :
(i) Pinitialisation :
(ii) Thérédité :
On considere une assertion P(n) dépendant d’un entier naturel n € N. On souhaite prouver par récurrence forte
que P(n) est vraie pour tout entier naturel n. Précisez :

(i) linitialisation :
(ii) I’hérédité :

. Soient a et b deux entiers relatifs. Quand dit-on que :

(a) a divise b7

(b) @ est un multiple de b7

Donner les diviseurs de 12

Quand dit-on que p est nombre premier ?

Faire la division euclidienne de 18 par —4

Donner la décomposition en facteurs premiers de —360

Quand dit-on que r est un nombre rationnel ?

% est-il rationnel ? Justifiez

Qu’appelle-t-on partie entiere d’un nombre réel = 7
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NOTE :

—

. Quand dit-on que A C R est dense dans R?

2. Soient E C Ret ACE.
(a) Quand dit-on que M € F est un majorant de A dans E 7

(b) Quand dit-on que le réel b est le minimum de A7

(¢) Quand dit-on que A est bornée ?

3. ] —o0; 3[ est-il majoré? a-t-il un maximum ? Justifiez.

S

. Quand dit-on que E C R vérifie la propriété de la borne supérieure ?

5. Quelle est la différence fondamentale entre Q et R?

6. On considere le systeme linéaire de n équations, a p inconnues et a coefficients dans K =R ou C :

a11x1 + a12x2 + ... + a1pTy = by

a1 + a2 + . .. + agpxy = by

(S) . ., avec a;; € K pour { i €[1; n]

jeltpl -
Ap1T1 + ap2T2 + ...+ appxy = by

(a)

(b)

(c)

)

(d) Donnez un exemple de systéme linéaire de trois équations et a deux inconnues

Donnez I'équation de la i-eme ligne L;

Quand dit-on que (S) est carré d’ordre n ?

Quand dit-on que (S) est homogene 7

(e) Quand dit-on que (S) est échelonné ?
(f) Donnez un exemple de systeéme linéaire échelonné de trois équations et & deux inconnues.

(g) Que peut-on dire sur le nombre de solutions d’un systéme linéaire quelconque ?

z +y —2z —t =0
7. Résoudre le systeme linéaire : y +z +t =0
z =2t =0
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NOTE :

-1 +1 -1

. Calculez le déterminant 2 —2 —2 | en développant par rapport a la deuxieme colonne (détaillez votre calcul).

-1 -1 1

r+y+2=0
On considere le systeme (S) ¢ 2z +y+ 2z = —1 . Le déterminant du systeme est
3r+y+z=3
a1+ by +ciz=my
On considere (S) ¢ agx 4 bay + c2z = mgy et on suppose que (S) admet une unique solution (z; y; z). Complétez :
as3x + b3y + c3z = m3

Quand dit-on qu’une suite est arithmétique de raison r € C?

Si (un)nen est une suite arithmétique de raison r € C,

(a) Proposez une expression simple de u,, en fonction de n, r et ug
n

(b) Proposez une expression simple de Z ug toujours en fonction de n, r et ug
k=0

Quand dit-on qu’une suite est géométrique de raison g € C?
Si (un)nen est une suite géométrique de raison g € C,
(a) Proposez une expression simple de u,, en fonction de n, ¢ et ug

n

(b) Proposez une expression simple de Z ug toujours en fonction de n, ¢ et ug quand :

k=0
e g=1
e g#1
n
Donnez une expression simple de Z k
k=1
n+r n n n
Complétez : (a) Zuk = Zuk + Z up (r € N*).  (b) ZUk+2 = Z U (C)Z(ukH —UE) = e
k=0 k=0 k=... k=0 k=... k=0

Factorisez : a’ — b7 =

Enoncez le triangle de Pascal

Enoncez la formule du binéme de Newton
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NOTE :

n n n

1. Complétez : (a) ﬁ Ugtrg = H ug, (b) H uzzl =" (c) H Aug = ... H Uk
k=0 k=.. k=0 % U =

k=0
2. Soit (uy,) une suite réelle. Quand dit-on que (uy,) :

(a) admet une limite finie [ € R?

(b) tend vers +oo?

(c) tend vers —oco?

3. Quand dit-on que deux suites sont de méme nature ?

4. Les suites définies par u, = n et v, = % sont-elles de méme nature ? Justifiez.

5. Donnez une suite extraite associée a (u,) telle que u, =n

6. La suite définie par u,, = (—1)" + 1 admet-elle une limite ? Justifiez

7. Quand dit-on qu’une suite réelle (uy,) est décroissante ?

8. Quand dit-on qu’une suite réelle (u,) est monotone ?

9. Complétez les assertions ci-dessous lorsque cela est necessaire.

(a) « Toute suite convergente et .....o..o..ocoooco... est bornée »

(b) « Toute suite bornée et ..o.ooceeoeiaamia... converge »

(c) « Toute suite croissante €t --...oceecceecmcaaos admet une limite [ € R »
(d) « Toute suite minorée et -.ooccecmveameeaan.. converge »

10. Quand dit-on que deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes ?

1

11. Montrer que les suites définies par a,, = —% et b, = ; sont adjacentes

12. De maniere générale, que peut-on dire de deux suites adjacentes (ay,) et (by)?
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NOTE :

1. Quand dit-on qu’une suite complexe (u,) converge vers A € C?

2. Déterminez la limite de u,, = 1 + %

3. Soit F un ensemble. Quand dit-on que * est une loi de composition interne sur E 7

4. Soit (F,*) un ensemble muni d’une loi de composition interne *. Quand dit-on que * est :

(a) associative?

(b) commutative ?

)
(c) admet un élément neutre e ?
)

(d) lorsque * admet un élément neutre E, quand dit-on que z admet un symétrique =’ ?

5. Quand dit-on que (G, %) est un groupe ?

6. Qu’appelle-t-on racine n-eme de I'unité ?

7. Donnez le nombre de racines n-emes de 'unité ainsi que leur expression

8. Donnez la forme exponentielle des racines 8-emes de I'unité, puis les placer sur le cercle trigonométrique

=l

Ne)

. Quand dit-on que f est un morphisme de groupes de (F, *) vers (G, A)?

10. Si F(F) représente I'ensemble des applications de E vers E, que peut-on dire (associativité, commutativité, neutre,
groupe) de la loi de composition o sur cet ensemble ?

11. (a) Quand dit-on que t est une translation de vecteur u ?

(b) Sit est la translation de vecteur W d’affixe b, donnez la forme de l'expression complexe de ¢ ...

12. (a) Quand dit-on que r est la rotation de centre Q et d’angle 67

(b) Si r est la rotation de centre ) d’affixe w et d’angle 6 € R, donnez la forme de I'expression complexe de r ...
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1. (a) Quand dit-on que h est 'homothétie de centre 2 et de rapport A?
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NOTE :

(b) Si h est 'homothétie de centre 2 d’affixe w et de rapport A € R*, donnez la forme de 1’expression complexe

de h

2. On note P le plan usuel et on considere une application f : P — P. Quand dit-on que f est :

(a) une isométrie ?

(b) une similitude ?

(¢) une similitude directe ?

3. Les transformations usuelles suivantes sont-elles des isométries, similitudes directes ?

(a) Symétrie orthogonale :

(b) Homothétie :

4. Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles. Quand dit-on que :

a) Uy ~ U7
(a)

(b) up = o(vy)?

(c) up =0(vy)?

5. Montrer que n + sin(n) ~ n

6. Donnez un équivalent simple des suites de terme généraux suivants. Justifiez.

a) In(1+1):

(
(b) \J1+L—1:

c 1—(:05( ):

e) arcsin (1) :

)

()

(d) sin (L) :
)
)

o nntDn+2)

(
( nd4+n24+n+1"

(2) VnZ+n+1:

7. Complétez :

(a) Siu,=0(v,) et lim v,=...

——+00
(b) Siup =o(vy,) et nllffoo Up =

(€) Up ~vp S uy=...+0(..).
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NOTE :

1. Complétez :
(a) transitivité so(up) = ... (b) multiplication par A € R : do(up) =......
(c) puissance @ € R : o(up)* =...... (d) somme co(up) = ...
2. Pour les deux suites ci-dessous, précisez a chaque fois laquelle est négligeable devant 'autre :

(a) up =a", a>1etv, =n!

(b) up, =nlet v, =n"

)
(¢) up, =n% a>1et v, =1In(n)
(d) u, =In(n)?, B> 0 et v, =n!

10 3 2
3. On considére les matrices A= [ -1 0], B=|1 0] et C = (g 1 ?)) Déterminez les matrices suivantes :
3 2 1 2
(a) 2A—B
(b) ‘A
(c) AC

4. Complétez : « On note A = (a;5) € My (K), B = (b;j) € M;p(K) et C = AB = (¢i5) € M. (K). Alors
Cij = Zalkb »
k=1

20 =3y +4z=1
r -y Hz=2
x —32=3

3y  +z=4

5. Ecrire matriciellement le systeme :

6. Soit A € M, (K). Quand dit-on que A est :
(a) symétrique?

(b) antisymétrique ?

7. Donnez un exemple de matrice carrée d’ordre 3 symétrique et un exemple de matrice carrée d’ordre 3 antisymétrique

8. On considere M,,(K) muni du produit matriciel, qui est une loi de composition interne. Enoncez les propriétés de
cette loi de composition interne.
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NOTE :
. Enoncez la formule du binéme de Newton
. Quand dit-on que A € M,,(K) est inversible ?
, . . . 1 1
Déterminez 'inverse de la matrice A = (0 1)
Pour A et B € M3(K), complétez :
(a) Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB) 1 =......... ; (b)det(AB) =..........
1 11
. Calculez le déterminant de A= |1 1 1 |. La matrice A est-elle inversible ?
1 11

Quand dit-on que f admet une limite L € R en x¢ ?

Pour f définie sur un ensemble D, quand dit-on que f est :
(a) continue en xy € D?

(b) continue a gauche en xy € D ?

Donnez un exemple de fonction f continue a droite en 0 et non continue a gauche en 0. f est-elle continue en 07

Justifiez.

Quand dit-on que f admet +oo pour limite en xg?

lir_sr_l Upy = ...

Complétez : "7t = I =b.
HPEREE i flx)=... n—rtoo f(un)

Enoncez un des deux théorémes d’encadrement au choix

Vral ou Faux?

(a) « Une fonction décroissante et minorée sur |0; 1[ admet une limite finie en 0 »

(b) « Une fonction monotone sur I =]0; 1] admet une limite en tout point de I »

)
(c) « Une fonction croissante et majorée sur I =]0; 1] admet une limite finie en 0 »
()

« Une fonction monotone est continue »
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NOTE :

FREN . P I 2_1
1. On considere la fonction f définie par f(x) = T .

(a) Quel est le domaine de définition D de la fonction f ? Justifiez.

(b) Justifiez la continuité de f sur D.

(¢c) Montrer que f admet un prolongement par continuité sur R que ’on précisera

2. On considére une fonction définie sur un intervalle I et une suite définie par ug € I et pour tout entier naturel n :
Unt1 = f(up). Rappelez :
(a) Les hypotheéses vues en cours sur f et I qui assurent la convergence de (uy,)

(b) comment obtenir les valeurs possibles de la limite ¢ de (uy,)

3. Que peut-on dire d’une fonction continue sur un intervalle I fermé borné?

4. On considere une fonction continue sur I = [a; b] et telle que f(a) < 0 et f(b) > 0. On note (ay) et (by) les deux
suites définies par la méthode de dichotomie et ’on pose : ag = a et by = b.

(a) Expliquer comment 'on définit a; et b;

(b) Que peut-on dire de la limite commune ¢ de ces deux suites ?

5. Enoncez le théoréme des valeurs intermédiaires.

6. Complétez : « Pour ¥ muni d’une loi de composition interne notée « + », et d’une loi de composition externe,
notée « . », on dit que (E,+,.) est un espace vectoriel lorsque :

(i) (E,+) est

(ii) Pour tous (7, 7) € E% et (\; p) € K2;

' N+ } (distributivité mixte) ;

(associativité mixte) ;

7. Soient (E,+,.) un espace vectoriel et F' C E. Quand dit-on que F' est un sous-espace vectoriel de E'?7 ...

8. Donnez une des deux caractérisations équivalentes d’un sous-espace vectoriel F' non vide de F

9. Montrer que I’ensemble F' des vecteurs de composantes ( :; ) tels que : x + 2y = 0, est un sous-espace vectoriel

de ’ensemble des vecteurs du plan
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NOTE :
x T
1. On note F = y| eR3/z+y+2=0p et F = y| €R3/z —y+2=0p. Montrez que F NG est une
z z

droite vectorielle.

2. Soient E un espace vectoriel F de loi de composition interne notée « + »et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E.

(a) Quappelle-t’on somme de F et G?

(b) F et G sont supplémentaires dans F ?

3. Donnez la caractérisation équivalente de £ = F & G

4. Soient F et F' deux espaces vectoriels et f : ' — F une application. Quand dit-on que f est une application
linéaire 7

5. Soit f : E— F une application linéaire. Qu’appelle-t-on :
(a) Noyau de f?

(b) Image de f7?

6. Complétez: (a) f est injective si et seulement si
(b) f est surjective si et seulement si

7. Soit lapplication : f : R? — R? définie par f <<§>> = <$>

X

(a) Montrez que f est linéaire

(b) Déterminez une famille génératrice de Ker(f)

(c) Déterminez une famille génératrice de Im(f)

(d) f est-elle injective ?Justifiez.
8. Qu’appelle-t-on :

(a) endomorphisme de E?
(b) automorphisme de E 7

9. On note L(FE) I'ensemble des endomorphismes de E. Rappelez les propriétés algébriques satisfaites par £(F) muni
de sa loi de composition interne « o »
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NOTE :

1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que £ = F & G.
(a) Qu’appelle-t-on projection p sur F' parallelement a G'?

(b) Qu’appelle-t-on symétrie s par rapport a F et parallelement a G 7

2. Donnez la caractérisation des projections et des symétries

3. Si 'on connailt I'expression d’une symétrie s et d’une projection p, comment détermine-t-on les éléments ca-
ractéristiques de chacune ?

4. Soient f et g deux fonctions réelles. Quand dit-on que :
(@) fr~ag?

(b) f=o0alg)?

(c) f=0a(g)?

5. Proposez un équivalent en 0 de 2 — 322, puis montrez en expliquant votre démarche qu’il s’agit bien d’un équivalent

6. Nous avons vu en cours qu’il y avait au moins deux opérations usuelles qu’il ne fallait surtout pas faire pour
déterminer des équivalents de fonctions. Pouvez-vous citer lesquelles ?

7. Déterminez un équivalent simple, puis la limite, aux points proposés des fonctions suivantes. Justifiez.

(a) aurctzn(a:)7 a=0

(b) arctan(x)

T

, @ = 400

(€) Va+1— i a=+o

(d) In(z),a=1

8. Comparez les fonctions suivantes au voisisnage du point proposé :
(a) f(z) =z, g(z) =In(2)?, a = +o0
(b) f(z) =z, g(a) =In(z)*,a =0

(c) f(z) =e", g(z) = 35, a = —0
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On note F un K espace vectoriel.
1. Soit F = (ui,u, ..., u,) une famille de p vecteurs (p € N*). Quand dit-on que :
(a) F est lie?
(b) F est libre?
1 1 -1
2. Déterminez si F = -4 ), -1 |, -5 est libre ou liée.
-1 1 -5
3. Quand dit-on que B = (17{, .. ,17{,), (p € N*), est une base de E'?

10.

11.

12.

. Enoncez la caractérisation d'une base B = (uf, ..., u;) de E.

. Quand dit-on que F est de dimension finie ?

Qu’appelle-t-on dimension d’un espace vectoriel £ de dimension finie ?

Donnez la base canonique de Kb et précisez sa dimension

Donnez la base canonique de Ms(K) et précisez sa dimension

Soit F = (17{ ey 17;) une famille de vecteurs de F de dimension finie n.

(a) Si F est libre, alors

(b) Si F est génératrice, alors

Enoncez le théoréme de la base incomplete

Enoncez la formule de Grassman

Enoncez la caractérisation de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et G de E de dimension finie
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. Quand dit-on que f admet un développement limité en xy a 'ordre n 7
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NOTE :

. Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f : F — F une application linéaire.

(a) Qu’appelle-t-on rang de f 7

(b) Enoncez le théoréme du rang

Les espace vectoriels K® et Ma3(K) sont-ils isomorphes ? Justifiez.

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
(a) Quand dit-on que f est une forme linéaire de E ? Donnez un exemple de forme linéaire de R®

(b) On note E = R3 et H = vect 11,11 . Montrer que H est un hyperplan et déterminer f € £L(R3)

telle que H = Ker(f)

Donnez le développement limité & I'ordre 2 en 1 de f(z) = 1+ x + 22 4+ 3

Donnez les déveleppements limité & ’ordre n des fonctions suivantes :

1
11—z
Donnez les développements limités a ’ordre 2n + 1 des fonctions suivantes :

et = In(1+2z) =

cos(z) = ‘ sin(z) = ‘ ch(z) =

Déterminer les développements limités a 'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

1
= = Vitz= arcsin(z) =

Déterminer le développement limité & 'ordre 2 en 0 de cos(e® — 1)
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NOTE :

1. Soit f une fonction telle qu’en 0 : f(z) = = — 1 + 323 + 0g(23). Donnez 'équation de la tangente & la courbe
représentative de f en 0 et précisez la position de cette derniere par rapport a sa tangente au voisinage de 0.......

z(t) =t
y(t) =t
(a) Montrez que le point de parametre 0 est singulier

2. On donne la courbe paramétrée : {

(b) On donne x(t) = t2 + 0p(t3) et y(t) = 2 + 3 + 09(t?). Déterminez un vecteur directeur de la tangente et
I’allure de la courbe paramétrée au voisinage du point de parametre 0

3. Qu’appelle-t-on matrice de la famille de vecteurs F = (uq,ug, ..., u,) dans la base B de E de dimension n.7 ......
1 1 0

4. On donne E =R3, F = 11,101, 1 . Donnez Matg(F)
1 0 0

5. Soit f: F — F, avec F de dimension p et F' de dimension n. Qu’appelle-t-on matrice de ’application linéaire f
dans les bases B et B'?

6. Qu’appelle-t-on application linéaire canoniquement associée a la matrice A € M, (K)?

7. Soient f et g deux endomorphismes de E. Complétez :

(a) Matg(f —g) = Matp(f)............ i (b) e = Matg(g)Matg(f).
1 2 2
8. On note B la base canonique et la base B = o], -1 ], -1 . Déterminez Pp/ g et PR ...
0 0 1

9. On donne B et B’ deux bases de F et x € E de vecteur colonne X dans B et X’ dans B’. Donnez une relation
entre X et X'

10. Enoncez les formules de changement de base pour une application linéaire f : E — F
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NOTE :

1. On pose : f <<‘;)> = (_?’jm—i—_yy). Pour A € K, calculer P(A\) = det(f — Aid) sous la forme la plus factorisée
possible

2. Quand dit-on que f est dérivable en xq ?

3. Quand dit-on que f est dérivable a droite en xg?

4. Enoncez le théoreme de Rolle

5. Enoncez ’égalité des accroissements finis

6. Quand dit-on que f est de classe C' sur un ensemble D ?

7. Précisez les inclusions entre les trois ensembles suivants : D(D), C1(D) et C°(D)

8. Donnez, sans justifier, un exemple de fonction dérivable en 0 mais qui n’est pas de classe C* en 0 ..o

sin(x)

9. Montrez que la fonction définie par f(x) = admet un prolongement de classe C' sur R

T

10. Enoncez I'inégalité des accroissements finis

11. Quand dit-on que f est n-fois dérivable sur un ensemble D 7

12. Quand dit-on que f est de classe C™ sur un ensemble D ?

13. Quand dit-on que f est de classe C*° sur un ensemble D ?

14. Enoncez la formule de Leibniz permettant de calculer la dérivée n-eme d’un produit de fonctions
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1.

10.

11.

12.

13.

. Déterminez les racines complexes de X% — 1

. Soient P € K[X] et a € K. Quand dit-on que « est racine de P d’ordre k € N*?

. Montrez que 1 est racine de P = X% — X3 —3X2 45X — 1 et précisez son ordre

Test de cours 30

NOTE :

Effectuez la division euclidienne de X* 4+ X2 +1 par X? + X +1

Enoncez la formule de Taylor

Quand dit-on que P € K[X] est irréductible dans K[X]?

Donnez un exemple de polynome irréductible dans R[X| mais qui n’est pas irréductible dans C[X] ...

Quand dit-on que P € K[X] est scindé dans K[.X]?

Enoncez le théoreme de d’Alembert-Gauss

On donne P = X* —2X3 4+ X 4 1.
(a) P est-il irréductible dans R[X]? Justifiez.

(b) Donnez la valeur de la somme de ses racines complexes.
Qu’appelle-t-on base canonique de K,,[X] 7 Précisez son nombre d’éléments

On donne ¢ : Ry[X] — Ry[X] définie par ¢(P) = XP'(X) — P(X + 1). On admet que ¢ est un endomorphisme.

Déterminez sa matrice dans la base canonique

Décomposez en produit de polynomes irréductibles X4 — 1 dans C[X] puis dans R[X]
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| Test de cours 31|

NOTE :

1. Calculer les intégrales suivantes :

1 1 V2/2 dx V2/2 de
30 gy b / e g / _— / :
<a)/oe v ) Jreetdee (o) J o et W s

(e) /0 e (f) /0 ltan(x)dm; (g) /1 “In(z) da (h) /0 1 arctan(z) dz ;

x2—|—1;

(i) /OlmCix; G) /Oﬁcosz(x)dx; (k) /Olsh(x)dx; (1) /:ln(x)dx.

T

2
d
2. Calculer 'intégrale : / Y _en justifiant et en faisant le changement de variable x = t.
1 TV
Lycée Pierre-Paul Riquet TSI-1
Nom : Prénom :
Test de cours 31
NOTE :
1. Calculer les intégrales suivantes :
1 1 V2/2 d V2/2 d
—3z —x2 XT T ax
a e *dx; b re ¥ dx; C ;o (d ;
@ [ o [ O e[ A
U gy 1 e 1
(e) / —; () / tan(z)dx;  (g) / In(z)dx; (h) / arctan(z) dz ;
o v2+1 0 1 0
1 T ) 1 e ln(x)
Q) / Vizzde: () / cos(x)dz; (k) / sh(z)dz; () / 29 g,
0 0 0 1
2 de
2. Calculer l'intégrale : / en justifiant et en faisant le changement de variable z = #2.
1 T + \/5
Lycée Pierre-Paul Riquet TSI-1
Nom : Prénom :

| Test de cours 31|

NOTE :

1. Calculer les intégrales suivantes :

1 1 V2/2 dx V2/2 zde
—3z 4 : b / _$2d : / ; d / ;
<a)/oe v (b)) Jraetde (0 o et W e

(e) /01 de () /01 tan(z)dz;  (g) /1e In(z)dz; (h) /01 arctan(z) dx ;

:E2+1;

(i) /O 1mdx; () /0 " cost(@)d: (K) /0 1sh(x)da:; 1) /1 @) o

T

dzx

T+

2
2. Calculer 'intégrale : / en justifiant et en faisant le changement de variable z = ¢2.
1



30. Devoirs maisons

305



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
lundi 20 Septembre Mathématiques TSI-1

Devoir a la maison n° 1.

/ Probleme
—Etude d’une famille de fonctions—

1
On considere la fonction définie par f,,(x) = W +myv —x2 — 2x + 3, ol m est un parametre réel
V—x? - 2x

strictement positif.
1. Déterminer le domaine de définition de f,,.

2. Justifier que f,, est dérivable sur un ensemble que l'on précisera, et montrer que sur cet ensemble :
(z+ 1)A(x)
fv/n('r) =

(—22 — 2z + 3)3/2’
précisera.

ol A est un polynéme de degré 2 dépendant d’un parametre réel m que 1'on

3. Résoudre 'équation : f; (z) = 0.
4. Dresser le tableau de variations de la fonction f} /4.

5. On suppose m > %. Dresser le tableau de variations de f,,, puis montrer que sur son domaine de définition,
fm atteint une valeur minimale dont on cherchera une expression simple.

a rendre le jeudi 30 Septembre
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Devoir a la maison n° 1.

, Probleme
~Etude d’une famille de fonctions—

+ my/—x? — 2z + 3, ol m est un parametre réel

1
On considere la fonction définie par f,,(z) = —————
V—z2-2x+3
strictement positif.
1. Déterminer le domaine de définition de f,,.
2. Justifier que f,, est dérivable sur un ensemble que ’on précisera, et montrer que sur cet ensemble :
(z+ 1)A(x)
fin(@) =

(—22 — 2z + 3)3/27
précisera.

ou A est un polynéme de degré 2 dépendant d’un parametre réel m que 'on

3. Résoudre ’équation : f] (z) = 0.
4. Dresser le tableau de variations de la fonction f; 4.

5. On suppose m > L. Dresser le tableau de variations de f,,,, puis montrer que sur son domaine de définition
1 ) )
fm atteint une valeur minimale dont on cherchera une expression simple.

a rendre le jeudi 30 Septembre
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CORRECTION DU DM 1.

Probleme :
1. Nous avons : Dy, = {]‘ eER/ -2 —2x+3> O}. On cherche donc le signe du trinéme. On calcule :
A =16 > 0, nous avons ainsi deux solutions simples : 21 = 1,22 = —3. De plus a = —1 < 0, donc le signe
du trinéme est donné par le diagramme suivant :

-3 1 T
- 0+0 - E
Ainsi : | Dy,, =] —3; 1[.
2. Nous avons fp,(z) = \/% + my/u(z). Puisque la fonction racine est dérivable sur RY et u(x) > 0 sur
. - ! (x —(z+1
Dy, ., par composition, g(z) = \/u(z) est dérivable sur Dy, , et : Vo € Dy, ,¢'(z) = #,()T) = %
D’autre part, \/u(z) # 0 sur Dy, , donc par quotient, la fonction h définie par h(z) = \/% est dérivable
ulx
sur Dy, et B (z) = 2"(7;’)(3/2) = (_m;_(;':i:)s)_.,/.z. Finalement, par somme, f,, est dérivable sur Dy, et :

x+1 —m(z +1)
(2 201392 " Vo —9a 43
(z+1)(m(—2* —2x+3) + 1)
(=22 — 2z + 3)3/2
(z+ 1)(ma? + 2mz — 3m + 1)
(—a2 — 22 + 3)3/2

Vz € Dy, fr(x) =-

Avec les notations de I’énoncé, nous avons : A(x) = mz? + 2mz + 1 — 3m, qui est bien un polynéme de
degré 2, puisque m est supposé non nul.

3. On résout dans un premier temps I’équation ma? 4+ 2ma —3m 41 = 0. Le discriminant de cette expression
vaut : A = (2m)? — 4m(—3m + 1) = 16m? — 4m = 4m(4m — 1). Le signe de discriminant selon les valeurs
de m est donné par le diagramme suivant :

m —00 0o 1 +00
4m - + +
4m—1 — - +
—m(3m + 4) + — +

On distingue ainsi les cas suivants :
e sime }0; ﬂ . Alors A < 0, et I'équation A(z) = 0 n’admet pas de solutions. Par conséquent, f (z) =

0Oer=-1:|5

[s=t1]

e Sim= %. Alors A = 0 et Péquation : A(z) = 0 admet une solution double zyp = —1. Par conséquent,
fl@)=0 ©ax=—-1louA(x)=0
Sr=-louzr=—1

Ainsi, .

e Sim > 1 Alors A > 0 et 'équation A(z) = 0 admet deux solutions distinctes :

—m —V4m2 —m 4m2 —m —m+V4dm? —m 14 Vam2 —m Par

= =—-1- ou Ty =
m m m m
conséquent, f/ (x)=0 < z=-1ouA(z)=0
Sr=—-louzxr=u1x ouzx=uzxs.

4. Pour m = %, le trinome A admet une racine double : xg = —1. Le signe du trinéme est donc donné par le

coefficient dominant qui est m et qui est strictement positif. Ainsi, Vo € Dy, , A(x) > 0. Le dénominateur
étant également strictement positif, le signe de f], est déterminé par le signe de z + 1. On en déduit le
tableau de variations :

r |3 1 1
fi4(2) - ¢ +
f1/a \ /
1

5. Sim > i, puisque m > 0, le signe du trinéme est donné par le diagramme suivant :

Z1 T2 x

+0-0+ A

Remarquant de plus, —3 < 1 < —1 < 23 < 1, nous en déduisons le tableau de signes pour f; (z) :

T —3 ;1 —1 x5 1
T+1 - -0+ ]+
A(z) +0—- | -0+
@ [ =00 -0+

Nous pouvons alors dresser le tableau de variations de f,, :

T —3 T -1 T 1
Mm@l =0 + ¢ - )+
1yom
N /
my mo

1
11 reste & évaluer : m; et mao. Nous avons : m) = ————- +my/—2? — 221 + 3. Or, A(x1) =0, c’est &
V=% =2z +3
1

dire : ma} + 2may + 1 — 3m = 0 & —af — 201 = =3 Par conséquent, —a — 2201 +3 =182 4 3= 1 On

en déduit : my = %Jrrm / % = 2y/m. Le lecteur attentif aura remarqué que I’on peut faire exactement le méme

1
m

raisonnement pour ms. Finalement :

fm atteint son minimum et z; et x9. La valeur de ce minimum est : 2y/m. ‘

* Kk Kk
FIN

* kX
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Devoir a la maison n° 2.

Probleme
~Etude d’une fonction—

On consideére la fonction définie sur R par f(z) = cos(m)eSi“2($), et on note C' sa courbe représentative.

1.

Expliquez pourquoi il est possible de restreindre I’étude & [0; 7).

2. Montrer que f est dérivable sur [0; 7], et calculer f'(x). En déduire une équation de la tangente en % & C.

2
(a) Résoudre I'équation : cos?(z) = 1, puis I'inéquation cos?(z) > 1.
(b) En déduire le tableau de variations de f sur [0; 7] (on fera apparaitre 7).
Tracer C, puis la courbe représentative de |f| sur la méme figure.

Exercice

—Un calcul de cos (2?”)—

1. Montrer que : sin(50) = 16sin®(6) — 20sin®(#) + 5sin(6).

2. Résoudre I’équation : 16z* — 2022 + 5 = 0.
2 -1
3. En déduire la valeur de sin (%), puis montrer que : cos <57T> = \/54 .
a rendre le lundi 11 Octobre
Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
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Devoir a la maison n° 2.

~ Probleme
—Etude d’une fonction—

On considere la fonction définie sur R par f(z) = cos(x)eSiHQ(‘”), et on note C' sa courbe représentative.

1. Expliquez pourquoi il est possible de restreindre 1’étude a [0; =].

2. Montrer que f est dérivable sur [0; 7], et calculer f'(x). En déduire une équation de la tangente en 7 a C.

a) Résoudre I'équation : cos?(z) = 1, puis 'inéquation cos?(z) > 1.
2 2
(b) En déduire le tableau de variations de f sur [0; 7] (on fera apparaitre %).

Tracer C, puis la courbe représentative de |f| sur la méme figure.

Exercice

~Un calcul de cos (%’T)f

. Montrer que : sin(50) = 16sin®(#) — 20sin>(0) 4 5sin(6).
. Résoudre I’équation : 16z* — 2022 + 5 = 0.

2 5—1
En déduire la valeur de sin (Z), puis montrer que : cos <;> V5 T

a rendre le lundi 11 Octobre
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CORRECTION DU DM 2.

Probleme :

1. e D’une part, f est 2m-périodique. En effet :
f(z+2m)) = cos(x + 2m)esin’ (@+2m)
= cos(x)e"i“2(l) car cos(z + 2m) = cos(x) etsin(z + 27) = sin(x)
= f(=@)
Ainsi, il suffit de restreindre I’étude de la fonction & un intervalle de longueur [77r; 7!‘]. On en déduira
la courbe représentative sur R en translatant la courbe représentative obtenue sur [—m; ).
e D’autre part, la fonction f est paire. En effet : f(—z) = cos(fx)est(’I)
= cos(x)eSi“2(”:) car cos(—x) = cos(x)
= cos(:v)e(_“i“(“”))2 car sin(—z) = —sin(z)
= cos(z)esn* (@) car (—X)2 = X2.
11 suffit donc d’étudier la fonction sur [0; 7]. On obtiendra alors la courbe représentative de la fonction
sur [~ :; 7] par une symétrie par rapport a I'axe des ordonndées.

2. Puisque sin est dérivable sur R, par produit, sin? est dérivable sur R. Par composition 2 esin®(@) gt

dérivable sur R. Enfin, la fonction cos étant dérivable sur R, la fonction f est finalement dérivable sur R.
Pour z € R, nous avons : f(z) = u(x)v(x), avec u(z) = cos(z) et v(z) = esin*(@) | Alors u'(z) = —sin(x),
o/ (z) = 2sin(z) cos(z)es* @) et pour tout réel z : f'(z) = u'(z)v(z) + u(z)v' (z)

=— SiIl((L')(iSinQ(z) +2cos?(z) sin(w)eSi“Q(’”)

in2(a 1
= 2sin(a)es* @ <7§ + cos2(x))

On en déduit : f’ (%) = —e. Puisque : f (%) = 0, I’ équation réduite de la tangente en 7 est donc :

3. (a) Nous avons : cos?(z) =

ol
o
=}
*

o
~
5]
N
|

& cos(x) — g =0ou cos(z) + % =0
& cos(x) = g ou cos(z) = %2
& cos(z) = cos (T) ou cos(z) = cos (%7’)
cr=7I2rour=-= [27] oux = F 27] ou x = —3F [27].
- ™ ™ 3 3
Ainsi, | S = {Z [27]; - [27]; T [271'],71 [271']} .
De la méme facon, nous avons : cos?(z) > 3 < (cos(w) - ﬁ) (cos(af) + g) >0

cos(z) — % >0 cos(z) — % <0
cos(z) + Y2 >0 o cos(z) + Y2 <0
os(z 2 os(x 5
o) cos(x) > ?ﬁ ou (2) cos(x) < ?ﬁ
cos(z) > =% cos(z) < =%
Les solutions du systéme (1) s’obtiennent & l'aide du cercle trigonométrique



Su=] 5[ 2]

De méme, les solutions du systéme (1) s’obtiennent & l’aide du cercle trigonométrique

+

Finalement,

5251U52::|

S U
474

47 4

(b) Pour obtenir les variations sur [0; 7], on étudie le signe de f’. L’exponentielle étant toujours positive,
et puisque sin(z) > 0 sur [0; 7], d’aprés 'expression obtenue en 2., f” est du signe de cos?(z) — % Or,

s

pour z € [0; 7, cos?(z) — 3 > 0« cos?(z) > 3 < x € [0; T[U]2E; x]. On en déduit alors le tableau

de variations :

i i bl s
J@b + 0 - - — 0 + 0




Exercice :

1. D’apres la formule de De Moivre : .

cos(bx) +isin(bxr) = (cos(z) +isin(z))”

= cos’(z) + 5cos*(z)isin(z)

+5 COS( ) (i sin(x ) + (isin(z))®
= cos®(z) + 5i cos () sin(z) — 10 0053(90 s1112(av)
—10i cos? () sin® (x ) + 5cos (x) sin(z) + 4 sin®(z)
= (cos®(z) — 10 cos®(z) sin’(x) +500§(z) in’(z))
+i (5 cos* (z) sin(z) — 10 cos?(z) sin®(z) + sin®(z)) .

En identifiant les parties imaginaires, nous obtenons alors :

) + 10 cos®(z) (i sin(x))? + 10 cos?(x) (i sin(z))*
x

sin(5z) = 5cos’(x) sin(r) — 10 cos?(x) sin®(z) + sm5( )

=5(1 — sin (L)) sin(.L) —10(1 — sin (.L)) sin®(2) + sin®(z)

= 5(1 — 2sin’(z) + sin*(z)) sin(z) — 10(>1n (x) — sin (L)) + sin® ()
= 5sin(z) — 10sin®(z) + 5sin’(z) — 10sin®(z) 4 10sin® (z) + sin®(z)
:‘ 16sin® () — 20sin®(x) + 5sin(z). ‘

UTU‘

2. Onpose X = 22, on se ramene alors a I'équation : 16X2—20X +5 = 0. On calcule le discriminant A = 400—
320 = 80 >. Nous avons alors deux solutions réelles distinctes : X; = % ;o Xy = %

_5=V5 _ 5+V6
-8 -8

Ainsi : 162* =202 +5=0 <22 = 5’8‘/‘;’ ou z? = 5+ 5
eg= \/5}\/5 \/ V5+V5 _ 7\/5+\/5_
2v2

ouxr= ou = ou =
22 22

Finalement, | S = {\/5_\/5' —\/5_\/5' \/5+\/5. \/5+\/S}-

W2 22 22 22

3. En prenant # = T dans l'expression trouvée au 1., nous obtenons :
5

0 = sin(m) = sin (55) = 165sin” (7) — 20sin® (g) + 5sin (g) .

Par conséquent : sin(%) (16b1n (—) — 20sin? (g) + 5) =0.

Puisque sin (%) > 0, nous avons donc la relation :

16 sin® (%) — 20sin? (g) 15=0,

c’est & dire que sin (Z) est solution de I'équation : 1624 — 2022 +5 = 0. Cette derniere a été précédemment
résolue. sin (%) correspond donc & l'une de ces expressions avec radicaux. Puisque sin (%) > 0, il ne

: rse . A=V Vo+vE
reste que deux possibilités : v 0.59 ou Vo

~ 0.95. Pour trancher, on utilise ’encadrement

0 < £ < %, ce qui donne, la fonction sinus étant strictement croissante sur [0:, ﬂ 0<E< g ~ 0.71.
Par conséquent :

o -5
sm(g):%.

La relation : cos(2z) = 1—2 cos?(z) donne par ailleurs : cos (2£) =

cos(l”):ﬁ*.

* Kk k
FIN

* kK

Finalement :
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Devoir a la maison n° 3.

Probleme
—Inégalités géométriques—

On considere un nombre complexe z de module 1.
1. Montrer, & laide des inégalités triangulaires, que : |z + 1| + |z — 1| > 2, et étudier le cas d’égalité.
2. On pose dans cette question : t = |1 — z|.
(a) Toujours & 'aide des inégalités triangulaires, montrer que 0 < ¢ < 2.
(b) Montrer que : |z + 1% + |z — 1|?> = 4. En déduire une expression simple de |z + 1| en fonction de ¢.

(¢) On consideére la fonction définie sur [0; 2] par : f(t) = t + v4 — t2. Montrer que f est dérivable sur un
ensemble que 'on précisera, puis calculer f’(t) sur cet ensemble.

(d) Pour ¢t € [0; 2], résoudre 'inéquation : V4 — t2 < t, et en déduire le tableau de variations de f sur [0; 2].
(e) En déduire inégalité : |1 + z| + |1 — 2| < 2V/2.
(f) Pour quelle(s) valeur(s) de z a-t-on I’égalité : |1 + z| + |1 — 2| = 2v/2?

3. Interpréter géométriquement les deux inégalités précédentes.

a rendre le lundi 8 Novembre
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Devoir a la maison n° 3.

Probleme
—Inégalités géométriques—

On considere un nombre complexe z de module 1.
1. Montrer, & 'aide des inégalités triangulaires, que : |z + 1| + |z — 1| > 2, et étudier le cas d’égalité.
2. On pose dans cette question : ¢t = |1 — z|.
(a) Toujours a l’aide des inégalités triangulaires, montrer que 0 < ¢ < 2.
(b) Montrer que : |z + 1% + |z — 1|?> = 4. En déduire une expression simple de |z + 1| en fonction de ¢.

(¢) On considere la fonction définie sur [0; 2] par : f(t) = t + v4 — t2. Montrer que f est dérivable sur un
ensemble que 'on précisera, puis calculer f’(t) sur cet ensemble.

(d) Pour ¢ € [0; 2], résoudre l'inéquation : v4 — ¢2 < ¢, et en déduire le tableau de variations de f sur [0; 2].
(e) En déduire I'inégalité : |1+ z| + |1 — 2| < 2V/2.
(f) Pour quelle(s) valeur(s) de z a-t-on 1’égalité : |1 + 2| + |1 — 2| = 2¢/27

3. Interpréter géométriquement les deux inégalités précédentes.

a rendre le lundi 8 Novembre
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CORRECTION DU DM 3.

Probléeme :

1.

2.

D’apres les inégalité triangulaires, [(z+ 1)+ (z — 1)] < [z + 1| + ]2 — 1|. Ainsi : [z + 1|+ |z — 1| > |2z].
Enfin : |22 = 2|2| = 2 car |2| = 1. Finalement : ||z + 1| + [z — 1| > 2.

cas d’égalité : Pour z — 1 et z + 1 non nuls, d’apres le cas d’égalité pour les inégalités triangulaires :

|z+1]+]z—1] =2 < 3\ € Ry tel que z+1 = A(z—1). Ceci est équivalent & { i; fj . En particulier
z € R. De plus |z| = 1. Nous n’avons donc que deux possibilités :
— z =1, mais alors z — 1 = 0, ce qui est contraire aux hypotheses ;

z = —1, mais alors z + 1 = 0, ce qui est également contraire aux hypotheses.
Par conséquent, si une telle égalité est vérifiée, nous avons z —1 =0 z2=1ouz+1=0«< 2z = —1.
Réciproquement, si z = 1, nous avons |z 4+ 1| + [z — 1] = |2| + 0 = 2. De méme, si z = —1,nous avons

\z+1|+|z—1\:0+\—2|:2.Finalement:‘\z+1|+|z—1\:2@2:10uz:—1.‘

(a) Un module étant toujours positif : ¢ = |1 — z| > 0. D’autre part, d’apres les inégalités triangulaires,
t=|1—-z] <]l 4|~ z|. Comme [1] = 1 et | — z| = |z| = 1, nous en déduisons, t < 2. Finalement :

(b) Nous savons que |z +w|? = |z|> + 2Re(Zw) + |w|?. Par conséquent : |z + 1|2 = |z|> + 2Re(z) + 1 =
2 + 2Re(%), puisque |z| = 1. De méme : [z — 1|? = |z|? — 2Re(Z) + 1 = 2 — 2Re(Z), puisque |z| = 1.

En sommant, nous obtenons alors : ‘ |z + 1|2 + |z — 1\2 =4. ‘

Comme : |z—1| = |—(z—1)| = |1—z| = t, nous avons la relation : |z+1|2+t? = 4, donc, |2+1|> = 4—¢2.
Puisque t € [0; 2], 4 —t2 > 0. De plus [z + 1| > 0. Ainsi: [ = 1> =4 -2 & ||z + 1| = V4 — 2.

Pour ¢ €]0; 2[, 4 — t? est polynomiale donc dérivable et est strictement positive. Comme la fonction
racine carrée est dérivable sur RY , par composition, ¢ — v/4 — t2 est dérivable sur ]0; 2[. Finalement,
v avec u(t) = 4—t2.

2,/u(t)’

—
Ns))

par somme, ‘ f est dérivable sur 0; 2[. ‘ De plus, pour ¢ €]0; 2[, f'(t) =1+

Comme «’(t) = —2¢, on en déduit :

£ =1- gt
Vi
Puisque 4 — t2 > 0 pour ¢ € [0; 2], I'inéquation est définie quel que soit ¢ € [0; 2]. De plus ¢ > 0. Par
conséquent : V4 -2 <t & (Vi- tz)z <2
s4-t2<t?
S22 -4>0
St2-2>0

Les racines du trinéme précédent sont ++/2. Puisque a = 1 > 0, le trinéme est strictement positif &

=
=

lextérieur des racines. Finalement : | S =]v/2; 2[.

Puisque la racine d'un nombre est strictement positive, f/(t) est du signe du numérateur. Or v4 — 2 —
t>0& Vi—12 >t et €]V/2; 2, daprés 2.(d). On en déduit le tableau de variations de f sur
10; 2[ -

t 0 V2 2
1) + 0 -

2v/2
f / \
2 2

(e) D’apres le tableau de variations, f admet un maximum en ¢y = V2 égal & 2v/2. On en déduit :
f(t) <22 Enfin, |2+ 1| = V4 — 2 et |z — 1| = t, avec t € [0; 2]. Par conséquent, pour ¢ € [0; 2],

|z 41| + |z — 1| = £(t). Or f(t) < 2v/2 pour t € [0; 2]. Ainsi : ||z + 1] + |2 — 1| < 2V2.

(f) D’apres la question précédente,|z+ 1|4z —1| = 2¢/2 & t = |1 — 2| = v/2. On pose z = a+ib. Puisque
|2]? = 1, nous avons : a>+b? = 1. De plus [1—z|?> = 2. Or [1—z|?> = |(1—a)+ib|> = (1—a)?+b>. Ainsi,
a+? =1
(1—a)?+b*=2
(1-a)?+1-a?>=2.0r (1-a)?> =1-2a+a? Ainsi: (1-a)®’+1-a®> =24 —2a+2=0<a=0.
Donc b> = 1—a? = 1 ce qui donne b = 1 ou b = —1. Donc, si une telle inégalité est vérifiée, forcément :
2 = =+i. Réciproquement, on vérifie que |14i|+|1—i| = 2v/2, ce qui prouve que 'égalité est bien vérifiée

a et b vérifient les relations : D’aprés la premiére relation : b = 1 — a2, donc

pour z =i ou z = —i. Conclusion : ‘ une telle égalité est vérifiée si et seulement si z =i ou z = —i. ‘

3. On note A le point d’affixe 1, B le point d’affixe —1, C' le point d’affixe i, C’ le point d’affixe —i et M le

point d’affixe z. Puisque |z| = 1, M est situé sur le cercle trigonométrique. Géométriquement, |z—1| = AM
et |z + 1| = BM. Ainsi : [z — 1| 4+ |z 4+ 1| = AM + BM. Les deux inégalités précédentes s’interprétent
géométriquement comme ceci : c

Vi

o4

Lorsque M parcoure le cercle trigonométrique, nous avons toujours : 2 < AM + BM < 2v/2. De plus, la
valeur minimale de cette longueur est atteinte lorsque M est en A ou en B (triangle ABM plat), et la
valeur maximale de cette longueur est atteinte lorsque M est en C' ou en C’ (triangle ABM isocele).

* Kk
FIN
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Lundi 8 Novembre Mathématiques TSI-1

Devoir a la maison n° 4.

Probleme
—Propriétés géométriques du triangle—

On considere un triangle équilatéral direct ABC tel que AB = 2 et M un point du plan. On note M; le symétrique
de M par rapport a la droite (AB), Ms le symétrique de M par rapport & la droite (BC) et M3 le symétrique de M
par rapport a la droite (AC).

1. On suppose dans cette question que M est situé sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
(a) Faire une figure.

(b) Que peut-on conjecturer sur les points My, Ms et Ms?
2.7

).

_>
2. On note dorénavant O le milieu de [AB], i = OB et on se place dans le repere orthonormé direct R = (O;
On considére maintenant M un point quelconque du plan. On note (a; b) ses coordonnées dans R.

)

(a) Déterminer les coordonnées dans R des points : A, B, C, M.

(b) Déterminer une équation cartésienne de (BC') et montrer qu’une équation cartésienne de la perpendiculaire
a4 (BC) passant par M est : —x 4+ /3y +a —/3b = 0.

(¢) En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de M sur BC, noté Hs, puis les coordonnées de My.

(d) Déterminer les coordonnées du centre du cercle circonscrit puis une équation cartésienne du cercle circonscrit
(Rappel : dans un triangle équilatéral, le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit sont égaux).

(e) On donne les coordonnées de Msj : (_a+‘2/§b_3; \/§a+2b+\/§). Calculer det (MlMg, M2M3). En déduire la

propriété suivante : My, Ma, M3 alignés < M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC'.

a rendre le Jeudi 18 Novembre
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Lundi 8 Novembre Mathématiques TSI-1

Devoir a la maison n° 4.

Probleme
—Propriétés géométriques du triangle—

On considere un triangle équilatéral direct ABC tel que AB = 2 et M un point du plan. On note M; le symétrique
de M par rapport & la droite (AB), Ms le symétrique de M par rapport & la droite (BC) et M3 le symétrique de M
par rapport a la droite (AC).

1. On suppose dans cette question que M est situé sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
(a) Faire une figure.

(b) Que peut-on conjecturer sur les points My, Ms et Mz ?
- =
v, J

).

%
2. On note dorénavant O le milieude [AB], i = O? et on se place dans le repere orthonormé direct R = (O;
On considére maintenant M un point quelconque du plan. On note (a; b) ses coordonnées dans R.

)

(a) Déterminer les coordonnées dans R des points : A, B, C, M.

(b) Déterminer une équation cartésienne de (BC) et montrer qu’une équation cartésienne de la perpendiculaire
A (BC) passant par M est : —x + /3y +a — /3b= 0.

(c¢) En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de M sur BC, noté Hs, puis les coordonnées de M.

(d) Déterminer les coordonnées du centre du cercle circonscrit puis une équation cartésienne du cercle circonscrit
(Rappel : dans un triangle équilatéral, le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit sont égaux).

(e) On donne les coordonnées de M3 : (7‘”‘2/%*3; ‘/E‘HQH‘B). Calculer det (MlMg, M2M3). En déduire la

propriété suivante : My, My, M3 alignés < M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

a rendre le Jeudi 18 Novembre




Lycée Pierre-Paul RIQUET
Lundi 8 Novembre

Année 2010-2011
Mathématiques TSI-1

CORRECTION DU DM 4.

Probleme :
1.
(a)
(b) Les points My, My et M3 semblent alignés. \
\
2. (a) e R étant orthonormé direct, nous avons : | B(1,0) |
e Le point O est l'origine du repere, donc O(0; 0). De plus O est le milieu de [AB], ce qui donne,
zatl = —
notant A(z4; ya), les relations : ¢, %o 0 o T ! . Ainsi: | A 0) |
4= =0 ya =0
o Le triangle ABC est équilatéral, donc C' appartient a la médiatrice de [AC], ce qui prouve que
(OC) est perpendiculaire & (AB). Par conséquent : 7 et OC sont colinéaires. Ainsi : C(0; ye).
Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Pythagore, nous avons : OC% +0A? = BC? = 4, ABC étant
équilatéral. Or, OC? = y2 et OA? = 22 +y? = 1, ainsi y2 = 3 & yc = +1. Enfin, ABC étant
équilatéral direct, nous navons forcément : y. > 0. Finalement : | C( \/3) R
e On note H; le projeté orthogonal de M sur (AB). Nous avons bien évidemment : H;(a; 0). Puisque
H est le milien de [MM], notant M (z; y), nous avons les relations : 3¢ = a & z = a et
% =04y = —b. Ainsi
(b) e Equation cartésienne de (BC

) :
Pour N(z; y), nous avons:l?—C'>( 71/?—) ),etB—>M< w;l ) De plus, (BC) = {N € 'P/det(l?dﬁ) =
0}.Or:det(ﬁ,ﬁ):‘ 71/3 =y+3z— 3.

z—1
Une équation cartésienne de (BC) est donc : v3z +y — /3 = 0. ‘

Equation cartésienne de la perpendiculaire & (BC) passant par M :

On note A cette droite. Pour N(z; y), nous avons : B?( 71/§ >, et ZWNZ < z:z > De plus,
A = {N € P/BC.MN) = 0}. Or : BC.MN = ( _\é)( z:z > =2 —a—By+V3bh

‘ Une équation cartésienne de A est donc : —x + v/3y +a — v/3b = 0. ‘

(c) e Les coordonnées de Ho sont solutions du systéme :
V3r+y=v3 Ly N V3r—y=+V3 I
—z+V3y=—a+V3b Ly dy=—V3a+3b+V3 Ly« Li++3L,

. — —V3a+3b+3
el Y= 1

. —a+V/3b43

T= .

Ainsi : ‘ H, (w M)
. 4 ) 1 .

e Puisque Hj est le milieu de [M M], les coordonnées (z;y) de M, vérifient les relations :

a—+3b+3 _ z+a = —a=V3b+3
T =3 z= 2
—VBa+3b+V3 _ ytb y = =YGatbiVs
1 =5 y= 2

Ainsi : ‘ My (7’“"?“3; 7—\/%;1&\/5)'

(d) On note G(z¢; ya) le centre su cercle circonscrit. D’apres le Rappel, G est le centre de gravité du

3
triangle ABC. Ainsi : 2¢ = =25+ = 0 et yg = (HBM = é Par conséquent | G (0; %) .

2
Le rayon R du cercle circonscrit vérifie par ailleurs la relation : R = GB = \/12 + (%“) =

V12 2v3 4 : 4 ; : 2 vz)? 2v3)2
¥3= = =¢=. Une équation cartésienne du cercle circonscrit est donc : z° + (y — %5 ) = (=) &

w2+<y—£> :‘é.

3 3

: —3a—V/3b+3 . —— ( V3b—3 oo
(e) Nous avons M; M, ( 7\/&{3“\/5 > De méme : My Ms ( V3a ) Ainsi :

“30-v3
3 2‘3b+3 V3b—3

—\/EagsbJr\/E V3a

=1 ((-3v/3a® — 3ab+ 3v/3a) — (V3b— 3)(—V3a + 3b+ V/3))

= 1 (-3V30® ~ 35 + 330+ 3t — 3V/3V — 36 — 35/Fa+ 9b + 3/3)

1

=15 (~3v3a> = 3V3K® + 6b + 3V3)

Finalement : My, My, M3 alignés < det(My M, MoMs) =0

& —3v3a? — 3302 + 6b+3v3 =0

© 3v3a? +3v3b? — 6b =33

sa?+ v - ;iﬁb =1

s a?+b? - % =1
2 2

et (- B) - (B) =1
2

ﬁaz-&-(b—@) =1+1

2
& a2+<bfé> :%

det(M; My, Mo M)

+

3

Par conséquent, d’apres la question précédente :

M, My, M3 alignés si et seulement si M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC'.

Nous avons ainsi prouvé notre conjecture du 1. (ainsi que sa réciproque).

* kK
FIN
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Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Lundi 22 Novembre Mathématiques TSI-1

Devoir a la maison n° 5.

Probleme

—D’apres EPITA 2005-
Dans ce probleme, le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O; @, j
On considere dans ce contexte :
— Le cercle C' de centre Q(8; 0) et de rayon R = 8;
— La droite D d’équation x = 2;
— Une droite D; passant par lorigine, d’équation y = tx ou ¢t désigne une parametre réel.
Dans la suite, on représentera sur une méme figure les résultats obtenus au fil des questions. Cette figure fera apparaitre
seulement le demi-plan x > 0 et elle sera construite avec soin sur une feuille séparée en choisissant (approximativement)
pour unité lem.

).

)

1. Introduction.
(a) Déterminer une équation cartésienne du cercle C.

(b) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de C' et D.
On notera A et B ces deux points en supposant que A est celui d’ordonnée positive.
Représenter sur la figure le cercle C, la droite D et les points A et B.

(c) Déterminer les coordonnées de P(t) point d’intersection de D et D;.
Déterminer les coordonnées de Q(t) point d’intersection (distinct de O) de C et Ds.

(d) En déduire les coordonnées du milieu du segment de [P(¢)Q(t)].
Déterminer les valeurs du parametre ¢ pour lesquelles ce milieu est égal & A ou B.

On se propose maintenant d’étudier la courbe paramétrée : ' : ¢ — M (¢) définie par :

2+
241

GRS

x(t) y(t) - t2 +1

2. Etude des variations des fonctions z et Y.
(a) Comparer z(—t) et z(t), y(—t) et y(¢).
Qu’en déduit-on géométriquement pour la courbe I'?
(b) Etudier les limites de z(t) et y(t) quand ¢ tend vers +oo. Qu’en déduit-on pour les branches infinies de la
courbe I'?

(c) Calculer 2/(t) et y'(t) et étudier le signe de ces fonctions. En déduire les coorodnnées des points U et V' ou
la tangente est horizontale.
On notera U et V ces deux points en supposant que U est celui d’ordonnée positive.
En déduire les coordonnées du point I ou la tangente est verticale.

(d) Dresser un tableau de variations commun aux fonctions z et y pour t > 0.

3. Construction de la fonction I'.
(a) Représenter les points I, U, V, leurs tangentes et la branche infinie de I" sur la figure.
(b) Tracer avec soin la courbe représentative de I" sur la figure.

4. Conditions d’alignement de trois points de la courbe T'.

On considere B le point de la courbe de parametre 1, M le point de la courbe de parametre t et N le point de

la courbe de parametre t'. On suppose B, M, N deux & deux distincts. Le but est de déterminer la valeur de ¢

pour laquelle B, M, N sont alignés.

(a) Factoriser : #3 — 5t + 9t — 5 = 0, puis z(¢) — 5 et y(¢) — 5. En déduire B, M, N alignés si et seulement si :
(t+ )% —4t' +5)= (' +1)(t> — 4t +5) (1).

(b) En développant, puis factorisant par ¢t — ¢, montrer que (1) est équivalent & : tt' +t+¢ = 9. En déduire une
expression de ¢’ en fonction de ¢ lorsque B, M, N sont alignés.

a rendre le Lundi 6 Décembre



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
Lundi 22 Novembre Mathématiques TSI-1

CORRECTION DU DM 5.

Probléme :

1. Introduction.

a) Le cercle C a pour équation (z — ‘+y: , soit | 2% 4+ y* — 162 = 0.
L le C é i 8)2 2 =64 2 2 — 16, 0

(b) Les points d’intersection de C et D sont solutions du systéme :

{w2+y2716w:0 22492 -32=0
&
=2 =
2
y? =28
< T =2
@{ gi\2/28:2\ﬁ ou{ Zi;v2 =27

Les points d’intersection de C et D sont donc : | A(2,2V/7) | et B(2, —2/7).
(Voir la figure compléte en fin de corrigé)

(c) P(t) a pour coordonnées A

Les coordonnées des points d’intersection de D; et C sont solutions du systéme :

{m2+y2716m:0 22 + (tz)? — 162 =0
S
y=tr y=1tlx
. 2y, _ _
o z((14+t*)zr—16) =0
y =tz
_ 2\, 16 —
o z=0 on (1+t*)2—-16=0
y=1tr y =1tz
= =35 carl + 2 #0
@{x Oouﬁ{% 11+6%2ca1+ #
y=0 = 12
16 16t
Ainsi, Q (t) a pour coordonnées (m, m) .

249 t({t*+9
(d) Lemilieude P (t) et Q (t) a pour coordonnées la demi-somme des coordonnées, soit ( ha u)

2+1 241
Ce milieu est égal & A (resp. B) si et seulement si P(t) = Q(t) = A (resp. B). Cela équivaut a
el

2. Etude des variations des fonctions z et Y.

(a) La courbe I' est définie sur R tout entier.
Par parité de la fonction ¢ — 2, il est clair que ‘ T est paire et y est impaire ‘

On en déduit que

la courbe I' est symétrique par rapport a l'axe des abscisses ‘ Par conséquent, on
peut se contenter de ’étudier pour les valeurs positives de t.

(b) Quand t — +o00, on a z(t) — 1 et y(t) — +oo.

On en déduit que ‘ la courbe admet la droite © = 1 comme asymptote ‘

(c) Par quotient, x et y sont dérivables sur R et pour tout t € R :
AP+ 1) — (12 +9)2t COB2(12 4 1) — (83 + 9t)2t

a'(t) GESIE 'ty = (2 +1)2
—16t _ t*— 6249
=@ RCER
(t*—3)?

= (f2 )2 (identité remarquable)

o Puisque (#2 4 1)2) et (t2 — 3)? sont toujours positifs, nous voyons que : '(t) est du signe de —16t,
donc toujours négatif pour ¢ > 0, et y/(t) est toujours positif.

o Nous avons y/(t) = 0 & t = /3. Or, pour ces deux valeurs de t, nous avons @'(t) # 0, donc

0635

la tangente est horizontale. Par conséquent, les points & tangente horizontale sont | U(

Nous avons 2/(t) = 0 < ¢t = 0. De plus y/(0) # 0, donc la tangente est verticale au point de
parameétre 0, ¢’ est & dire : | I(

N=)

t 0 +00
B0 + —4/3 + 0

9\

\ :

Yyt P + V3 o+ 1

/ 3\/§/+oo

(d) o

3. Construction de la courbe I'.
Voir la représentation des points I,U et V et de la courbe I en fin de corrigé.

4. Conditions d’alignements de trois points de la courbe T'.

(a) Nous remarquons que 1 est solution évidente. Pour poursuivre la factorisation, nous effectuons une
division euclidienne :

3 512 49t 5| t —1
B —t? t2 —4t +5
—4t2 49t -5
—4t? 4t
0 5t -5
5t —5
0 0

Ainsi:‘t375t2+9t75:(tfl)(t274t+5).‘

Nous avons :

t2+9—5(t2+1) 3+ 9t —5(t2 +1)

z(t) =5 =—pi1 y(t)—5 = roa)
2 -1 —5t249t—5
—4— [ D L
241 241
B 74(t71)(t+1) | =1 -4t +5)
- 2+1 B 2+1
= x(t)—5 z(t') =5
BM (_}y(t) 5 ) et B_J\}( y(t') -5 ) Par conséquent :
det(BM,BN) =0 & (a(t) - 5)(y(t') — 5) — (a(t) - B0 -5 =
< (2(t) = 5)(y(t') — 5) = (x(t') — 5)(y(t) — 5) ‘
—A(t = 1)+ D) — D(E2 =4 +5) A — D) + 1)t~ 1)t — 4+ 5)
(B +1)#2+1) (t? + 1)(1&2 +1)

DE? =4t +5) =@t - DE + ) + 1)t — 4t +5)
5) = (# + 1)(t? — 4t + 5) car B, M, N deux & deux distincts

[



Ainsi, ‘ B, M, N alignés si et seulement si (¢ +1)(t> —4t' +5) = (¢ + 1)(t> — 4t +5). ‘

(b) D’apres précédemment :

B, M, N alignés < (t+1)(#"? —4t' +5) = (¢’ + 1)(t> — 4t + 5)
S UM+ 5+t — A+ F =t AT+ + 12— AL+ F
S tt? 245t —t) +t? -2 — A —t) =0
Sttt —t)+F —t) ' +1) -9t —t)=0
st -ttt +t+t'—-9)=0
' +t+t' —9=0car B, M, N deux a deux distincts

S|t +t+t=9.

En conclusion, lorsque B, M, N sont alignés, nous avons : ¢/(1+t) = 9—¢ soit | ¢’ = ccart+1#0

©
|
~

—
+

(sinon t = —1 et 9 — t = 0 ce qui est impossible).

=
o
I
T

=N W e Oty N oo
L
T

* ok k
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Devoir a la maison n° 6.

Probleme
—Autour d’une équation différentielle—

La but du probléme est de résoudre I’équation différentielle :

(B) (@ -1y —ay = (2" - g(z),
pour certaines valeurs de g.
1. Etude de (E) avec g(x) = x.
On pose : Iy =] —o0; —1[, [ =] —1; 1[ et I3 =]1; +oo.
(a) Résoudre (E) sur I.
(b) En vous aidant des calculs précédents, résoudre (E) sur I;.
(¢) Résoudre (E) sur Is.

2. Etude de la fonction réciproque du cosinus hyperbolique.

(a) Montrer que la fonction ch induit une bijection de [0; 4oo[ sur [1; 4oo[. On note argch application
réciproque associée.
(b) Donner le domaine de définition de argch et justifier que argch est de classe C! sur |1; +oo[. Montrer que

Vi =1

(c) Pour z > 1 fixé, résoudre I’équation d’inconnue u > 0 : ** — 2ze* + 1 = 0. En déduire :

argch(z) = In (:c + Va2 — 1) .

pour tout z €]1; 400, argch’(z) =

3 dx
d) Calculer : _—
O

3. Etude d’une suite d’intégrales.
n

x
Pour n € N et 2 > 2, on pose : I,(z) :/
2

dt et J,(z) = / t" V1?2 — 1dt.

2 —1 9
(a) En vous aidant du 2., calculer Iy(x), puis calculer I1(x).
(b) Montrer que Ip,12(z) — I,(x) = Jy(2).

(¢) Montrer & l’aide d’une intégration par parties que :

Lnjo(z) = 2" /a2 — 1 - 2""N/3 — (n 4 1)J,.

(d) Déduire des questions précédentes, une expression de I,,4o en fonction de I,,, puis calculer Ir(z) et I3(x).

4. Résolution de (E) avec g(x) = x3 — 2x2.
On se place désormais sur I = [2; 4o0].

(a) En utilisant la variation de la constante, exprimer simplement une solution particuliere de 'équation différentielle :
(22 = 1)y’ — 2y = (22 — 1)2™ sur I en fonction de I,,(x).

(b) En déduire I’ensemble des solutions de (E) sur I, avec g(x) = 23 — 222

a rendre le Lundi 3 Janvier
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CORRECTION DU DM 6.

Probleme :

1. Etude de (E) avec g(x) =

(a) Pour z € I3, (22 — 1)y’ — 2y = (2? 71)T<:>y R lyfrcarr —1#0.
z?

o Equation homogéne : (Ey):y — 3
3=
o 1 !
I5 de 7121 1= 757;;;))7 avec u(z) = x> — 1. Nous prenons par exemple : A(z) = —3 In(22—1) =
—In(va? —1). Ainsi : Sg = {CVa? —1,C e R}.
e Solution particuliere On utilise la variation de la constante : on cherche yp de la forme :

yp(z) = C(z)vVa? — 1. Alors :

ly =0:5y = {Ce*A(I),C € R}, avec A primitive sur

yp solution de (E) & yp(z) — Zgyp(z) ==
& C'@)Va? =1+ C(x )Z\/Zii "
& O (z)Va? — +gg74 %74
(z) =

< C'(z +_1car Va2 —1#0pourz € I3
!
Ainsi : C'(z) = § v ((I)), avec u(z) = 22 — 1. Nous nprenons donc par exemple : C(z) = Va2 — 1,
u(z

ce qui donne : yp(z) = C(x)V/22 —1=2? — 1.
o Synthése : ‘S: {C\/z271+1271,CeR}.‘

(b) Nous reprenons les calculs précédents, en observant les changements sur I :

o Equation homogéne : Nous avons toujours, A(z) = —3In(a? —1) car 22 — 1 > 0 powr = € I,
ce qui donne : Sy = {CVz? —1,C e R}.

o Solution particuliére : De méme que précédemment : yp(z) = 22 — 1 convient.

{C\/$2—1+x2—1,CeR}.

(c) Nous reprenons & nouveau les calculs précédents, en observant les changements sur I :

e synthese : | S =

e Equation homoggne : Ici, A(z) = —1In(l — 2?) car 2% — 120 pour = € I, ce qui donne :
Sy = {CvI—22,C €R}.
. Solutlon particuliére : Ici, pour yp(z) = C(z)v1 — x2, nous avons : alors la relation : C'(z) =

7i1 - done C(z) = =1 — 22, Ainsi : yp(z) = C(2)V1 —a2 = —(1 —2?) =22 — 1.
. synthése:‘S:{C\/l—w2+w2—17C€R}.‘

2. Etude de la fonction réciproque du cosinus hyperbolique.

(a) ech est continue sur [0; +ool; D’apres le théoreme de la bijection,
och est strictement croissante sur [0; +oo[

ech(0) =1, lirf ch(z) = o0
Tr—+00

‘ch induit une bijection de [0; 4oo[ sur [1; 4o0l. ‘

(b) D’aprés précédemment, argch est définie sur [1; 4oo[. De plus :
ch est de classe C* sur |0; +oo], et V¥ €]0; +oo], ch’(z) = sh(z) # 0. Par conséquent,

‘argch est de classe C! sur ch(]0; +oo[=]1; +o0], ‘ et

. arech’(a) — L ceh2(z) — sh2(z) — . ah2(2) — ch2(2) — 1. Ainsi ¢
Va €]1; +oof,argeh’(z) = Sh{argeh ()" Or : ch”(z) —sh”(z) = 1, donc : sh”(z) = ch”(z) — 1. Ainsi :
sh?(argch(z)) = ch®(argch(z)) — 1 = 2% — 1. Finalement : sh(argch(z)) = va? — 1, car 22 — 1 > 0

1
VaZ =1
On pose : X = e*. L’équation devient : X? —2xX +1 = 0. Il s’agit d’un trinéme de discriminant : A =
42%—4 = 4(2®—1) > 0 car z > 1. Nous avons donc deux solutions réelles distinctes : X1 = 2—vz2 — 1,

=x++V22 —1. Ainsi : €* — 22" +1=0
Set=z+vViZ-uouet=x—Va2-1
Se'=z+vVat—lcarz—Vaz2-1<0

S lu=In(z+ Va2 -1

Pour obtenir une expression de argch, on résout I’équation d’inconnue u : ch(u) = x pour u > 0
et +e
etx>1.0r: chiuy=2 & — =2
Se'te =2
< et(e" +ev) = 2we" car e £ 0
& e 4+ 1 = 2ze" (propriétés algébriques de I'exponentielle)
S —2zet +1=0

< u=1In(z+vaz-1).
argch(z) = In(z + Vo ‘

D’apres les questions précédentes, une primitive de

pour z €]1; +oo[. Nous obtenons au final : |Vz €]1; +oo[, argeh’(z) =

—
o

Finalement :

sur [2; 3] est argch(z) = In(z+ Va2 — 1).

—
£

1
Va2 -1

= [ln(x-‘r \/xzi—l)}j :1n(3+\/§) —1n(2+\/§) =|ln <gi£> .

Par conséquent :

n3 -
/2 vz —1

3. Etude d’une suite d’intégrales.

(a) @ De méme que précédemment : ‘ Ip(x) = In(z + Va2 — 1) — In(2 + V3). ‘

t - E G
e Une primitive sur [2; z] de W est V2 — 1. Ainsi : 1(z) = [VI2 - 1], =| Va2 - 1— V3.

(¢) Inga(z) = s dt. Posons : u(t) = t"*1 et v(t) = Vt2 — 1. Les fonctions u et v sont de

Zv/
1)’

classe C! sur [2; ] et : V¢ € [2; z],u/(t) = (n+ 1)t". Par intégration par parties, nous obtenons :

" .
Inio(z) = [t"“\/t2 - 1]2 7/ n+1)t"\V12 —1dt
="z -1 - 2"PNB — (n+1) / /12 — 1dt
J2

=[z" /a2 —1-2""V3 — (n+1)J,




(d) Des deux questions précédentes, nous déduisons : I, 1o(z) = 2" +1v/a2 — 1-2"+1/3— (n41) I 42(x) —

Ly (2)]. Ainsi @ (n + 2)Ingo(z) = 2" Va2 = 1 - 2"P/3 4 (n + 1)1, (2 ) donc :

In+2( ) ? ( "*1\/7 2”*1\[4» (n + 1) n( )) ’

En particulier :

e Pour n =0, Ir(z) = %(I\/lz 1-2V3+In(z+ Va —In(2 + V3);

2
e pour n =1, Is(z) = 2(2®Va? =1 - 4V3+2Va2 — 1 - 2V3) = ‘ Va?-1 (% + %)

4. Résolution de (E) avec g(x) = x® — 2x2.

Nous remarquons que pour z € I, (22 — 1)y’ — 2y = (22 — 1)a" & ¢ —

(a) L’équation homogene a déja été déterminée en 1.. On cherche une solution particuliere & I’aide de la

=

variation de la constante : yp(z) = C(x)v/2? — 1. Ainsi, des calculs similaires au 1., montrent que yp
n n

x x
solution de (E) < C’(z) = ———. La fonction C est donc une primitive quelconque de ———
®) &0 = 7= V1
T
sur I. Puisque I, est la primitive de ————= qui s’annule pour z = 2, nous pouvons prendre par
" Va2 -1

n()Va? — 1. ‘
En utilisant le principe de superposition, une solution particuliere de 1’équation proposée est donc

yp(z) = Va2 — 1(I3(z) — 21x(x)). D’apres 2., I(x) —2I(z) = Va2 — 1 (z—; + %) —2v/3—(zva? —1—
23 +In(z +x 1)71n2+\f):%\/ 22 —1—In(z + V22 — 1) + In(2 + V/3). Ainsi :
Lo

exemple : C(z) = I,,(z). Une solution particuliére est donc : |yp(z) =

(22 =3z +2) -V 1ln(z + V22— 1)+ In(2 + \[ 3)Vx?% — 1. On en déduit :

yp(z) =

S (C+I@2+V3)VaZ =1+ (? - 1)(z 32 +2) —In(z + Va2 — 1)va? - L,C € R
_\,—/

AVaZ -1+ 1L (xf1)(1‘+1)(1:71)(1'72)7111(w+m) VzZ—1,AeR

a2 —3a42
= {( —In(z+ Vz )\/ + :r—l 1-&-1)(.1‘—2)‘,146]1%}‘
* Kk Kk
FIN
*ok ke
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Devoir a la maison n° 7.

Exercice

—
e

b

- =
Dans ’espace muni d’un repére orthonormé direct R(O; j; k), on considere les plans Q1 et Q2 d’équations :

Q1 : z+2y—z+1=0 e Q2 : x—y+22—-2=0

1. Montrer que Q1 N Q2 est une droite D dont on précisera une représentation parametrique.

2. Pour tout réel m, on note P,, I’ensemble des points de ’espace dont les coordonnées vérifient 1’équation
(x4+2y—z+1)+m(xr—y+22—2)=0.

Justifier que, pour tout m € R, P,, est un plan.

3. Que dire de la droite D vis-a-vis du plan P,, ? Justifier proprement la réponse.

4. Parmi les plans P,,, en existe-t-il un qui soit perpendiculaire a @1 ? Si oui, lequel 7

5. On considere S I'ensemble d’équation x2 + y2 + 22 + 2z — 4y + 1 = 0. Vérifier que S est une sphere dont on
précisera le centre (2 et le rayon R.

6. Pour tout réel m, calculer la distance d,, du point 2 au plan P,,.
7. Existe-t-il des plans P, qui soient tangents a la sphere S? Si oui, combien ?

8. Justifier que P, NS est un cercle dont on précisera le centre w et le rayon r.

a rendre le Lundi 17 Janvier
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Devoir a la maison n° 7.

Exercice
Dans l'espace muni d’un repeére orthonormé direct R(O; i ; j; k), on considere les plans Q1 et Q2 d’équations :
Q1 : x+2Yy—2+1=0 e Q2 : x—y+22—-2=0

1. Montrer que QX1 N Q2 est une droite D dont on précisera une représentation parametrique.

2. Pour tout réel m, on note P,, ’ensemble des points de ’espace dont les coordonnées vérifient 1’équation
(x+2y—z+1)+mx—y+22—-2)=0.

Justifier que, pour tout m € R, P, est un plan.
3. Que dire de la droite D vis-a-vis du plan P, 7 Justifier proprement la réponse.
4. Parmi les plans P,,, en existe-t-il un qui soit perpendiculaire & @)1 7 Si oui, lequel ?

5. On considére S I'ensemble d’équation 22 + y? + 22 + 22 — 4y + 1 = 0. Vérifier que S est une spheére dont on
précisera le centre Q) et le rayon R.

6. Pour tout réel m, calculer la distance d,, du point 2 au plan P,,.
7. Existe-t-il des plans P, qui soient tangents a la spheére S? Si oui, combien ?

8. Justifier que P; NS est un cercle dont on précisera le centre w et le rayon 7.

a rendre le Lundi 17 Janvier
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CORRECTION DU DM 7.

Exercice :

1. Les vecteurs 71 (1,2,-1) et 72(1, —1,2) sont des vecteurs orthogonaux a Q1 et Qs.
Le vecteur ¥ = iy A1 = (3,—3,—3) est non nul donc 71 et 75 sont non colinéaires. Ainsi, les plans Q1

et Q2 sont non paralleles. Ils se coupent donc en une droite D dirigée par ks passant un point commun a
Q1 et Qo, ici A(0,0,1) convient.

x
D y=—3X s AeR
z

2. On a
(4+2y—z+1)+mz—y+22-2)=0<= 1+m)z+2-m)y+2m—-1)z+1-2m=0

Pour tout m, le vecteur 7m(1 +m,2 —m,2m — 1) est non nul, donc

‘ P,, est un plan orthogonal & 77"(1 +m,2 —m,2m — 1) passant par A(0,0,1) ‘

3. Soit M(xg, Yo, 20) un point de D = Q1 NQ2, onaxg+2yo—20+1=0¢et zo+yo+220—2=0.0na
donc (zg + 2yo — 20 + 1) + m(xo + yo + 220 — 2) = 0, le point M appartient & P,,, d’ou

4. Pour que P, soit perpendiculaire & @1, il faut et il suffit que U, et 7] soient orthogonaux, soit

U707 = (14+m) + (2 —m)2+ (2m — 1)(=1) = 6 — 3m = 0.

Solution unique m = 2. ‘ Le plan P, est perpendiculaire & ()1 pour une seule valeur : m = 2
. Ona

wt

Pyl 2 —dy+1=0 = (z+1)2+(y—2)2+2=22%

L’ensemble des solutions de cette équation est un ensemble non réduit & un point ou au vide.

S est une sphere de centre Q(—1,2,0) et de rayon R =2 ‘

6. En utilisant 1’équation cartésienne de P,,, on a

[(I+m)z+(2-m)y+ (2m—1)z4+1—2m]|
VA+m)Z+(2-m)2+(2m—1)2

1 j(1+m)z+(2—m)y+ (2m—1)z+1—2m)|

Vm? —m+1 ’

A(M(w,y,2), Pm) =

S

On en déduit

|4 — 5m|
Vevm2Z —m+1

7. Le plan P, est tangent & la sphere S, si et seulement si d,, = d(Q, P,,) = R, soit

dy = d(Q, P) =

(4 — 5m)?

_\&zom)r 2 _ _e_
2 —m+1) 4 = m 16m —8 = 0.

Les racines de cette équation sont m = 8 4 61/2. On conclut que

Le plan P, est tangent & la sphere S seulement pour deux valeurs : m = 8 + 6v/2 ‘

2
8. Onad; = % < 2. L’ensemble S N Py est donc un cercle de rayon r = /22— (i) =

NG
—
de ce cercle est un point de P; et il existe un réel A tel que Qw = A71(2, 1,1). On a donc

Ty =—142A
Yo =2+ A et 2z, +y,+2,—1=0.
Zo = A

On en déduit A = % et w(—%,1 1) On conclut

Py NS est un cercle du plan P; de centre w(f%, %, %) et de rayon r = %

* ok
FIN

* k%

%. Le centre w
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Devoir a la maison n° 8.

Exercice
—Une technique pour calculer des sommes—

Pour z €]0; 1] et n € N*, on pose : f(z) = Zxk.
k=0

1.

Donner une expression simple de f(z) en fonction de n et x.

n—1

. Montrer que f'(z) = Z(k +1)z*.

k=0
n—1 ntl n
— 1 1
En déduire : Z(k +1)zk = nx (1(2 ‘;)2)56 +1
k=0

n

. application. En vous aidant des questions précédentes, calculer : Z ok Montrer que cette expression admet

k=0
une limite lorsque n tend vers +o0o et déterminer la valeur de cette limite.

Probleme
—valeurs approchées de v/2—

On consideére les suites (tn)nen et (Un)nen telles que : ug =1, vg = 2 et

Uy, + Up
=Ty
Vn €N,
v 2UpVp,
n+1 = —— -
Uy, + U

a) Calculer uq et vy, puis montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, > 0 et v,, > 0.

. 1 (ty, — vp)?
Montrer que pour tout entier naturel n, u,+1 — Vpy1 = L (tn = vn)”
2 up +v,

)

a) Montrer que Vn € N*| v, < u,.
)
)

b) En déduire que (uy,)nen+ est décroissante et (v,)nen+ est croissante.
(c) Montrer que Vn € N*, 0 < tp41 — Upt1 < %(un — Up).
1\"1
(d) En raisonnant par récurrence, déduire de la question précédente que Vn € N*, 0 < w,, —v,, < (2> 3"
(e) Montrer que les suites (tn)nen+ €t (vn)nen+ sont adjacentes. On note dans la suite ! leur limite commune.
(f) Montrer que U,41Vp41 = UpUp, PUiS uyv, = 2 pour tout entier naturel n.
)

En déduire | = v/2.

2/) 3
b) Pour € > 0, on dit que u,, est une valeur approchée de [ & e prés lorsque U'inégalité : |u, — | < € est vérifiée.
Proposer une valeur de ng pour laquelle u,, est une valeur approché de V2 41076 pres et calculer la valeur
de u,, correspondante.

(

1\" 1
(a) Montrer que Vn € N*, 0 < w,, —1 < () -.
(

a rendre le Lundi 14 Février
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CORRECTION DU DM 8.

Exercice :

1. La suite de terme général z* est une suite géométrique de premier terme 1 de raison x # 1 (z €]0; 1[).

Ainsi :

ZT 1oz | 21

1 _ gntl ol

2. Pour k € [0; ], la fonction f), définie sur ]0; 1[ par fix(z) = 2* est dérivable sur ]0; 1[ et Yz €]0; 1],

(fr)!(x) = kxk~1. Par linéarité de la
f'(x)

3. La fonction définie sur |0; 1[ par

fla) = =
(n+1)a™(x—1) — (2" —

dérivation, f est dérivable sur |0; 1] et Va €]0; 1],

=> () (@)
kio

72 kmk—l
kio

72 k!
k=1

n—1

> (k+1)z*

k=0

(glissement d’indice).

+

est dérivable sur |0; 1[ par opérations élémentaires
1) na"™™ —(n+1)a2"+1

(quotient) et, Va €]0; 1[, f'(z) =

d’apres la question 2, nous en déduis
vV €]0; 1],

4. L’égalité précédente pour z = % €]0;

k1 G041 @,

( )2 . Finalement,
T —
ons 'égalité :

(-

n—1 n+1

Skt ="

k=0

—(n+1)2" +1
(1-z)?

1[ et au rang suivant donne :

+1)_ (@+2)

k=0

ok i - on on—1

k+1 S — T 1
D’autre part, par linéarité, ;) Z o Z o avec Z oF = j =2 5 (somme des

termes d’une suite géométrique de prcmlcr tcrmc 1 ct de raison 2).

Nous déduisons des deux égalités précédentes la relation :

(a+1) (n+2)
Z 2k 2n - on on—1

k=0
En simplifiant davantage (2" = 22"~

n+ 2
271 271

Pour finir, par produit,

+2) (n+2)
Z ok = 2n T on—t +2.

1), nous obtenons au final :

"k n+2
227:27 on °
k=0

Or n = 0(2") (croissances comparées), donc lnf Q—n =0. Par

n

conséquent, par somme : | lim E
n—+oc .

2k
0

k:2.

Probléme :
1.

(a) Nous avons : u; = 3 et vy = 3.

N>

=

4

Montrons par récurrence que P(n) « u, > 0 et v, > 0 »est vraie pour tout entier naturel n.
e Initialisation. Pour n =0, up =1 > 0 et vy = 2 > 0, donc P(0) est vraie.

e Hérédité. Pour n € N, on suppose P(n) vraie, c’est a dire u,, > 0 et v, > 0. Montrons que

P(n+ 1) est vraie, c’est & dire w41 > 0 et v,41 > 0.

Up + U, N .
Nous avons : U, 41 = ”T" Or par hypothese de récurrence, u,, > 0 et v, > 0, donc u, +v, >0
et en multipliant par %, U1 > 0.
2u,v,

De méme, v, 41 = avec Uy, + v, > 0 et uyv, > 0, donc v,41 > 0. Ceci prouve I'hérédité.

Up, + U

Par récurrence, pour tout entier naturel n |u, > 0 et v, > 0.

Up + Vp 2Up vy,
Pourn € N, upqg —vpyp1=—7— — ———
2 L Up +Un

~(un + vn)? = 2u,0,
N 2(un + vn)

1 (up — vp)?
2 Up + Up

N . . 1 (uy —vp)?
D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n, uy41 — vp41 = 5 %
Up, + Vpy

0 et v, > 0, nous avons u,+v,, > 0. Or, un carré est toujours positif, donc : u, 41 —v,41 >0 v,41 <

. Puisque u,, >

Up1. Ceci étant vrai pour tout entier naturel n, nous en déduisons : ‘ pour tout n € N* v,, < u,.

Un + Un

Pour n € N*, w11 = % Or v, < v, d’aprés précédemment, donc u,+; < — = Uy,. Ainsi
‘ (un)nen- est décroissante. ‘
vn+1 2u 2y,
Puisque v,, > 0, alors = 24— De plus v, < uyp, donce 2uy, =ty +ttn > Uy + vy, €t P > 1.
ki Un + Vn

Par conséquent ‘ (Un)nEN‘ est croissante. ‘

1 (up —vp)?

- .Or:u, —
2 Up + vy

D’apres précédemment, w41 — U1 = U < Uy < Uy + vy, puisque v, > 0.

4 U 5 g
Par conséquent ——— < 1, d’oit en multipliant par 3 (u, — v,) :
n T Un

1
Upt1 — Upy1 < E(un — Un).

Enfin, d’apres 2.(a), nous avons Vn € N*, v,, < u,, donc vy41 < 41 €t

7 n
Montrons par récurence que P(n) « u, — v, < (%) »est vraie pour tout n € N*.

1
3
s Tses o 3 4_1
e Initialisation. pour n =1, ul—u1_§—§_5§(2)

5, donc P(1) est vraie.

PP . n
e Hérédité. Pour n € N* supposons P(n) vraie, c’est a dire u,, — v, < (%) l} et montrons que

. N n+1
P(n+ 1) est vraie, c’est & dire uy41 — vpp1 < ( ) 1'

Nous avons, d’apres la question précédente, pour n € N y Unt1 —Unt1 < (un —vy,). Par hypothese

1 n
de récurrence, un — vy < (3)" 5. Ainsi, Upg1 — Vpg1 < 3) Ceci prouve I’hérédité.

{”H

()"

Ainsi, par récurrence sur n € N*| nous avons pour tout n € N*, u,, —v,, < (é)" %
Enfin, I'inégalité 0 < u,, — v, est vraie pour tout n € N* d’apres 2.(a), d’ott :

0< — < 71 71
> Un n S ) .
U T 3

Vn € N*,




(e)

o D’apres 2.(b), (un)nen+ est décroissante et (v, )nen+ est croissante;

1\"1

e Par opérations élémentaires, liIJIrl <7> 3= 0. Ainsi, par théoreme d’encadrement, la suite de
n—+oo

2
terme général u,, — v,, converge vers 0.

BILAN : Ces deux suites sont adjacentes et convergent par conséquent vers une méme limite, notée [.
Up + Uy 2UpUy,

————— = uyv,. La suite de terme général u,v,, est
2 Up, + Up

Soit n € N. Nous avons : U, 410p+1 =

donc constante. Ainsi

Par produit, lim wu,v, =[?. En passant & la limite dans I’égalité précédente nous obtenons 1? =
n—+4oo

2 & 1 =+/2oul = —+/2. De plus, puisque pour tout n € N, u,, > 0, par passage & la limite, nous

avons [ > 0. Finalement

n
. 1
Puisque (vp)nen- croit vers [, Vn € N' I > vy, donc | u, — 1 < up — vy, < (§> 3|

1\"1 ; 1\" :
Nous avons : (5) §§10’°@(§) <3107

“ln <

“<nln < 1In(3) — 61n(10)
<—nln(2) <In(3) — 61n(10)
"> 61In(10) — ln(3)'
- In(2)
N
Ainsi, pour n > N = 18,34, nous avons : |u, — | = u, — 1 < (%)"% < 1076, Finalement, pour

N = N =

ng =19, uy,, est une valeur approchée de V2 41076 pres. ‘

™
Pour obtenir la valeur approchée w9, on peut par exemple créer la procédure MAPLE — suivante,
que l'on appellera suite :

[> suite:=proc(n) nom du programme et arguments
[> 1local k; variables locales
[> wul0l:=1;v[0]:=2; initialisation
[> for k from 1 to n do; boucle « for »
> ulkl:=(ulk-11+v[k-1]1)/2: définition de uy,
[>  vik]:=2%ulk-1]*v[k-1]1/(ulk-1]+v[k-1]): définition de vy
[> od: fin de boucle
[> ulnl; affiche la valeur u,,
[> end: fin du programme

Une valeur approchée de u19 s’obtient donc en saisissant :
[> evalf(suite(19));
ce qui donne : 1.414213562

. . , ™
Pour finir on remarque qu'une valeur approchée de v/2 donnée par MAPLE est exactement la
méme jusqu’a cette décimale. Ceci suggere qu'une valeur approchée de /2 est donnée par un terme
. . : n . . .
plus petit que ujg, bref que la majoration u,, — v, < (%) % est vraie, mais n’est pas assez « fine ».
* ko
FIN

* Kk x

n
) <In(3.107%) (la fonction logarithme est strictement croissante)
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Devoir a la maison n° 9.

Exercice
—Equivalent d’une suite explicite—

On considere la suite (u,,) définie par u, = y/In(n + 1) — y/In(n).
1. Montrer que : In(n + 1) ~ In(n).

In(n+1) 1

In(n) o In(n)’

3. En déduire un équivalent simple de (uy,), puis la limite de (uy).

2. Montrer que :

Probleme

—Etude d’une suite définie par une relation de récurrence—

U
On considere la suite (u,,) telle que ug = 1 et pour tout entier naturel n € N, u, 1 = EE——
V1+(n+1)u2
1. Généralités.

Calculer uy, us et us.

(a)
(b) Montrer que pour tout entier naturel n € N, u,, > 0.

(¢) Montrer que (uy,) est décroissante. En déduire que (u,,) converge.

(d) Montrer que pour tout entier naturel n € N*, u,, < ﬁ En déduire ”EIEOO Uy -

2. Equivalent de (uy,).

1 1

o T o
un+1 un

Pour n € N, on pose : v, =

n—1
(a) Montrer que pour tout entier naturel n, v,, = n + 1. En déduire une expression simple de Z Vg

k=0
2
(b) En vous aidant de la question précédente, montrer que u?

"2 tnt2
(c¢) En déduire un équivalent simple de (up,).

3. Développement de (u,).

Pour n € N, on pose : R, = u, —

|5

2 2 2
(a) Montrer que pour tout entier naturel n, uTQL — 3 = _nQ(n(Qn:_nll)'
2 2V2
(b) Montrer que u,, + £ ~ —\[
n n
(¢) En déduire : R !
¢) En déduire : ~—_
" Vo2
. . , a b 1
(d) Déterminer alors les réels a et b tels que : up, = — + — +o| — |
non n

a rendre le Jeudi 18 Mars
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CORRECTION DU DM 9.

Exercice :
o . . In(n+1) . 1
1. On étudie la limite du quotient ﬁ Pour ceci, nous remarquons que In(n + 1) = In (n (1 + ;)) =
n(n
1 1) In(n)+mn(1++ In(1+ 1
In(n) + In (1 + i). Ainsi, n(n+1) = n(n) n( ") =1+ a ">. Par opérations élémentaires
n In(n) In(n) In(n)
In(1+2 1 1
(quotient) Tlli}llloo % =0, donc par somme ngrfoo % = 1. Ceci prouve : In(n + 1) ~ In(n).
In(n+1 In(n+1 In(n+1 1
2. D’apres précédemment, M = M — 1 ). Par conséquent, M —1=V14+v, -1~ -v,
In(n) In(n) In(n) 2
=0, -0
In(n+1)—In(n) _ In(1+1)

puisque (v,,) admet 0 pour limite. D’autre part : v, = . Nous remarquons que

In(n) In(n)

. 1 1 1 1 1 . P
ngrfoo o= 0, donc In (1 —+ Tz) ~ z. Par produit v, ~ SIn(n) Enfin, par transitivité :
In(n+1) 1 1
In(n) 2nln(n)’

3. On écrit y/In(n + 1)—+/In(n) = /In(n) <7V\1;1LZ+;) - F:'ﬁ";) = +/In(n) (1 / % - 1). Par conséquent,
n(n n(n
1

2n+/In(n)’

par produit et d’apres la question précédente : y/In(n + 1)—+/In(n) ~ ) et dire : Uy ~

2nIn(n)’
. 1 p
Comme lim —————= =0, nous avons : | lim
n—+o0o 9n ]n(n) n—-+oo

Probleme :

V2
1. (a) 11,1:7,11,2:%, uz =

(b) Montrons par récurrence que P(n) « u, > 0 »est vraie pour tout entier naturel n.

Vi
o

e Initialisation. Pour n =0, up = 1 > 0, donc P(0) est vraie.
e Hérédité. Pour n € N, on suppose P(n) vraie, c’est & dire u,, > 0. Montrons que P(n + 1) est
vraie, c’est & dire w41 > 0.
Un
1+ (n+1)u2
\\@ > 0 (fonction racine carrée strictement croissante). Ainsi, par quotient, wu,41 > 0. Ceci prouve

Nous avons : up4+1 = . Or par hypothese de récurrence, u,, > 0. De plus \/1 + (n + 1)u2 >

=1
I’hérédité.
Par récurrence, pour tout entier naturel, n
Un+1 1

u

“2+L < 1. On estime donc : = —————. Or,
Un Un V1t (n+1)u?

nous avons déja remarqué que /1 + (n+ 1)uZ > 1. Par passage a l'inverse (fonction strictement

P Un+1 P P
déroissante sur Ry ), —FL < 1. Ainsi, | (u,) est décroissante.
w

n

~
=

Puisque u, > 0, tupt1 —u, < 1 &

(uy,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,) est convergente. On note [ sa limite.

Upy— )
(d) Nous avons, pour n € N*, u,, = n712 Or, y/1+nu_; > (/nu_,. Par passage & l'inverse,
A1 +nu;_ ——

=un_1v7n
Up < ﬁ Nous avons donc pour tout n € N*, 0 < u,, < % Par passage a la limite 0 <1 < 0, donc
lim =0
n—+o0
1 1
(a) Nous avons v, = - -
Uptr  Un

1+ (+Dur 1
u, uj,

1 1
:ZQZ-&-(?L-FI)—Z?

n—1 n—1
Nous avons donc Z 7;k:Z(k +1)
k=0 k=0

:Zk (glissement d’indice)
k=1

= mr+1) (somme usuelle).

n—1
1 1 1 1 1
(b) Par télescopage, Z ( > — —) == - = — — 1. Nous déduisons donc de la question précédente

S \uiy ug w2 oud o u2
1 1 1 1
Pégalité : — — 1= n(n+1) L n(n+1) o
u 7 Tl 2
P n?4+n+2
u2 2
2 2 9
Sl uy, = S car u;, # 0.

. - . 2 2 .
(c) Nous avons n? +n + 2 ~ n? (équivalents de suite polynémiales) donc par quotient u? ~ — - Enfin,
n

puisque u,, > 0, nous avons u, = \/u?, donc par passage & la puissance, u, ~ 7;%, c’est & dire

V2
Up ~ —.
n
. 2 2
a) Nous ¢ w2 -2 = _ i
(a) Nous avons : u; — e R
2n? 2(n% 4+ n+2)

n?(n?+n+2) n?(n®+n+2)

—2(n+2)
n2+n+2
V2
Up+ = 1 [ 1
. Nous avons : ﬁ =3 <% + 1)A Or uy, ~ %, donc nEToo % = 1. Ainsi, par opérations élémentaires,
n n

up + L2 V2 2v2

lim ——=" = 1. Ceci entraine : [u, + — ~ —
n—too  2¢/2n n

2
ot




5. Nous avons : R,=u, — =

(= 2) (e + 42) P
= 7 (quantité conjuguée)
up + L2
2 _ 2
Uy + L2
D’apres 3. (a), et par quotient u2 — % ~ =2

D’apres 3. (b) u, + g ~ %

—2
Par quotient, R, ~ #. Ceci nous donne apres simplifications : | R,, ~
=

6. D’apres la question précédente, R,, ~ f’z—iz@R,, ===
<:>Rn = Jon2

Au final, nous avons u, = £ + & + 0 (%
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Devoir a la maison n° 10.

Probleme
—Etude d’une suite définie par une relation de récurrence—

1
On étudie la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et pour tout n € N, up1 =1 — /Uy.
On note ci-dessous : f la fonction définie sur Ry par f(z) =1— /z et I =[0; 1].
1. Etude de f.

(a) Justifier que f est continue sur son domaine de définition, dérivable sur un ensemble que 1’on précisera puis
dresser le tableau de variations de f.

(b) Montrer que I est un intervalle stable pour f.
(c) Montrer que f posseéde un unique point fixe o dans I dont on précisera la valeur exacte.
2. Etude de g=fof.
On note g = f o f définie sur I.
(a) Justifier que g est continue sur I, croissante sur I et que I est un intervalle stable pour g.

(b) Déterminer les points fixes de g sur I. (On pourra montrer que ses points fizes sont racines d’un polyndme
de degré 4 qui posséde deux racines évidentes.)

3. Etude de suites extraites de (uy,).
On consideére les deux suites extraites (v,,) et (wy,) de (u,) définies par : v, = ugy, et W, = Uspiq.
(a) En vous aidant de la fonction g, justifier les points suivants :
(i) Pour tout entier naturel n, v, € I et w, € I;
(ii) (v,) est croissante et (w,,) est décroissante.

(b) En déduire que les suites (v,) et (w,) sont convergentes et préciser les valeurs possibles de leurs limites
respectives.

(¢) Montrer précisément que ug < o < uq, puis par récurrence que pour tout n € N : ug, < o < ugpt1.
(d) En déduire que (v,) et (w,) convergent vers une méme limite.

4. Comportement de (uy).
(a) En vous aidant des résultats précédents, montrer que la suite (u,) converge vers a.

(b) Ecrire un algorithme en langage Maple permettant de déterminer le plus petit entier naturel ng tel que un,
est une valeur approchée de o & 1073 pres. Donner la valeur de ng correspondante.

5. Comparaison avec 1’algorithme de dichotomie.
(a) Montrer que « est I'unique solution de ’équation x + /& — 1 =0 sur I.

(b) On note (a,) et (b,) les deux suites définies par la méthode de dichotomie. Donner la plus petite valeur n;
de n pour laquelle (a,,) ou (by,) est une valeur approché de o & 1072 prés . Comparer avec la suite (uy,).

Exercice
—Un projecteur—

T x
On pose E = y| €ER3 /o+y+z=0p et F= y| eER3 Jo=—y=2
P 2

1. Montrer que E et F sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que E et F sont supplémentaires dans R3.

x x
3. Soit p la projection sur E parallelement a F. Pour tout | y |, déterminer p | y
z z

a rendre le Lundi 11 Avril
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CORRECTION DU DM 10.

Probleme :
1. (a) e La fonction f est définie si et seulement si 2 > 0, donc Dy = RT.
e La fonction x — /z est continue sur Ry et x + 1 — x est continue sur R car polynomiale. Par

somine, ‘ f est continue sur son ensemble de définition. ‘

e De la méme fagcon x — +/z est dérivable sur J0; +oo[ et & — 1 — z est dérivable sur R car

polynoémiale. Par composition,

f est dérivable sur ]0; +ool. ‘ De plus, pour tout z > 0,

flx) = *ﬁ < 0. On en déduit que f est strictement décroissante sur Ry. De plus, par
opérations élémentaires, lirf f(z)= —o00. On en déduit le tableau de variations de f :
Tr—+00
z 0 +00

1
f \
(b) La fonction f est continue et strictement décroissante sur Ry donc (théoréme de la bijection)
F([0,1)) = [£(1), £(0)] = [0, 1]

Nous avons bien f(I) C I donc ‘ I est un intervalle stable pour f. ‘
(c) Pour tout z € [0,1],

—00

f@)=r<=1-Vr=2 <= Jz=1-x
—z=(1-z)2carl—xz>0
a2 -3z+1=0

= 3—2\/5
1
On a écarté la racine +V5 car 345 > 3-‘—\[:2>1.
2 2 2
3—5
Ainsi | f possede bien un unique point fixe o = Q\f dans [0,1]

2. (a) e Par composition de fonctions continues, | g est continue sur I.

o g(I) = f(f(I)) = f(I) =I. Ainsi, ‘ I est un intervalle stable pour g. ‘

o <y <& f(z)>f(y) car f est décroissante
< f(f(x) < f(f(y)) car f est décroissante
< g(z) < g(y)

Ainsi, | g est croissante sur 1.

(b) Pour tout z € [0,1],

fof)=z=1—-\/l-Vr=z<=1-Vz=(1-2)% carl—2>0
— Vr=x(2-2)
= r=22-12)° carz(2—xz)>0
=t 4P+ 42’ —2=0
= zr=0ouz=1ouz?-3z+1=0

3-5
)

<:>xe{0,

Donc ‘lcs points fixes de f o f dans [0, 1] sont {0,«, 1} ‘

3. (a) Nous avons : vp41 = Usnt2 = f(uant1) = f(f(u2n)) = g(vyn). De méme, wy,+1 = g(wy). La fonction
g est continue, croissante sur I qui est un intervalle fermé borné stable pour g. De plus vy = % clet
woy = f(vo) € I puisque I est un intervalle stable pour f. Nous en déduisons les deux points suivants :

(i) Pour tout entier naturel n, v, € I et w, € I;
(ii) Les suites (vy,) et (wy,) sont monotones. On obtient alors le sens de variation en comparant les
premiers termes :
° vy = % et vy =1— % ~ 0,29. Ainsi : vg < vy et | (v,,) est croissante.
e wy = % et wy =1— /o1 =~ 0.46. Ainsi wy < wy et | (wy) est décroissante.
(b) e La suite (v,) est croissante et majorée par 1 puisque v,, € I, donc elle converge.
e De méme, la suite (wy,) est décroissante et minoorée par 0 puisque w,, € I, donc elle converge.
e Enfin, puisque g est continue sur I, v,+1 = g(vy,) et wp41 = g(wy,). On sait que les deux suites
convergent vers les points fixes de g sur I. Ainsi, d’apres 2(b), les valeurs possibles pour leurs
limites sont 0, o, 1.

De plus, (vy,) est croissante et minorée par 0, ‘ les valeurs possibles pour la limite de (v,) sont donc « et 1.

De méme, (w,,) est décroissante et majorée par 1. ‘ Les valeurs possibles pour la limite de (w,,) sont donc 0 et a.

1 1
(c) ® Onawuy = 1 etuy =1— uy = 3 On veut donc montrer :
1 _3-+v5 1 5 NG 5 5
Z< < et <- Y < et < V< 2e=2<V5< S
4= 2 —2 4= 2~ 2~ - - -2
On peut vérifier cette derniere inégalité entre nombres positifs en mettant au carré :
5 25
2<Vh < jEa<s< T
e Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, ug, < a < ugpy1.
- Initialisation : ¢’est la question précédente.
- Hérédité : on suppose que, pour un entier n, on a ug, < « < ug,+1. Appliquons la fonction
f o f, qui est croissante sur [0, 1] car composée de deux fonctions décroissantes, & cette inégalité
en utilisant que « est un point fixe de f et donc de fo f :
fof(uan) < fofla) < foflummsr) <= f(uant1) < a < flugnya) <= Uant2 < @ <ugnys
c’est I'inégalité souhaitée au rang n + 1.
Donc d’apres le principe de récurrence, on a : ‘Vn €N, ug, < a<ugpt ‘
(d) e On note ¢ la limite de (v,,). Puisque nous avons % < v, < «a, par passage a la limite nous obtenons
% <l <a. Or /e {a; 1} d’apres la question précédente. Donc, forcément, ¢ = a.
e On note ¢ la limite de (w,,). Puisque nous avons a < w,, < é, par passage a la limite nous obtenons

a <l <101l €{o; 0} dapres la question précédente. Donc, forcément, £ = .

Finalement

4. (a) On vient de démontrer que (u2,) et (u2,+1) convergent vers la méme limite donc d’apres le théoreme
des suites extraites (u,) converge vers cette limite commune.

Finalement | (u,,) converge vers «

(b) On commence par écrire une procédure qui définit notre suite, que 'on va appeler « suite » :

[> suite:=proc(n) nom du programme et arguments
[> 1local k,u; variables locales
[> wulol:=1/4; initialisation
[> for k from 1 to n do boucle « for »
[> ulkl:=1-sqrt(ulk-11);

[> od; fin de boucle
[> evalf(ulnl); valeur approchée de u,,
[> end: fin du programme



Ensuite, nous définissons a puis écrivons la commande nous permettant de déterminer la valeur de
no demandée :

[> alpha:=(1-sqrt(5))/2;
[> n:=0;while evalf(abs(suite(n)-alpha))>10~(-3) do n:=n+1;o0d;

Nous obtenons

Nousavons : z+/2—1=0&2=1—/z & f(z) = 2. Or f(z) = 2 admet une unique solution sur
I, donc ‘ léquation z + v/z — 1 = 0 admet une unique solution sur /. ‘

ot
=

On prend ag = 0 et bg = 1. On cherche n tel que :

—
=

bocan < 1073 & —nin(2) < —31In(10) car In est strictement croissante

o
e n> 4~ 9,96

Nous obtenons ” Notre suite semble donc étre plus lente que la dichotomie, alors que cette
derniére est déja bien lente, bref c¢’est un mauvais algorithme pour déterminer une valeur approchée

de a.
Exercice :
5 x '
1. e On remarque que 0 s € E, donc en particulier E est non vide. soient | y | et | ¢’ | deux éléments de
z 2
T+ Az’
———
v @ ‘ o Y +X)\1 !
F et A€ R2. Montrons que [ 3 | +A | &' | appartoient & E. Nous avons |y | +A | ¢ | = ‘/H,_J/
z P z P Yo
2+ Az
——
z
x
Or X+Y+Z=zx+y+z+A2'+y +2).Deplus |y | € E donc x4+ y+ z = 0. Pour les mémes
z
X
raisons, ' + 3y’ + 2/ = 0. Ainsi, | Y | € E donc, d’apres la caractérisation,
Z
‘ E est un sous-espace vectoriel de R? et donc un espace vectoriel. ‘
T -y v
e Soit W= |y| Alors: WeF &= y car{ =Y
z=—y
% -y
-1
o= Y 1
-1
-1
& U € vect 1
-1
-1
Ainsi:| F' = vect 1 . |En particulier, | G est un sous-espace vectoriel de R® donc un espace vectoriel.
-1

T r+y+2=0
2. 08t W | y |.Alors: WeENF &{ z=—y

z z=—y
—y=
S rx=—y
z=—y
y=0
& r=—-y=0
z=—-y=0
ad=[o0
0

e On commence par déterminer une famlle génératrice de E.

Soit = (y]|. Alors: W eE oW = y car 2 = —r —y
z —z—y
1 0
oU==z 0 | +vy 1
1 _
1 0
= U € vect 0|, 1
-1 -1
1 0 1 0 -1
Ainsi: F = vect 0|, 1 . Par conséquent : E+F = vect 0 1], 1
-1 -1 -1 1 -1
! n 1 1
En développant par rapport a la premiére colonne, nous obtenons, | 0 1 1 = ‘ 1 ‘ —
-1 -1 -1
0 1 1 0 -1 )
‘ 1.1 | =1 # 0. La famille B = 01, 11, 1 forme donc une base de R3,
-1 -1 -1
1 0 -
donc vect 01, 1, 1 =R3. Ainsi :

-1 -1 -1

BILAN : Des deux points précédents,nous en déduisons que ‘ FE et F sont supplémentaires.

x
3. Soit [y | un vecteur quelconque de R3. On cherche U et U tels que :
z
a=-y—=z
. r=a-v r=a—v
£ UekE b=x+4+y—a
y =+ avec Scy=b+v Ser+y=a+b & —_——
VeF —z+2y+z
Z z=—a—-b—v z=—-a—-b—v
v=—x—Yy—2
—y—z —y—z T —y—z
Ainsi,ﬁ: T+2y+z =|z+2y+z|, donc 7:p Y =|z+2y+=z
y+z—r—2y—=z2 —r -y z —r—y
* Kk x
FIN
* kK
4
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On

Devoir a la maison n° 11.

, Exercice
—Etude d’un endomorphisme—

T—y—1t
20 — 3y — 2z — 4t
r—y—t
—2x+ 3y + 2+ 4t

considere f € L(R*) défini par f . Pour un espace vectoriel E, on notera ci-

+ e s

dessous :

e idp 'application identité de E vers E';
« fr=fofo...0f.
—_—

—_

n fois
1 -1 0 -1
. 2 -3 -1 —4
(a) Calculer le rang de la famille : 11l 21 | o || -1
-2 3 1 4

(b) En déduire une base de Im(f) puis déterminer rg(f). f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
(c) Montrer que Ker(f) @ Im(f) = R*.
(d) Calculer la dimension de Ker(f — idga).

. Sans calculer f2, montrer les inclusions suivantes :
Ker(f — idgs) C Ker((f — idgs)?) C Im(f).

En déduire les valeurs possibles pour dim(Ker((f — idg+)?)).
(a) Montrer que Ker ((f — idgas)?) = Im(f).
(b) En déduire f3—2f2+ f = Oz (ray (on pourra écrire v = u+v, avec u € Ker(f) et v € Im(f) puis en déduire
@) —2f%() + f(x) = Ops.)
. Plus généralement, montrer que si E est de dimension finie et f € L(E) est tel que f3 —2f? + f = Oz(m), alors
Ker(f) ® Im(f) = E.

~ Probleme
~Etude d’une fonction—

1
On considere la fonction f définie par f(z) = z2arctan ()
x

1.
2.

3.

+1

Déterminer le domaine de définition D et justifier que f est dérivable sur D.

Etudier la continuité & droite et & gauche de —1. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en —17
1 T

En vous aidant de la fonction auxiliaire : g(x) = 2arctan — , déterminer les variations de
+1 1+ (z+1)?

f sur D.

Déterminer les limites au bord de D de f puis dresser son tableau de variations.

5. Montrer que la courbe représentative de f admet en 00 une asymptote oblique dont on déterminera une équation

cartésienne. Préciser la position de la courbe réprésentative de f par rapport a son asymptote au voisinage de
+o0.

Tracer ’allure de la courbe représentative de f.

a rendre le Lundi 16 Mai
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CORRECTION DU DM 11.

Exercice :

1. (a) On étudie la liberté de la famille :

1 -1 0 -1 0 a —b —-d =0
2 -3 -1 —4 0 2a —3b —c —4d =0
a 1 +b 1 +c 0 +d 1 =10 & o —b 4 =
-2 3 1 4 0 —2a +3b +c¢ +4d =0
uy u us Uyg
o a —b —-d =0
2a —3b —c¢ —-4d =0
sl —b —d =0
—b —c¢ -2d =0
ol a=—c- d
b=—-c—2d

Pour ¢ = 1 et d = 0 nous obtenons la relation de liaison : —u; — us + uz = 0 < uz = u; + uz. On en
déduit : vec(uy, uz, us, ug) = vect(uy, ug, ug).

On étudie maintenant la liberté de F = (u1,u2,uq4). On réutilise le systéme précédent : au; +
a=-1
b=-2
ug = Uy + 2uz. On en déduit : vec(uy, ug,us) = vect(ug, us).

bus + duy =0 < Pour d = 1, nous obtenons la relation de liaison—uy — 2ug + u4 = 0 &

Pour finir, uy, us forment une famille libre car ils sont non nuls et non colinéaires. Ainsi, rg(uy, us) = 2.

Par conséquent : rg(F) = dim(vect(ui,us,u3,uq)) = dim(vect(ur,uz)) =rg(ui,us)
T—y—t

20 — 3y —z — 4t
r—y—t

—2x+ 3y + 2+ 4t

(b) welm(f) ©u=

S u = zu + Yug + zus + tuy

Ainsi : Im(f) = vect(u1,us, us, us) donc ‘Tg(f) = rg(u1, us, uz, ug) = 2 ‘ D’apreés précédemment,

Im(f) = vect(uq,uz). Ainsi, la famille 7/ = (uy,uz) est une famille génératrice de Im(f). Cette

derniére est par ailleurs libre, cf. 1. donc ‘]: " est une base de Im(f). ‘

‘ rg(f) # 4 donc f n’est ni injective, ni surjective, donc non bijective. ‘

cKer(f)NIm(f) < { ZEE‘:{%)

(c) o u=

~ Nl R

z—y—t=0
S 2r—-3y—z2—4t=0
u = auy + bug

z—y—t=0

20 -3y —z—4t=0
z=ux

t=-y

©{
z=0
- z=0
3y = —4t
y=—t
©{
{

On en déduit Ker(f) NIm(f) = {0}.
e De plus, dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) +rg(f) = dim(R*) d’apres le théoréme du rang.

e Les deux points précédents entrainent : ‘ R* = Ker(f) ® Im(f). ‘

T -y -t =0

|y . 2 —4dy -z —4t =0

(d) u= 2le Ker(f —idgs) < vy —- —t —o
t —2r +3y +z +3t=0

z -y —z —t =0
20 -4y —z -4t =

Y 2 +3y +z +3t =
-y —t =0
r -y —z —t =0
< y —z +t =
-y -t =0
z=0
< z2=0
y=—t
0
-1
Su=t 0
1
0
Ainsi : Ker(f—idgs) = vect 7(1) . Ce dernier est donc une droite vectorielle et‘ dim(Ker(f — idga)) = 1. ‘
1

. @ On pose : u = f — idgs. Montrons Ker(u) C Ker(u?). Pour ceci, considérons = € Ker(u) et montrons
T

que x € Ker(u?). Par hypothese : u(z) = 0 donc u(u(x)) = u(0) = 0 c’est & dire u?(x) = 0. Ceci prouve
Ker(u) C Ker(u?).

e On procede de fagon similaire. Soit z € Ker((f — idga)?). Alors (f — idgs) o (f — idgs)(z) = 0 &

f3(@) —2f(z) + & = 0. Ainsi : © = 2f(z) — f3(z) = f(22 — f(x)) = f(u) avec u = 22 — f(z). Ceci
prouve z € Im(f) donc ‘ Ker((f — idg1)?) € Im(f). ‘

Puisque Ker(f — idgs) C Ker((f — idgs)?) on en déduit 1 < dim(Ker((f — idgs+)?)) d’apres 1. (d). De
méme, 'autre inclusion donne : dim(Ker((f — idr1)?)) < rg(f).

Finalement, d’apres la question 1.,

1 < dim(Ker((f — idg)®) < 2. ‘

(a) Nous avons Im(f) = vect(u1,u2). Un petit calcul donne (f —idga)?(u;) = 0. De méme pour us. Donc
up et up appartiennent & Ker((f — idga)?). Ce dernier étant un sous-espace vectoriel, on en déduit



vect(ug,uz) C Ker((f —idga)?), c’est a dire : Im(f) C Ker((f —idg1)?). Nous avons également I'autre

inclusion d’apres la question précédente, donc par double inclusion : ‘ Im(f) = Ker((f — id24).

—
=

D’aprés les questions précédentes, on peut décomposer z = u + v, avec u € Ker(f) et v € Ker((f —

idga)?). Alors, f étant linéaire, f(z) = f(u) + f(v) = f(v) car f(u) = 0. De méme f*(z) = f*(v) et

F3(z) = f3(v). Onen déduit : f3(z)—2f2(z)+ f(z) = f3(v)=2f2(v)+f(v) = fF(f2(v)=2f(v)+v) =0

car f2(v) — 2f(v) + v = ((f — idga)?)(v) = 0. Ceci étant vrai pour tout vecteur x, on en déduit

‘f3*2,f2+f=05(n§4>~‘

4. o € Ker(f)NIm(f) @{:

) =0
o= f(u)

Alors f3(u) = 0 et donc f3(u) + f2(u) + f(u) =0 & f(u) =0« 2 = 0. Ainsi : Ker(f) NIm(f) = {0}.
e D’apres le théoreme du rang, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(E).

e Les deux conditions précédentes entrainent | Ker(f) @ Im(f) = E.

Probleme :

1. La fonction f est définie si et seulement si @ # —1, donc D =| — co; —1[U] — 1; +o0].

La fraction rationnelle z — zlﬁ est dérivable sur D et la fonction arctan est dérivable sur R donc
par composition, x — arctan (?11) est dérivable sur D. Ainsi, par produit, | f est dérivable sur D. ‘
. 1
lim =— 1 pa
2. Nousavons: #—~1- & +1 & ¢ = (composition des limites) lim arctan <7) = ——. Ainsi,
lim arctan(z) = —— =1~ r+1 2
X——00 2
par produit : lim f(z) = _T
z—1- 2

~ . 7T P . sz A
De méme : 11111+ flx) = 3 Ces deux limites étant différentes, f n’a pas de limite en —1.
z—1

‘ On ne peut donc prolonger cette derniere par continuité en —1. ‘

3. o La fonction f est dérivable sur D et pour tout x € D,

1 , -1 1
f'(x) = 2zarctan <m +x mlﬁ
()

1 5 -1
= 2zarcta —_— P
rarctan <x+1) +x T+ @+1)?

e Pour obtenir le signe de f’, on étudie le signe de g et pour obtenir le signe de g, on trace le tableau de
variations de g.

2 1 1 1)% -2 1
Par opérations élémentaires g est dérivable sur D" et ¢'(z) = — 5 — — +@+1) z;i +1)
(@+1)? 1+ e 1+ (z+1)?)
(z+2)%+2

La fonction g est donc strictement décroissante sur D. D’apres 1., nous obtenons que lim g(z)=1-m
x—1-

et li z)=1 .
Jim g(@)= 1+
. . - . 1
Toujours par composition des limites, lim arctan { —— |=0
z—+o00 r+1

On en déduit le tableau de variations de la fonction g :

Du tableau de variations de g, nous en déduisons son signe : Pour z €] —o0; —1[, g(x) < 0 et pour tout
xz €] —1; +oof,g(z) > 0.
e Nous obtenons le signe de f’(z) = zg(z) a I'aide du tableau de signes suivant :

r |-o0o -1 0 +oo
g(x) - H + +
T - —0+
f(z) + H -0+
Finalement : ‘f est décroissante sur | — 1; 0] et croissante sur | — oo; —1[U[0; +o0l. ‘
4. Les limites & droite et & gauche de f en —1 ont déja été calculées auparavant. On regarde leslimites en fo0.
1
Puisque IHIiIlOC ﬁ: 0, nous avons : arctan (ﬁ) ~ioo ﬁ ~doo % Ainsi par produit : f(z) ~1e0 2.

En particulier f(z)= %o0. | Nous avons toutes les informations réunies pour donner le tableau de

lim
x—Foo

variations de f :

T |—00 -1 0 —+00
-5 3 +oo
! / \ /
—00 0
. On pose = u. L’expression f(z) devient alors : g(u) = u%arctan(u'il). On fait un développement
u )y . o w L 3 - X —
limité de arctan (u“) a l'ordre 3. Noux avons : Tra  "Tya—v U +u’ 4+ 0p(u’). On pose X =
u —u? +u® + 0o (u?). Alors :
arctan(X) = —XT3+’u0(u3)A Ora® = (u—u?+u’+ 00(u3))3 = (l—u+u?+ oo(uZ))3 = ud+oo(u?).
Ainsi, par somme : arctan (ﬁ) =u—u?+ §u3 + OU(US), donc : g(u) = % —14 %LH— 0p(u). Finalement :

.f(z):z—l+%+oim (%)

La droite d’équation y = x — 1 est donc asymptote oblique ‘ La courbe est au-dessus au voisinage de 400

et en dessous au voisinage de —oo.

* kK
FIN
* kK
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Devoir a la maison n° 12.

Probleme
—D’apres CCP 2010-

Ce probleme comporte trois parties. Les parties A et B peuvent se traiter de facon indépendante. On peut utiliser
certains rédultats de la partie B pour traiter la partie C.

Définitions

e On dit qu’un vecteur colonne est stochastique lorsque ses coefficients sont tous positifs et que la somme de ses
0,3
coefficients vaut 1. Par exemple, le vecteur colonne | 0,6 | est stochastique car 0,3 > 0, 0,6 > 0, 0,1 > 0 et
0,1
0,34+0,64+0,1=1.

e On dit qu’une matrice carrée est stochastique lorsque chacune de ses colonnes l’est.

o Si A= (a;;) € M,(R) on appelle trace de A, et on note Tr(A) le nombre réel : Tr(A) = Za“'
i=1

Partie A : Un exemple en dimension 3

Dans cette partie, on étudie les trois suites (z,,), (yn) et (z,) & valeurs dans R définies par : zg = yo = %, 20 = 0 et
pour tout entier naturel n :

Tn+l = %xn +%yn +%Zn
(R) Yn+1 = %xn +%zn
fn+l = %yn +%Zn
Ty
Pour tout n € N, on pose X,, = | yn
Zn
1. Montrer que le systeme (R) s’écrit sous forme matricielle X,,11 = AX,,, avec A une matrice de M3(R) que l'on
précisera.
2. Justifier que la matrice carrée A est stochastique.
3. Ecrire un programme dans le langage Maple ou Mathematica qui calcule le vecteur colonne Xsp1¢.
4. Calculer Tr(A) et det(A). On pourra utiliser la calculatrice. La matrice A est-elle inversible ?
5. (a) Pour A € R, on note P(A) = det(A — Al3). Montrer que les solutions de P(\) = 0 sont 0, 15 et 1.
(b) Déterminer trois vecteurs non nuls Uy, Us, Us tels que : Uy € Ker(A), U € Ker(A—l—lolg) et Us € Ker(A—1I3).
et montrer que B = (Uy, Us, Us) est une base de R3.
(¢) On note f ’endomorphisme canoniquement associé & A. Déterminer Matg(f).
1 0 0
(d) En déduire qu'il existe une matrice de M3(R) P inversible telle que A = PDP~! avec D= [0 {5 0
0 0 O
3 1 1
et P=1[1 a 2] ouaetbsont des réels que I'on déterminera.
1 -2 b
6. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a : X,, = PD"P~!X,.
7. Soit n € N*.

(a) Exprimer X,, en fonction de n.
(b) Montrer que le vecteur X,, est stochastique.
8. Prouver que la suite (x,,) (respectivement (y,) et (z,)) converge vers une limite, notée I, (respectivement [, et
l.).
le
9. Prouver que le vecteur colonne L = | I, | est stochastique et calculer AL. Que remarque-t-on ?
L.



Partie B : Cas de la dimension 2

On considére dans cette partie A une matrice carrée stochastique de My (R) et (X,,) une suite de vecteurs colonnes
de R? tels que X est stochastique et X, 11 = AX,,.

1.

.SoitV:(

Montrer qu'’il existe a et b deux réels de [0, 1] tels que A = (1 z 0 1 ﬁ b)'

On définit deux suites réelles (x,,) et (y,) telles que pour tout entier naturel n, X, = (;”)
n

. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, le vecteur colonne X,, est stochastique. Il s’agit d’établir que

Tp >0, y, >0 et xy, +y, =1.
Montrer que 0 < Tr(A) < 2.
(a) On suppose que Tr(A) = 0.

0 1
Montrer que A = <1 0

(b) On suppose que Tr(A4) = 2.
Que vaut A7 Que se passe t-il pour la suite (X,,)?
On suppose désormais 0 < Tr(A) < 2.

>. Que vaut A% ? Que se passe t-il pour la suite (X,,)?

. Montrer que —1 <a—0b < 1.

-1

(a) Montrer que AV = ¢V avec ¢ que 'on exprimera en fonction de a et b.

) un vecteur colonne de R2.

(b) Montrer que |g| < 1.

7. Montrer que R? = Ker(A — I) @ Ker(A — gl3).

8. On pourra admettre le résultat demandé ici pour traiter la suite.

9.
10.
11.
12.

Etablir qu’il existe un vecteur colonne de R?, L = (;) et un réel \ vérifiant :
y

AL =Let Xog =L+ \V.

On ne cherchera pas a calculer [, et A.

Montrer par récurrence que pour tout n € Nyona: X, =L+ ¢"\V.

Prouver que la suite (z,) (respectivement (y,)) est convergente vers [, (respectivement [,).
En déduire que le vecteur colonne L est stochastique. On pourra utiliser B.2.

Soit T un vecteur colonne stochastique de R? tel que AT = T. Montrer que T' = L.

Partie C : Un cas particulier

On reprend les notations de la partie B.
Dans cette partie, on suppose de plus que la matrice A n’est pas inversible.

1.

2.

Montrer que la matrice A est de rang 1.

s _ [« a
Montrer qu’il existe « € [0; 1] tel que A = (1 o 1- a)'

3. Etablir que A% = A.
4. Prouver que pour tout n € N*, X,, = AX,.

Soit f ’endomorphisme de FE canoniquement associé a A.

5. Montrer que I'application linéaire f est un projecteur.

10.

Donner une équation de Ker(f) et Im(f) dans la base canonique.
On dit quune projection f € L£(R?) est orthogonale lorsque Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.

Montrer que f est orthogonale si et seulement si o = %
Pour 6 € R, on note © (6) le vecteur de coordonnées (cos(),sin(f)).

Etablir que [|f(%7(6))[12 = (20— 1)% + 1) sin® (9 + 7).

En déduire les valeurs de ”ﬂ(_,f ?H et Hﬂ(,] ‘)H en fonction de o, ot B= (i, j ) est la base canonique de R2.
i J

Démontrer que f est une pojection orthogonale si et seulement si pour tout 7 € R2, on a ||f(Z)|| < ||Z]].

a rendre le Lundi 30 Mai
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CORRECTION DU DM 12.
Probleme :
Partie A.
72 1 72 1
Tyt 0 5 3\ (% O 3
L(R) & | Yt | = l'iz 0 % Yn | © Xpy1 = AXy,, avec | A = lL’aﬁ 0 %
Zn+1 0 % H Zn 0 % H

2. Les coefficients de la matrice sont tous positifs. De plus : % + % + 0 = 1. De méme pour les deux autres

colonnes. Ceci prouve que | A est stochastique.

3. [> with(linalg);
[> X[0]:=matrix(3,1,[1/2,1/2,0];
[> A:=matrix(3,3,[7,4,5,3,0,1,0,6,4]1)/10;
[> for k from 1 to 2010 do
[> X[k]:=evalm(A&*X[k-1]):
[> od:
[> print(X[20101);

4. |Tr(A) =3 ‘ et ‘ det(A4) =0 ‘ La matrice A puisque det(A) # 0.

7—10A 4 5
5. (a) Oncalcule P()) = |35 3 —10A 1
0 6 4 —10A
o “10A 1 45
‘W((7’10’\)'6 4—100 |76 4-10A

= 5 ((7 = 10A)(100A2 — 40X — 6) — 3(16 — 40\ — 30))
(—103X3 + 110072 — 220\ — 42 + 120\ + 42)
= v (~10°X3 4 1100A2 + 100A%)
A=+ )
1

Le discriminant du trindme A\? + %)\ + % est A = 18% = (%)2 On en déduit deux solutions
distinctes : Ay =1 et Ay = Tlo

1
La factorisation compléte est donc : | P(A) = =A(A —1) ()\ - E) .| En particulier :

1
P(A)zO@AzOoqulouA:TU

Ainsi, Ker(A) = vect

x
sAlyl =0
z
Tr +4y +5z =0
S 3z +z =0
6y +4z 0
Tx +4y +5z =0
& —12y -8z =
6y +4z =0
Tr +4y +5z =0 _
& { 3y 42z =0 car —2L3 = Lo
= _1
={;2r
1
Su=z 7%
1
_é -1
-3 . On prend par exemple : |U; = -2
1 3
T
y|=0
z
6z +4y +5z =0
4¢3 -y 4z =0
6y +3z =0
6z +4y +5z =0
& —6y —3z =0Ly—2Ly— Ly
6y +3z =0
6r +4y +52 0 o
< { 6y +32 0 car — L3 = Ly
ol =2
z=—2y
Su=z 1
-2
1 1
1 . On prend par exemple : | Uy = 1
- -2
2



x

o u=|y| €Ker(d-1I3)

z

b
|
&
&
SRS
Il
=)

=3z  +4y +5z =0
& 3z =10y +z =0

3
1 |. Nous remarquons que det(Pg,,5) =
1

6y —6z =0
-3z +4y +5z =0
< —6y +6z =
6y —6z =0
-3z +4y +5z o -
& { 6y —62 car — L3y = Lo
{ T =3z
4
y==z
Su=z 1
1
3 3
Ainsi, Ker(A — I3) = vect 1 . On prend par exemple : |Us = [ 1
1 1
-1 1
On note By la base canonique. Alors Pg, g = | -2 1
3 =2
-1 1 3 1 _s
0 -1 -5 |= = —5 # 0. Cette derniere est donc inversible, ce qui prouve que
0 1 10 Lo

[ B est une base de R®.

(¢) On peut utiliser les formules de changement de base pour les applications linéaires. Plus rapidement,

nous avons :

0
e f(U1) =0 donc a pour vecteur colonne [ 0 | dans B.
0
0
o (f — 15id)(U2) = 0 & f(Uz) = 15U, donc a pour vecteur colonne | 15 | dans B.
0
0
o (f—id)(Us) =0« f(Us) = Us donc a pour vecteur colonne | 0 dans B.
1
0 0 0
Ainsi, | Matp(f)= [0 & 0
0 0 1
(d) On prend la base B = (Us,Uz,—U;). Pour les mémes raisons que précédemment, nous avons
1 0 0 3 1 1
Matg/(f) = |0 Tlo 0| = D. En posant |P=Pg, g =|1 1 2 || d’aprés les formules
00 0 1 -2 -3

de changement de base pour les applications linéaires : D = P~'AP. En multipliant cette égalité par
P & gauche et par P~! & droite, nous en déduisons :

A=PDP".

6. On considere P(n) « X, = PD"P~1Xj ». On veut montrer par récurence que P(n) est vraie pour tout

entier naturel n.

e initialisation. Pour n = 0, D° = I3 donc PD°P~' Xy = I3Xy = X. Ainsi, la propriété est vraie pour
n=0.

e hérédité. On suppose X, = PD"P~!. Alors : X,,41 = AX,, = PDP~'PD"P~'X, = PDD"P~1X, =
PD"1P~1 Ceci prouve ’hérédité.

Ainsi, | par récurrence, pour tout entier naturel n, X,, = PD"P~1X,.
1 0 0
7. (a) e Pour tout entier naturel n, D™ = | 0 % 0] car D est diagonale.
0 0
1 1 1
e On calcule I'inverse de P. Nous obtenons P~ = % 5 10 -5
-3 7 2
e On en déduit, a 'aide de la question précédente,
3.1 1 1 0 0 11 1 é
X, =1 1 2])|0 {5 0]%|5 10 =5][3
1 -2 -3 0 0 -3 7 2 0
1 6—510""
=T 2-510""
2+ 10.107"

(b) Puisque n € N*, 107" < %A Ainsi 6 — 5.107" > 6 — % > 0. De la méme fagon, les autres

coefficients sont positifs. D’autre part : 1170 (6—-5107"+2—-5.10""+2+4+10"") = 1710.10. Ainsi,

X, est stochastique.

8. Nous avons : z,, = % (6—5.107"),y, = % (2—-5.107") et 2, = % (24 —-10.10™). Or 107" = (

. s . 6 3
car 0 < = < 1. Par combinaison linéaire, lim z, = — =
0 )
n—+oo 10 5

i 1
im z, =|-
ntoo 5

9. Nous avons L =1 (1
1

La somme des coefficients donne : %(1-&-3-&-3) = 1. Ils sont d’autre part positifs. Ainsi, | L est stochastique |.

Un calcul donne L est donc un ‘ élément de Ker(A — I3). ‘ (ou encore un vecteur fixede A ...).

De la méme fagon, lim gy,
n—+oo

Partie B.
1. On écrit A = Z ;) Puisque A est stochastique, a + ¢ = 1 donc ¢ = 1 — a. De méme d = 1 — b. Les

coefficients étant positifs, nous avons @ > 0 et 1 —a > 0 < a < 1. Ainsi, a € [0,1]. De méme, b € [0,1]. 11

existe donc bien deux réels a et b de [0,1] tels que : | A = (1 f - E b) .

2. On considere P(n) « x, >0, y, > 0 et &, + ¥, = 1 ».On veut montrer par récurrence que P(n) est vraie

pour tout entier naturel n.
e initialisation. X{ est stochastique par hypothese donc P(0) est vraie.

e hérédité. On suppose x,, > 0,y, > 0,2, + y, = 1. Puisque X,,11 = AX,, on en déduit : x,4; =
azy, + byn et Tp1 = (1 —a)z, + (1 = b)y,. Comme a > 0 et x,, > 0, az, > 0. De méme by,, > 0, donc
par somme Z4+1 = aZy, + by, > 0. De la méme fagon, a < 1 donc (1 — a) > 0. Ceci entraine y,,+1 > 0.

Enfin : @41 + Ynt1 = azp + by, + (1 — a)z, + (1 — b)yn = @y, + v, = 1. Ceci prouve 'hérédité.

Par récurrence, ‘ pour tout entier naturel n, X, est stochastique. ‘

3. Nous avons Tr(A) =14+a—b. Comme 0<1,1—-b<1+a—b<2—b. Deplusb>0donc2—b<2. De

méme 1 —b> 0. Ainsi, 0 <1+a—b <2, cest adire [0 < Tr(A4) < 2.




a 1+a

4. (a) Nous avons Tr(A) =0 < b =1+ a. Ceci donne : A = (1 e —a

). D’autre part, A est stochas-

tique, donc @ > 0 et —a > 0, ceci n’est possible que pour a = 0. Alors | A = <(1) (1J> .

Un calcul donne A% = I,. Nous en déduisons donc pour tout entier naturel p, Xop = Xo et Xopyy = (go) .
o

Il s’agit donc d’une suite périodique.

—b
l1—a
stochastique, donc b > 0 et —b > 0, ceci n’est possible que pour b = 0. Alors
Nous en déduisons donc pour tout entier naturel n, 1l s’agit donc d’une suite constante.

.NousavonsO<Tr(A)<2©0<1+a7b<2<:>

6. (a) Un calcul donne AV = (2:2) =(a—b) (jl) Ainsi ‘ AV =qV ‘ avec ‘ g=a— b‘

(b) Nous avons Tr(A) = 2 & a = 1+ b. Ceci donne : A = (lzb > D’autre part, A est

(@2

(b) Puisque —1 < a —b < 1, nous avons —1 < ¢ < 1 donc ||g| < 1.

7. o Soit X € Ker(A—Iy)NKer(A—qls). Alors AX = X et AX =¢gXdonc X =¢X & (¢—-1)X =0 X=0
puisque g # 1 (|¢g[< 1). Ainsi Ker(A — L) N Ker(A — ql2) = {0}.
e On trouve un vecteur non nul dans Ker(4 — ) : V; = 1 f o) Alors : dim(Ker(A — I2)) > 1. Pour

les mémes raisons dim(Ker(A — ¢l5)) > 1. Ainsi, dim(Ker(A — 1)) 4+ dim(Ker(A4 — ¢l»)) > 2. D’autre

part, en utilisant les relations de Grassman, nous obtenons, dim(Ker(A — I5)) + dim(Ker(A — ¢l5)) =

dim(Ker(A — I5) + Ker(A — ¢l3)) — dim(Ker(A — I) NKer(A — ¢I5)) = dim(Ker(A — I5) + Ker(A —
={0}

ql»)) < 2 car Ker(A — I») + Ker(A — gI5) C R2. Des deux inégalités précédentes, nous en déduisons :

dim(Ker(A — I5) + dim(Ker(A — gl5) = 2.

BILAN : |R? = Ker(A — I) & Ker(A — gI). |

8. B= (V4,V) forme une base de R? d’apres la question précédente. On peut donc écrire | Xo = A\ Vi +AV |,

Nous avons L = A\ V; € Ker(A — I), donc

9. On considére P(n) « X,, = L+ ¢"AV ». On veut montrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.

=L

e initialisation. Pour n = 0, L + ¢°AV = L + AV = X,. Ainsi la propriété est vraie pour n = 0.

e hérédité. On suppose X,, = L + ¢"AV. Alors X, 11 = AX,, = A(L + ¢"\V) = AL + q"MAV. Or
AV =qV et AL = L. Donc : X, 11 = L+ ¢""1AV. Ceci prouve I'hérédité.

BILAN : Par récurrence, pour tout entier naturel n, | X,, = L + ¢"AV.

10. D’apres la question précédente, x,, = I, + Ag" et y,, = I, — A¢". Puisque |¢| < 1, ET q" = 0 donc par
n—+oo

combinaison linéaire | lim x, =1[, [et| lim y, =1[,.
n—-+o00 n—+oo -

11. Pour tout entier naturel n, x, > 0. Par passage a la limite, [, > 1. De méme I, > 0. Enfin z,, +y, =1
donne par passage a la limite [, + 1, = 1. Ainsi
12. Si T vérifie AT = T, alors T € Ker(A — I5), donc T = AL. Par ailleurs, si T est stochastique, alors
Az + 1) = 1. Ceci donne A =1 et finalement,
N——

=1

Partie C.

1. A € Ms(R) et A est non inversible, donc rg(A) < 2. De plus, la matrice nulle n’est pas stochastique, donc
rg(A) > 0. Par conséquent, le rang étant un entier naturel, nous avons | rg(A4) =1

(S

10.

. La matrice A = (

a

l—a 1 f b) n’est pas inversible, donc det(4) =0 a—ab—b—ab=0< a =b. Par

, A a .
conséquent | A = (1 Ca 1- a) , avec v € [0, 1].

. 11 s’agit d’un simple calcul.
. D’apres la question précédente, nous obtenons par récurrence immédiate : A” = A. Ainsi, pour n > 1,

X,=A"Xy = qui est donc stationnaire pour n > 1

. La relation A2 = A se traduit par fo f = f. Comme f est linéaire, on en déduit que| f est un projecteur.

alz+y)=0

x .
. e Nous avons <y> € Ker(f) & { (I—a)z+y=0 < x4y = 0 car au moins un des deux nombres «

et 1 — a est non nul. ‘ Une équation de Ker(f) est donc z +y = 0. ‘

e Les deux colonnes de A étant identiques, nous avons Im(f) = vect <1 fn{> . Nous avons donc

uo

u= (z) e Im(f) & det(u,u9) =0« |(1 —a)z —ay =0.

. . . . . -1 .
. Un vecteur directeur de la droite vectorielle d’équation « +y = 0 est u; = ( 1 ) Un vecteur directeur

de Im(f) est ug = <1 fa) Ainsi, le noyau et I'image sont orthogonaux si et seulement si uj.uy = 0 <

1-2a=0&|a=

| =

. Nous avons f (4 (co? ) ( o(cos(6) + sin((?)(e)) Ainsi, || (T (8)]|> = a2 (cos(0)+sin(6))>+

1 — a)(cos(f) + sin
(1 —a)?(cos(0) + 91n(() )2 = (20 — 2+ 1)(cos(0) + sin(6))?.
D’autre part, sin® (0 + ) = % cos(0) + sin(9))2. Ainsi,

‘Hf O)|I? = (4a? — 4o + 1) sin® (0+%) = ((2a — 1)? + 1) sin? (0+%)‘

N
. Nous avons i = 7(0) et ? =7 (%) Ainsi, d’apres la formule précédente,

1A _ [Ga—1)2+1
17| 2

et
IFGI _ [@a—12+1
171l 2

) . - e x; € Ker(f)

e Supposons que f est une projection orthogonale. On écrit alors @ = 21 +x2 avec { o= f(x) € Tm(f)
Puisque Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux, d’apres le théoréme de Pythagore, nous avons donc : ||z||? =
[l ]| + [J2|?. Ainsi :[l2]|* < [|2|* < |If (@)[]* < ||=]]*.

e Réciproquement, supposons que pour tout @ € R2, ||f(z)|| < ||z||. Alors, en particulier ||f( (8))]| <
12 (0)] & [If(Z(0))] < 1. Alors ||f(T(0))|]> < 1. D’aprés C.8, on en déduit en prenant § = T
Iinégalité : (2a —1)2+1 < 1« (2a —1)2 < 0. Un carré étant toujours positif, cette derniére condition
est vraie si et seulement si (2a—1)2=0& a = % Alors f est orthogonale d’apres C.7

BILAN : ‘ f est une projection orthogonale si et seulement si pour tout = € R2, ||f(z)|| < ||z||. ‘

* ok
FIN

* k%
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Devoir surveillé n° 1.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 2 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

Calculatrice et documents interdits ;

— Le sujet est composé de deux exercices que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre ;

Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a €té amené a prendre.

Exercice 1

~Equations, inéquations, signes d’expressions—
? )

1. Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
1 1

1
3 4224+ 8=0; b) -+ —>——;
(a) 2% —da® + b) 2+ 7> 530

(c) m(m + 1)x? + mx + 1 = 0, ott m est un parametre réel; (d) 2z +1 =z —2;

() Vz+l>2—ua; (f)ln(z;;)>;

2. Résoudre 'équation —X2 —4X + 1 = 0. En déduire une factorisation de —2* — 422 + 1, puis le signe de
cette expression.

Exercice 2
—Dérivées et domaines de définitions—

Pour les fonctions ci-dessous :
(1) Déterminer le domaine de définition;
(2) Justifier que f est dérivable sur un ensemble que ’on précisera;

(3) Déterminer 'expression la plus factorisée possible de sa dérivée sur I'ensemble précédent.

(a) @(In())*; (b) eV HHaete,
2 —1Y\ 1—1In(x)
(c) In (1:24_1> ;o (d) TTnG)
* %k
FIN

* Kk Kk
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3m +4 - + +
CORRECTION DU DS 1. “m(Bm + 4) - 10 -

On poursuit donc le raisonnement selon le signe du discriminant :

o m €] —o0; —4/3[U]0; 4oo[. Alors A < 0, donc I'équation n’admet pas de solutions réelles :
Exercice 1: ,

e m = —4/3. Alors A = 0. L’équation admet donc une solution double : 2y =

—m - _ 1 —
1. (a) 2 est solution évidente de I’équation, on factorise donc par x — 2 & I'aide d’une division euclidienne : 2m(m+1) 2(m+1)

1 _ 3. .
2% —da? +8| z -2 =BTt ;
23 9,2 (22 —27 —4
% < o7 =2z 4 e m €] —4/3,0[. Alors A > 0. L’équation admet donc deux solutions distinctes :
—2x +
—22° 4o | mm=/=m{m +3) | mm+/-m(4m +3)
—4z +8 n= 2m(m + 1) b= 2m(m + 1) '
—4x +8
Ainsi, 2% — 422 + 8 = (z — 2)(22 — 2z — 4). (d) Les termes de I’équation sont définis si et seulement si 2z 4+1>0< z > 7%4
On résout maintenant 1’équation z2 — 2z — 4 = 0. Il s’agit d’un trinéme. On calcule alors le dis- Pour = > ,%7 VoigFl=2-2 <{V 2Ztl=2-2
criminant A = 20 = (2v/5)?> > 0. L’équation précédente admet donc deux solutions distinctes : r-220 5
p =222V L 242VF 204+ 1=(z—2)
1 = "5 5, T2 =75 . it xr>2
=1-5 =1++5 20+1=2a"—4do+4
On en déduit donc : 2® —4224+9=0 & (z-2)(2?-22-4)=0 T e>2
sr—2=0o0uz?-2r-4=0 22 —6x+3=0
@w:Qouw:lf\/gouarzlJr\/g. < x> 2
Ainsi ¢ | S ={2; 1— V5 1+ \@} On résout alors I’équation z2 — 6z + 3 = 0. On calcule le discriminant A = 24 = (2\/6)2. L’équation

précédente admet donc deux solutions distinctes : 1 = 3—6 et zo = 3++/6. Parmi les deux solutions

b) Les valeurs interdites sont 0, —1 et —2. Nous ¢ S @
(b) Les valeurs interdites sont 0, —1 ¢ ous avons précédentes, seule xo > 2. Ainsi : | S = {3+ V6}.

pour z # 0, —1 et —2, l + ;1 > 1 5 l 1 T 5 (e) Pour commencer, les termes de I'inéquation sont définis si et seulement si  +1 > 0 < x > —1. De
T T+ x + r T+ T+ . _ . » i i .
(x +1)(z +2) N 2z +2) - 2z +1) 0 plus, le signe de 2 — x est donné par le diagramme suivant :
zz+1)(z+2) zz+1)(z+2) z(@+1)(z+2)
22 44z +2 2 x
& —7=>0 .
z(z+1)(z +2) + 0 - 2-z

Pour obtenir le signe du numérateur, on calcule son discriminant : A = 8 = (2v/2)? > 0. Nous avons
donc deux solutions simples : z; = =2 — /2, 3 = —24 /2. Puisque a = 1 > 0, le trinéme est positif

On distingue alors les deux cas suivants :
a lextérieur des racines, et négatif sinon. On fait alors un tableau de signes pour conclure :

siz < 2. Alors 2—x > 0. Ainsi, pourz > -1, Vz+1>2—-2 ©z+1>(2-z)2car2—2>0

T —00 —2-V2 -2 -1 —2+4+v2 0 +oq ®m2+1>474m+.7:+x2
B) St —5dr+3<0.
x4 4 + 2 + -1 -1 | +
I On étudie alors le signe du trinéme : 22 —5z+3. Pour cela, nous calculons le discriminant A = 13 > 0.
r - S | — — 5—+13
z4+1 _ — =1+ + + On obtient alors deux solutions simples pour équation 22 — 5z +3 =0 : z; = OT,IQ =
2 - - 5+13
. iL T3 nall e ual B % Puisque a =1 > 0, le signe du trinéme est donc donné par le diagramme suivant :
—_— - + -+ ~ o+
z(z+1)(z+2) q) ¢
—lxy 2 22 T
Ainsi, | S =] — 2 - V2; —2[U] —1; =2+ V2[U0; +oc[.‘ T 0 - 0 2% 5043
(c) On distingue trois cas :
m = —1 : L’équation devient alors : —z+1=02=1:|5 . On en déduit Sy =]z1; 2].
~ m =0 : L’équation devient alors : 1 =0 : — Siz > 2 Alors 2 — 2 < 0. Ainsi, pour z > —1, l'inégalité v/ +1 > 2 — z est toujours vérifiée
e is o rac arrée d’ . ; . St At S —19-
— m# —1 et 0: On calcule le discriminant du trinéme : m(m+1)z2+ma+1=0: A = m? —4dm(m+ puisque la racine carrée d'un nombre est toujours positive. On en déduit S =]2; +ool.
1) = —m(3m + 4). Le signe du discriminant s’obtient & 'aide du tableau de signes suivant : Finalement, | S =]z, 400l



f) Pour commencer, les termes de I'inéquation sont définis si et seulement si > 0. Le signe de cette
q B} g
T

expression est donné par le tableau de signes suivant :

T —00 -2 3 400
-3 = — +
z+2 — + +
r=3 -0+
z+2

Les termes de I'inéquation sont donc définis si et seulement si 2 €] — co; —2[U]3; +o0].

Pour z €] — o0; —2[U]3; +o0l,

z—3 1 z—3 12 . . . .
In > - & > e'/“ car la fonction exponentielle est strictement croissante
T+2 2 T+ 2

@f;g—ﬁ>0

(IS TEY VR

& (1—+ve)xz— (3+2y/e) <0car z+2 <0 pour z € —oo0; —2[U]3; +o0o]
S (1—Ve)x <342/

3-"_72\/Ecalr1—\/5<0

ST >

Ainsi, | S =

2. Le discriminant de cette expression est A = 20 = (2/5)2 > 0. L’équation admet donc deux solutions
distinctes : 1 = % =5 -2,z =12, = %g/g = —/5 — 2. Ainsi, .
Posons X = z2. L’expression devient alors : —X?2 — 4X + 1. D’apres précdemment, la factorisation est :
a(X —21)(X —22) = —(X — 21)(X — X2). On en déduit alors :

—at — 422 +1 = —(2? — z1) (2% — 22)
2

= (2 = (V5 -2)) (> +V5+2)
= 7<m7\/ﬁ> (m@)@%ﬁﬁ) car v/5—-2>0.

Pour déterminer le signe de I'expression E ci-dessus, on fait alors un tableau de signes :

z —o0 —VV5-2 VV5-2 4
z—VV5 -2 - -

+ [+ |+

e+ VE-2 — +
a2 +5 42 + +
E - + -

Exercice 2:
On note D le domaine de définition des fonctions & étudier pour chaque exemple ci-dessous.

(a) D = {z € R/z > 0} =]0; +oc[. Posons f(z) = z(In(x))%. Nouas avons f(z) = zu(z), avec u(x) = In(z)%.

Par produit de fonctions dérivables, u et f sont dérivables sur D, et :
VeeD, f'(z) =u(z)+au(z)

= (In(2))* + 2(2 In(z)) car v'(z) = ZIn(z)

= (In(z))? + 2In(z)

)
= [In(@)n(a) +2)]

(b)

o
-~

(d)

D = {1 eR/2?+3x+4> O}A On calcule le discrimant du trindme : A = —7. Puisque a = 1 > 0, le
trindme est toujours srictement positif, d’ott . Posons f(z) = eV** 374 Nous avons : f(z) = )
avec u(z) = Va2 + 3z — 4. Puisque le trinéme ne s’annule jamais, par composition, u est dérivable sur R,
2x+3
et Va € R,u/(z) = e
2va? + 3z +4
VreR, fl(z) =u(z)e"®
2z +3 VRT3 |
2Va? + 3z +4

> 0}. Puisque 22 + 1 > 0, le signe du quotient est donné par le signe du numérateur,

. Toujours par composition, f est alors dérivable sur R, et :

2
x4 —1
D=qxeR
{ /zz +1
qui est un trinéme tres classique : il est strictement positif & 'extérieur des racines qui sont —1 et 1. Ainsi :

21
‘ D =] — o00; —1[U]1; 4o0] ‘ Posons f(z) =In (Iziﬂ) Alors f(z) = In(u(x)), avec u(x) = ;2—;; Puisque
T
22 +1 > 0, par quotient u est dérivable sur R et :

2z(2? +1) — (22— 1)2z 4z

Vo € R,u/(z) = EFEE BRI,

Par composition, f est dérivable sur D et : Vo € D, f'(z) = 'u(t')
4z
4x

) 1—1In(z)
b= {g/ < R/l + In(z)

Nous avonsde plus: 1—In(z) >0 < 1> In(z)
< e > x car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

> 0}. Les termes de I'inéquation précédente sont définis si et seulement si z > 0.

En raisonnant exactement de la méme fagon : 1+ In(z) > 0 <z > % On fait alors un tableau de signes :

x 0 1/e e +o0
1—In(z) + + -
1+ In(x) — + +
1—In(z)
1+In(z) - +¢ B
ons £(z) = | E2@) (S avons £(2) = /(@) avee a(z) = @) b . .
Posons f(z) = T+ In() Nous avons f(z) = y/u(z), avec u(z) = T+ In() Puisque 1+ In(z) # 0 pour
x € D, par quotient de fonctions dérivables, u est dérivable sur D, et :
—(1/z) x (1 +In(z)) — (1 — In(x)) x (1/z) 2
D / x) = = — .
Vo € D,u(z) 1+ m@)? 2(1+ n(@))?

De plus, pour z € D \ {e},u(x) > 0. Ainsi, par composition, f est dérivable sur D’ :]ée; elet : Vo e D',

vy W@ | [1+In(@) -1
7@ = 2 =\ e s e |

* Kk k
FIN

* ok x
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Devoir surveillé n° 2.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 3 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits ;

— Le sujet est composé de deux exercices et d’un probleme que ’on pourra traiter dans ntmporte quel ordre ;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1

—Questions en vrac—

Les 6 questions sont indépendantes
1. Résoudre I'inéquation : e > de~®.
2. Résoudre ’équation : ch(z) = 3.
3. (a) Montrer que pour tout z > 0, sin(z) < z et pour tout z < 0,sin(x) > z.
(b) En déduire que pour tout x € R, 1 — ””—22 < cos(z) < 1.
4. Résoudre 'équation : 22 — (8 + 6i)z — 38 = 0.
5. On pose : B = ﬂ
(\/g _ 3@)14
(a) Mettre B sous forme algébrique.
(b) Résoudre : e* = B.

eine _ 1

6. Pour n € N*, On pose : A = ———.
e —1
(a) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles A est définie.

(b) Soit x tel que A soit définie. On note : Re(A) la partie réelle de A, et Im(A) la partie imaginaire de
A. Montrer que;

(n—1)x 3 nw . (n—1)z . na
cos ( ) sin sin ( ) sin (22
Re(4) = — (2), Im(4) = > )sin (%)
sin () sin (£)
(¢) En déduire la partie réelle de : Z = %@W,
Exercice 2
~Un calcul de cos (£5) et sin (5%)-

1. Exprimer cos(4x) en fonction de cos(x) (Rappel : (a + b)* = a* + 4a®b + 6a2b? + 4ab® + b?).
2. Résoudre I’équation : 16z* — 1622 + 2 — /3 = 0.

3. Déduire des questions précédentes la valeur de cos (214>

4. En déduire : sin (214) — 8 — 2\26 — 2\/5.

T.S.V.P



) Probleme 1
—Etude d’une fonction trigonométrique—

i 1
On considere la fonction définie par : f(z) = %
—cos(z) +/3
1. (Question préliminaire) Déterminer 7 et 6 tels que : v/3cos(z) — sin(z) = rcos(f), puis résoudre

I'inéquation : v/3 cos(z) — sin(z) > 1.

2. Déterminer le domaine de définition de f.

3. Expliquer pourquoi il est possible de restreindre I’étude de f sur [—m; .

4. Expliquer pourquoi f est dérivable sur R, puis donner une expression de f’(z) sous la forme la plus
factorisée possible.

5. A laide la question préliminaire, en déduire le tableau de variations de f sur [—m; 7.

6. Déterminer une équation réduite de la tangente en 0, puis tracer le plus précisément possible la courbe
représentative de f.

* * *
FIN
* % K
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CORRECTION DU DS 2.

Exercice 1:

1.

3.

Pour tout 7 € R, nous avons : €* > 4de~* < In (c’2 > In(4e™%), car In est strictement croissante
< 2?2 > In(4) + In(e™), (propriétés algébriques du logarithme)
2?2 >hn4) -z
& 22+ z—In(4) > 0.
On étudie le trindme précédent : le discriminant est : A = 1+41n(4) > 0, nous avons donc deux solutions
= 717@, To = “lty 2+41n(4). Puisque a =1 > 0, le trindme est strictement positif

distinctes : x;

a Pextérieur des racines, donc ‘ S =] — o005 x1[Ulag; +oo] ‘

. Pour tout = € R, nous avons : ch(z) =3 & # =3

Se’+e =6

& et(e” +e ") =6e” car e” # 0

& e+ 1 =6e"

e —6e”+1=0

& (%) —6e” +1=0.
Posons X = ¢?, 'équation précédente devient alors : X2—6X+1 = 0. On résout le trindme. Le discriminant
A = 32 > 0. Nous avons donc deux solutions distinctes : 1 = # =3-2V2, 25 = % =3+2V2.
Par conséquent :

ch(z) =3 S e =3-2V2 oue® =3+2V2

>0
< In(e®) =In (3 —2v2) ou In(e”) = In (3+2V/2) car In est strictement croissante
<:>z:1n(372\/§) 0uz:ln(3+2\/§).
5= {1n(372\/§); ln(3+2\/§)}

(a) Posons : f(z) = z — sin(z). f est définie sur R et dérivable sur R par somme. Ainsi, pour tout
z € R, f'(x) = 1—cos(z) > 0 car cos(z) < 1. On en déduit que f est croissante sur R. Par

Ainsi,

conséquent,
e pour x > 0, nous avons : f(x) > f(0
~~
=0
e pour z < 0, nous avons : f(z) < f(0) & ;
=0

L’inégalité cos(z) < 1 est claire. Pour démontrer I'autre inégalité, posons f(z) = cos(x) + % -1
La fonction f est définie sur R et est dérivable sur R par somme. Donc, pour tout z € R, f'(z) =
—sin(z) + . Le signe de la dérivée a été étudié précédemment, nous avons donc le tableau de
variations suivant :

=

+00

] 0
f'@) -0

N

Nous en déduisons donc que pour tout réel z, f(z) > 0|1 — % < cos(x) |

4. On calcule le discriminant du trinéme : A = 180 +96i. On cherche alors w € C tel que w? = A. Pour ceci,
. 2=A
nous posons : w = x+iyn, avec (z; y) € RZ. Alors: w?=A & 7‘“;}”2‘ BN

02 — y? + 2izy = 1 3i
sl Ty + 2izy 80 + 961

22 4+ y? = 204
22 —y? =180
e 4 y?=204
2zy = 96
222 = 384
s 2 =24
zy =48
% =192
s =12
Ty =48

z=8/3ouz=—-8/3
S r=2/3ouz=-2V3
zy =48
z=238/3 z=8/3
{ y=2v3 ou { y=2V3 car xy > 0
Nous prenons donc par exemple : w = 2v/3(4 4 4). Les solutions du trinéme sont donc : z; = *g;w =
4-4V3+i(3—V3), o= =5 =4+ 4/3+i(3 + V3).

Finalement : ‘ S = {4 —4V3+i(3—V3); 4+ 4V3+i(3+ \/5)} . ‘

5. (a) On met dans un premier temps sous forme trigonométrique : z; = —V3+iet zn =3 —3i. Le
numérateur est classique : z; = 2¢97/6, Pour le deuxiéme, le module est 2v/3 et 25 = 2v/3 (% - @) =
13
. z
2v/3e7"/3, Par conséquent : B = ﬁ
23
2 913 ,i657/6

T (2/3)Me—itdn/3

£1937/6
PR
On cherche la mesure principale de QBT”. Pour ceci, 9327;/ 6 = % = 7,75. Le nombre de tours est donc
. . g —96)7 . .. —V3.
8. Ainsi : BT _ 8 x 277 = 997 — 1 par conséquent : B = 2 (cos (5F) +isin (5F)) = 2\?){2.

(b) On pose z = a + ib, avec (a; b) € R2. Alors la forme trigonométrique de eZ est : e®e®®. Par identifi-
cation des formes trigonométriques, nous en déduisons :

=B et 1: Tg,e";‘/z. )
ay — _1_
& n(e lf n (2-37) car In est strictement croissante
b= FF[27]
& Zf :?[1;;]3) —In@2) (propriétés algébriques du logarithme).
2

Finalement,

5= {77111(3) (@) +i (,g +2%n), ke z)} ‘

6. (a) A n’est pas définie lorsque : e’* =1 < & = 0[27]. Ainsi, A est définie pour |z # 0[27].



(b) On factorise par 'angle moitié : A

mz/z( inw/2 _ ,—i

nar/2)

/2 (/2 — =i /2)

eint/29; gin ("71) (

, (formules d’Euler)

0. II ne reste donc que deux possibilités :

M ~ 0,99 ou %M ~ 0,13. Pour trancher, on

utilise 'encadrement 0 < & < I, ce qui donne, la fonction cosinus étant strictement décroissante sur

[0; §

s

V3

24 67

< g3 < 1. Par conséquent :

eiv/22sin ()
Sm( ) iln—1)z/2

_ bm(L) cos ((w 1>w) +7:Sf,“(fz) <in ((n;l)w)_

Ainsi, | Re() = 5205 (o0 <M> () < S0 o <(n;1

sin (%)

= Re(A) cos(z)—Im(A) sin(z)+i

AM

(c) Z = (Re(A)+ilm(A)
Par conséquent :

Exercice 2:

1. D’apres la formule de De Moivre :

cos(4x) + isin(4x)

= (COE((L) +isin(z Nt
= cos*( )s
4

z) + 5i cos
= (cos?(z

) + 4 cos® (1)1 sinl
3w

r) — 6 cos?(z) sin

(z))+6 cosd( ) (i blH(I))2 + 4 cos®(z)(i bin(z))3 + (isin(x))*
4i coa(r) sin®(z) + sin*(z)

in(z) — ()cos () sin?(z) —
) sin(z) — 4 cos(z) sin®(2)) .

(z) +sin*(x)) +i (4cos’(z

En identifiant les parties réelles, nous obtenons alors :

cos(4x) = cos

(z) (

() 76(,0§2<

5! (z) *(
(

4(x) — 6cos?(x) sin®(x )+51n (x)

x)(1 — cos?(z)) +

) + 6cos? () + 1 — 2cos?(z) + cos*(x)
(

‘80054 z) — 8cos?(z) + 1. ‘

(1 — cos?(2))?

2. On pose X = x2, on se raméne alors & 'équation : 16 X2 —16X +2—+/3 = 0. On calcule le discriminant A =

64(2++/3) > 0. Nous avons alors deux solutions réelles distinctes :

Ainsi :

Finalement, | S

—b—vA . — —b+VA
X1 =75 P Xy =%
_ 2-V2+V3 _ 24243
- 1 - 1

1624 — 1622 +2—V3=0 < a2=2= ‘fJ”/gouZZ*w

1
_ V223 z+ __V2-V2+vB ou
- 2

_ V2+V2+VB
= 5 ou x

\/27\/2+¢§_ _\/2
5 ;

f\/m, V24vai VB (24 v2i B
2 ' 2 T 2

3. En prenant = 77 dans I'expression trouvée au 1., nous obtenons :

7 = () = os(137) = st (57) - st (57) 1.

Par conséquent : 8 cos* () — 8cos? (&) +1— § =0 16cos* ()

Ainsi cos (35

résolue. cos

est solution de ’équation :

—16¢os? (&) +2—V3=0.

162* — 1622 + 2 — /3 = 0. Cette dernitre a été précédemment
24) correspond donc a l'une des quatre expressions avec radicaux obtenues en 2.. Or, cos (ﬁ) >

} ° 2
~—
~0,87

sin (35) = 21
sin(g5) =4\1- 2t 4“‘6
_ . /2=V2+V3
= 1
_V2-vV2+V3
= 2
2y/2—v/2+V3
= 1
4(2—/24V/3)
1
8—44/24+/3)

YAV IS

_/8-2¢/4(24+V3))

= 1

_\/8-2¢/8+4V3))
1

On 1(‘marquo enfin que (\f + f)z

( )
Ct
24

24v2+3
e

4. Pour calculer, sin ( = ) nous utilisons la relation fondamentale : cos? (ﬁ) + sin? (ﬁ) =1, ce qui donne

1 —cos? (£) (car sin (Z) > 0). Ainsi :

(V6)? +2v6v2 +v/2)? = 6 + 2112 + 2 = 8 + 41/3, ce qui prouve

_V2HV24VB
.

e V8+4v3

Probleme 1:

1. \/gcos(x)fsin(x) =

D’aprés précédemment :

On pose X = + §. L’inéquation devient alors : cos(X) > cos

Ainsi, cos (z+ ) > cos

=V6+V2, puisque

8 4+ 44/3 > 0. Finalement, nous obtenons :

V8 —2V6-2V3

() = 2

s(z) — %%m(r))

cos(z) + sin (— %) sin(x))

V3cos(z) —sin(z) >1 <« 2cos(z+%) >1

G

& cos (T + %) %
& cos(z+ %) >cos(3).
(%) Graphiquement :

+

AN



o

w

. L’équation de la tangente en 0 est de la forme : y = f/(0)z + f(0). Ici, f/(0) = (\%37:11)2 =Z5="3

- -
Ainsi : S—]T, E[ [27].

. Puisque — cos(x) > —1, nous avons : — cos(z) + v/3 > 2. Ainsi, le dénominateur ne s’annule jamais, donc

D; =R

. f est 2m-périodique. En effet :

sin(z + 27) + 1

—cos(x +21) + /3
31 1
= _sin@)+1_ car cos(z + 2m) = cos(x) etsin(z + 27m) = sin(x)
—cos(z) + V3
= f(x)
Ainsi, il suffit de restreindre 'étude de la fonction & un intervalle de longueur 7 : [—7; 7). On en déduira
la courbe représentative sur R en translatant la courbe représentative obtenue sur [—m; «].

f(x+2m))

. Pour tout réel z, nous avons f(z) = % avec u(z) = sin(z) +1 et v(x) = — cos(z) ++/3. Par somme, u et

v sont dérivables sur Ret u/(z) = cos(;))7ct v'(z) = sin(z). De plus, v ne s’annule jamais sur R, donc par
o' (z)v(x) — u(x)v'(z)
v?(x)
_ cos(x)(— cos(z) + V/3) — sin(z)(sin(z) + 1)
(= cos(z) + v/3)?
— cos?(z) + V3 cos(x) — sin®*(z) — sin(z)
(—cos(x) + \/E)Z s
V3 cos(z) — sin(x) — (cos?(z) + sin®(x))
| —

quotient, f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) =

(= cos(z) + V/3)? -
V/3cos(z) —sin(z) — 1
(“cos(z) + VB

. Pour obtenir les variations sur [0; 7], on étudie le signe de f’. Un carré étant toujours positif, d’apres

'expression obtenue en 2., f est du signe de v/3cos(z) — sin(z) — 1. Or, pour z € [—7; ,v/3cos(z) —
sin(z) — 1 < v/3cos(z) —sin(z) > 1 < z € [0; Z[. On en déduit alors le tableau de variations :

T

x -7 ™

=
/(@) - 0+ -

0 g

1 _ V341

De plus, f(0) = @ Par conséquent,

I’ équation de la tangente & la courbe représentative en 0 est : y = ‘/52“ (z +2). ‘

On note C' le courbe représentative de la fonction f.

A

* kK
FIN
* kK



Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
mercredi 1 Décembre Mathématiques TSI-1

Devoir surveillé n° 3.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 3 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits ;

— Le sujet est composé de deux exercices et d’un probleme que l’on pourra traiter dans ntmporte quel ordre ;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1
—Deux exercices indépendants—

y' + 2y +2y =x(—x+ %)e’z
1. On cousideére le probléme de Cauchy : (S) y(0) =a , avec a et b deux réels fixés.
y'(0) =0
(a) Résoudre (S).

(b) Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles 'unique solution du probléme de Cauchy est la fonction
f définie par : f(z) = (44 x — 22%)e™", puis calculer : lim f(z) et lim f(z).
r—+00 T——00

- =
2. On consideére le repére orthonormé direct R = (O; 4, j ) et M un point point d’affixe z. Soit le nombre
—4 -2
complexe : Z = % Préciser la nature de I'ensemble des points du plan tels que (a) Z est réel; (b)
z i

Z est imaginaire pur; (c) |Z| = 2.

Exercice 2
—Un exemple de droite de Simson—

- =
Dans le repeére orthonormé direct R = (O; i, j ), on considere les points : A(4; 6), B(5; 5) et C(6; 2).

1. (a) Déterminer une équation cartésienne des droites (AB) et (AC).

9

(b) Déterminer une équation cartésienne des médiatrices de [AB] et [AC] puis les coordonnées de leur
point d’intersection.

(¢) Donner une équation cartésienne du cercle circonscrit au triangle ABC, c’est & dire le cercle de centre
le point d’intersection des médiatrices et passant par A, B et C.

2. Soit M (a; b) un point du plan. On note Hy le projeté orthogonal de M sur (AB), Hj le projeté orthogonal
de M sur (AC) et Hs le projeté orthogonal de M sur (AC).

(a) Déterminer une équation cartésienne de la droite perpendiculaire & (AB) passant par M en fonction
de a et b. En déduire les coordonnées de Hj.

(b) En effectuant des calculs similaires, nous obtenons : Hy (4=22+28; =2044b+14) of f, (0=30460, —3a49b420)

T T
Calculer det <1OH1H2, 10H>H3 ) en fonction de a et b. En déduire Hy, Ho, Hs alignés < M est sur
le cercle circonscrit au triangle ABC.

Probleme 1
—D’apres concours ATS 2009—



On note (H) ’hyperbole d’équation cartésienne y = é dans un repere orthonormé (0;7,7) du plan. On
souhaite déterminer les coordonnées (a,b) du centre 2 du cercle (C) qui passe par O et qui est tangent en un
point M (t, 1), teR* a(H).

Dire que le cercle est tangent au point M a ’hyperbole (#H), c’est dire que M € (C) N (H) et que la normale
(N) & (H) au point M contient le centre £ du cercle (C).

1
1. (a) Donner les composantes d’un vecteur ? tangent a (H) au point M (t, t)'

t
(¢) Ecrire que le point Q(a,b) appartient & (N) et en déduire qu'une relation (1) liant a, b et ¢ est :
(1) :atd —bt=t*—1
2. Eerire que 002 = M2 et en déduire qu'une relation (2) liant a, b et ¢ est :

(2):at3+bt:%(t4+1)

1
(b) En déduire une équation cartésienne de la normale (N) & (H) au point M <t, >

3. Déduire des relations (1) et (2) une représentation paramétrique des centres {2 quand ¢ varie.

4. On souhaite étudier la courbe (I') dont une représentation paramétrique est :
3tt—1 —t*+3
t) = ——— et t) = —— avec t € R*
#l) = = y(t) = = av

(a) Montrer que la courbe (I') admet une symétrie de centre O.
1 1
(b) Calculer (t) et y (t) En déduire une nouvelle symétrie pour la courbe (I').

(c¢) Expliquer pourquoi on peut se contenter d’étudier les variations de z(t), y(t) quand le parameétre ¢
appartient a l'intervalle ]0; 1].

5. Donner le tableau des variations conjointes de z(t), y(t) pour ¢ €]0; 1]. Donner les coordonnées du point

A= (z(1),y(1)), en déduire celles de B = (z(—1),y(—1)).

- =
6. Voici (fig. 1) dans le repere orthonormé (O; i,7 ) les graphes de (H) en pointillé et de (T') en gras, et
les premiere et deuxieme bissectrices.

Les deux branches de (') sont divisées par la premiere bissectrice en 4 parties (I'1), (I'z) limitées par A,
(T'3), (I'4) limitées par B.

(a) Préciser, en le justifiant, la partie de (I') obtenue quand ¢ €]0; 1].

6,
|

|
|| (b) Déterminer les parametres ¢ et
I's 4 to des points doubles P; et Ps,
1 (utiliser le fait qu’ils sont inva-
1
|\ riants si on change ¢t en —-).

T o[ ! On ramenera leur recherche a la
\ résolution de I’équation

A X T3 -3T%2-3T+1=0,
e de racine évidente —1, et on jus-

s Sup— — % v} 5 tifiera qu’il n’y a que deux points
o 1

~ doubles, et que to = —-
{ ‘B q 2 t
\ D (c) Déterminer les coordonnées de
2

v F T; P; (on pourra calculer d’abord
\ y(t1) puis y(t1)? pour trouver
une simplification).

* * Kk
2 FIN

* Kk Kk

fig. 1
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CORRECTION DU DS 3.

Exercice 1:
1.
(a) o Equation homogéne : L’équation caractéristique est : 72 + 2r 4+ 2 = 0. Le discriminant est égal &
—4 < 0. Nous avons donc deux solutions complexes conjuguées : r; = —1 — 4, 7o = —1 + i. Par
conséquent :

‘SH = {(Acos(z) + Bsin(z)) e™", (4; B) € R*}. ‘

e Solution particuliére : On cherche yp de la forme : yp(z) = (az® + bz +c) e, avec (a; b; ¢) €
|\ —

Q(x)

R3. Nous avons ainsi :

yp solution & yh(z) + 2yp(z )+2JP 0) = x(—x + )" .
Q') - 20/) + QW) +2Qx) ~ Qa))e™ +2Q(w)e = (-~ + e
<:>Q”()+Q() x+%$cae #0
s ar’ +br+ (2a+c) = -2+ ia

a=-1
e{ b=1%
c=—-2a=2

2

. 1
Une solution particuliere est donc : | yp(z) = <712 + -+ 2> e

e Synthése : L'ensemble des solutions S de 1'équation différentielle y” + 2y’ + 2y = x(—a + 1)e™

est donc : | S = {(Acos( ) + Bsin(z) — 22 + %x + 2) e " (A; B) e R2} .

e Probléme de Cauchy : D’aprés précédemment :

y(z) = (Acos(z) + Bsin(z) — 22 + 2+ 2) ™"
(8) &1 y0)=a
y'(0) =0
y(z) = (Acos(z) + Bsin(z) — 2 + Jx +2)
S A+2=a
y'(0)="b

cos(z) — (B + A)sin(z) + 22 — %z — ‘%)e*z
y(z) = (Acos(z) + Bsin(z) — 2% + fz +2) e®

&< A=a-2
B=b+a— %

& |y(z) = <(a —2) cos(z) + (b +a-— %) sin(z) — 2% + %r + 2) e

(b) D’apres la question précédente, I'unique solution du probleme de Cauchy est f(z) = (—a?+ 3z+2)e™

a=2

b=

si et seulement si : { 3
2

e Limite en oo : Nous avons f(z) = 2%¢™® (=1 + & + % ). Par croissances comparées : lim ae™*=
T—>+00

1 2
0, et par opérations élémentaires, lim | —1+ — + — |= —1, donc par produit :| lim f(z
z—+00 2¢  x? z—+00

e Limite en —oco : Nous avons f(z) = L%zz (71 + ﬁ + :1:2) D’une part : lim e”= 0%, donc par
Tr——00
1

1 2
quotient : lim e +00. De pluq hm 2’= +oo et lim ( 1+ —+ ): —1. Ainsi, par
T o0 z——00 2r a2

produit : | lim f(z)= —cc.
Tr——00

2. Nous remarquons que Z est défini si et seulement si z # —2 —i. On pose z = a + ib avec (a; b) € R2. On
met Z sous forme algébrique :

_atib—4-2

IRy

N Ea+2§+i(b+1;
a—4)+i(b—2))((a+2)—i(b+1)

(@+2)2+(®+1)
(a—4)(a+2)—ila—4)b+1)+i(b-2)(a+2)+(b—-2)(b+1)

) (a+2)2+ (b+1)2
(a*>—2a—8+4+b>—b—2)+i(—(ab+a—4b—4) + (ab+ 2b— 2a — 4))
(a+2)2+ (b+1)2

a2+ —-2a—-b—10 . —3a + 6b
(a+2)2+(b+1)2 H(a+2)2+(b+1)2

P . L L N . - b =
(1) Z est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, c’est a dire si et seulement si : { ((L3ab;r7i (=2, —1) &
5

M (a; b) appartient & la droite D d’équation cartésienne : © — 2y = 0, puisque (—2; —1) n’appartient pdb aD.

(2) Z est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle, c’est & dire si et seulement si :
{ a?+b*—2a—b=10

(a5 b) # (=2 —1)
(=2; =1). Deplus: a?+y? -2z —y =10 (x —1)*+ (y — %)2 =4 L’ensemble des points M du plan tels
f

< M(a; b) appartient & 'ensemble d’équation : 2% + y% — 2z — y = 10 privé du point

que Z est imaginaire pur est donc le ‘ cercle de centre Q(1; %) et de rayon R = 2¥2 privé du point (—2; —1).

—4+ib—2
(3) D’aprés précédemment, Z = % Les propriétés algébriques du module entrainent : |Z| =
la—4+i(b—2)] (a—4)2+®B—-2)2 . .
— = . Ainsi :
la+2+i(b+1)] (a+22+(D+1)?

1Z|=2 < |Z|>?=4car |Z]| >0
s (a—4)2+(b—-2)?2=4(a+2)>+4(b+1)?
< a?—8a+16+b> —4b+ 4 = 4a® + 16a + 16 + 4b*> + 8b + 4
© 3a® +3b% +24a+ 126 =0
S a?+b?+8a+4b=0
S (a+4)’+(b+2)2=20

L’ensemble recherché est donc le | cercle de centre A (—4; —2) et de rayon 2v/5.

Exercice 2:
1. (a) o Equation cartésienne de (AB) :
(AB)={M eP/ det(m, E) = 0}. Comme A—>M< Z:g ) et E( 71 ), nous avons :
dct(m, E) = (z—4) x (=1) — (y — 6) = —2z — y + 10. Une équation cartésienne de (AB) est

donc : |z +y —10=0.



o Equation cartésienne de (AC) :

(AC)={M eP/ dct(m, ﬁ) = 0}. Comme m( Z:g ) et @( _i
det(m, @) = (v —4) x (—4) — 2(y — 6) = —4a — 2y + 28. Une équation cartésienne de (AC)
est donc : |2z +y— 14 =0.

), nous avons :

(b) o Equation cartésienne de la médiatrice de (AB) :
Le milieu I de [AB] a pour coordonnées : (§; 1'). La médiatrice de (AB) est par définition

_9
I’ensemble des points M du plan tels que : r)M@ = 0. Comme 171) < ;_ t > et @ < 171 ),
2

—
nous avons : I3.AB = (@—2)x (-1)+ (y— &) = —z + y + 1. Une équation cartésienne est

2
donc:|—xz+y—1=0.

e Equation cartésienne de la médiatrice de (AC) :
Le milieu J de [AC] a pour coordonnées : (5; 4). La médiatrice de (AC) est par définition

— z—
I’ensemble des points M du plan tels que : JM.E = 0. Comme m < Z* i > et E ( 274 ),

-
nous avons : JM.AG = (x —5) x 24 (y —4) x (—4) = 2z — 4y + 6. Une équation cartésienne est
donc : | —x 42y —3 =0.

Les coordonnées du point d’intersection des deux droites, s’il existe, sont les solutions du systéeme :

- =1 . N — =1

{ _; i 32/1/ _3 Ce systeme est équivalent au systeme : { _; : y_2

systéme s’obtient en faisant la différence des deux lignes du premier systéme). Ainsi le systéme admet

une unique solution, ce qui prouve que les deux droites sont sécantes et que le point d’intersection

(la deuxieéme ligne de ce

‘ Q a pour coordonnées : (1; 2). ‘

(c) Par définition, § est le centre du cercle circonscrit. Le rayon du cercle est égal 4 QA = /(1 —4)2 4 (2 — 6)3 =

5. Une équation cartésienne est donc : ‘ (z—1)2+ (y —2)* = 25. ‘

2. (a) @ A 1 est un vecteur orthogonal a notre droite. Une équation cartésienne de cette derniere
est donc de la forme : x — y + ¢ = 0. Comme M appartient a cette droite, nous en déduisons :
¢ = —(a—b). Une équation cartésienne est donc de la forme : |z —y — (a — b) = 0.

e Les coordonnées de H; sont solutions du systeme :
z+y=10 o z+y=10
—z+y=—-a+b 2y =—a+b+10

y = —atbtlo
A { U 104e-b
xTr = D) .

Ainsi : ‘ H,y (10£a=b; 10+b=a), ‘

—— —— | —3a+b+6 —a+b+4
(b) o det(10H; Hy, 10Hy Hs) 7‘ P e

= —3a® + ba + 6a — 3ab + b? — 8b + 24a + 6b — 48
—(—a®+ ba + 4a — 3ab + 3b? + 12b + 22a — 22b — 88)
= —2a% — 2b? + 4a + 8b + 40

=[~2(a® +1* — 20— b~ 20).]

o Hi, Hs H alignés < det(10H, Hy, 10H;Hy) = 0
S a?+b?—2a—-4b-20=0
Sa-1)2+(b-2)2=25
‘ < M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

Probléeme 1:
1. (a) On pose : z(t) =t et y(t) = 1. Les fonctions = et y sont définies sur R* et dérivables sur ce méme

ensemble par opérations élémentaires, et : V& € R*, @/(t) = 1, y/(t) = —%. Un vecteur T tangent a

I’hyperbole en M est donc ? ( 11 ) .

N

wt

. En sommant (1) et (2), nous obtenons : 2at> = 1(3t> — 1) <

(b) (M) = {N(z‘; yeP/MNT = 0}

]
=
=8
e}
=
)
=
=l
=
N
8
|
s
~
@
=
=l
/~

), nous avons :

N(; y) eP ©a—t—Hy—
cr-4+%

Quitte & multiplier par ¢3 # 0, une équation cartésienne de (N) est donc : Pr—ty+1—tt=0.

(¢) On note Q(a; b). Puisque Q € (N), nous avons : t3a —bt +1 —t* =0 < |at® —bt =t* —1]: (1).

. Puisque Q2 et O appartiennent & (C), nous avons : Q0% = QM? & 00? = MQ2. Dans le repére orthonormé

considéré : 0N = a® + 0% et MQ? = (a—1)? = (b—1)? = a®> +b? — 2at — 22 + % + L. Ainsi :
O =MQ? ©a?+b?=a+b—2at—22+12+ %
e2at+2b =124+ %
< 2at3 + bt = t* +1 (on multiplie part? # 0 )

o at3+bt:%(t4+1) (2)

. De la méme fagon, en faisant

4
(2)-(1), nous obtenons : 2bt = 1(—t4 4+ 3) < |b= t4t+ 34

Ly =301 a1 g
o {20

(=)t ity
y(—t) = =S = =08 — (1)

. Nous avons donc une symétrie de centre I'origine.

t 4t
De méme, nous obtenons : y(%) = z(t). Nous avons donc une symétrie de la courbe paramétrée par
rapport a la droite d’équation : y = x.

P 4
(b) z(}) = ‘3{;’/,;1 = 32 (on multiplie par t* au numérateur et au dénominateur). Ainsi, z(L) = y(t).

(c) e Puisque : t €]0; 4+oo[< —t €] — 0o; 0[, d’aprés (a), nous pouvons restreindre I'étude & ]0; +oof,
puis on completera le tracé du support par symétrie par rapport a 'origine;

e Puisque : t €]0; 1] & % € [1; +ool, d’apres (b), nous pouvons restreindre I’étude & , puis on

completera le tracé par symétrie par raport a la droite d’équation y = x.

. x et y sont des fractions rationnelles, donx dérivables sur leur domaine de définition qui est R*. De plus,

vt € R*,
1263 x 4¢3 — (3t — 1) x 12¢2 —413 x 4t — (—t* 4 3) x 4x
() = (32 ) y't) = ( 2 )
(4¢3) 4t
_1262(4tt = 3tt 41) _A(—4at 411 - 3)
166 - 16£2
HEIGES)) BEIGESY!
o4t - 4¢2

11 nous reste & étudier le signe de 2'(t). Puisque t* > 0, t2 > 0 et t° > 0, nous avons Vt €]0; 1],2'(¢) > 0.
De méme, y/(t) < 0. Nous en déduisons le tableau de variations :

t 0 1




lim (3t* —1) = -1
tin (31 1)

Limites en 07 :

Bla(-1)s 4(-1) = (-a(0) 91 s B (35 ~)-

. : (par quotient)
ot t—0+
o

Par symétrie de centre I'origine :

5. (a) Nousavons: lim z(t) = —occ et lim y(t) = +oo. Nous avons donc une branche infinie en 07 située sur
t—0+ t—0+

la partie du plan délimitée par : x < Oety > 0. Lab

plus, cette derniére passe par A. Par conséquent, lorsque ¢ €]0; 1],

ranche obtenue ne peut donc étre que I'y ou I's. De

la branche correspondante est I'y. ‘

(b) Nous constatons graphiquement la présence de deux uniques points doubles Py et P,. Nous remar-

quons par ailleurs qu'ils se situent sur la droite d’équation : y = —z. Par conséquent, si (z(t); y(t))
représentent les coordonnées de Py ou Py, nous avons : @ (—+) = —z (1) = —y(t) = 2(t). De la méme
14 4
. —(7) +3 —t*+3
fagon : y (—1) = y(t). Par conséquent : y (—1) =y(t) < # = T;—
- -3 —t'+3
7
/ 1
edt | -3 =-(-t"+3
(-3) =7+
1 3
e e
3 + t

S1-3th =543 car 3 £0
<10 —3tt - 32 +1=0.

Posons : T = 2. L’équation devient : 7% — 3T% — 3T 4+ 1 = 0. Nous constatons que —1 est racine
évidente. Nous faisons alors une division euclidienne de 7% — 372 — 3T +1=0par T +1 :

T3 —372% 3T +1
T 472
—4T? —3T +1
—4T? —4T
0 T+1
T +1
0 0

Ainsi: T3 —3T% = 3T + 1= (T + 1)(T? — 4T + 1).
Nous calculons le discriminant A = 12 du trindéme

T +1
T? —4T +1

: T? — 4T + 1. Ce dernier est positif, nous avons

donc deux solutions réelles distinctes : 7y = 2 — /3, Ty = 2+ /3. Ainsi :

y(-3) =yt) et?=-lout?=Tiout*=T,

St=v2-V3(=0,51)out=—-vV2-V3out=

Finalement, si 'on note : ¢; le paramétre de P, appartenant a ]0; 1], et ¢5 le parametre de Po ap-

partenant & [1; 4oc[, nous avons forcément : ‘tl = \/2 —V3etty = \/2 + \/5,‘ Nous vérifions par

ailleurs : t1t2 = /(2 - V3)(2+V3) =v22 -3 =1

(c) Suivons les indications. Nous avons :  y(t1)

1

,donc |ty = —.
ty

-(2-v3)?+3
42 —/3

—(7-4v3)+3

42 -3
“1+V3

2-3

2+3(~1,93) out = —/2+ 3.

Ainsi: y(t;)? = (177\/3))22
2-3)

4-2v3

=5

Ainsi, puisque y(t;) > 0, nous en déduisons : y(t;) = v/2. De plus :

* Kk k
FIN

* * x

2(t1) = —y(t1). Finalement :
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Devoir surveillé n° 4.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 4 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits;

— Le sujet est composé d’un exercice et de deux problémes que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre ;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a €té amené a prendre.

Exercice 1
—D’apres mines sup 2006-

2
Soient f et g les fonctions définies sur D = C\ {2i} par : f(z) = : 5 et g(z) = |z — 2i|*f(2) + 25
z—2i
- =
1. On consideére le plan muni du repére orthonormé direct R = (0; i, j ) et on identifie C avec le plan P
muni du repere R. Si M est un point P, on appelle affixe de M le nombre complexe associé a M. On note
" ’ensemble des points du plan d’affixe z tels que g(z) est imaginaire pur.

(a) Montrer que I’ensemble des points du plan tels que : 2% — % — 2y = 0 est une conique dont on
précisera la nature et les éléments caractéristiques. Tracer C' dans R.

(b) Soit z un nombre complexe appartenant & D de partie réelle x et de partie imaginaire y. Trouver
la partie réelle et la partie imaginaire de z. Montrer en particulier que la partie réelle de g(z) est
223 — 2wy? — dxy.

En déduire que T est inclus dans la réunion d’une droite A et d’une conique C'. Préciser T'.

Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i. En déduire tous les antécédents de 1 4 i par f.

)
)
b) Soit hA un complexe. Discuter suivant les valeurs de h le nombre d’antécédents de h par f.
) Déterminer I'image f(D) de D par f. La fonction f est-elle une application surjective de D dans C?
)

f est-elle une application injective de D dans C?

/ Probleme 1
—Etude d’une équation différentielle—

On considere 1'équation différentielle (E) : 22(1 — x)y’ + (1 —z)y = 1.
1. Résoudre I’équation homogene sur chacun des intervalles Iy =] — oco; 0[, Iz =|0; 1[, et I3 =]1; +o0l.

2. Résolution de (E) sur I,

(a) Donner le domaine de définition, le domaine de dérivablilité et Pexpression de la dérivée de la fonction
argth.
' (x)
1—wu(z)?
(c) Déterminer une solution particuliere de I'équation (F) sur I5. On exprimera cette solution avec des
fonctions usuelles.

(b) Pour z € I, on pose u(x) = \/z. Calculer



(d) En déduire toutes les solutions de (E) sur l'intervalle I5.

3. Résolution de (E) sur I;

(a) Donner le domaine de définition, le domaine de dérivablilité et I’expression de la dérivée de la fonction
arctan.
(z)

/
(b) Pour x € I, on pose v(x) = /—x. Calculer 1i@w

(c) Déterminer une solution particuliere de I’équation (F) sur I;. On exprimera cette solution avec des
fonctions usuelles.

(d) En déduire toutes les solutions de (E) sur l'intervalle I;.

4. Un préliminaire avant d’étudier (F) sur I3 : étude de la fonction coth

1
th(z)

(a) La fonction coth est définie par la relation coth(x) = . Déterminer son domaine de définition,

puis exprimer coth avec les fonctions sh et ch.

(b) Etudier la parité de coth puis déterminer ses limites aux bornes de son ensemble de définition.

()

Justifier que coth est dérivable sur son ensemble de définition puis exprimer coth’ en fonction de sh
uniquement, puis en fonction de coth uniquement.

o

(d) Etudier les variations de coth, dresser son tableau de variations et tracer sa courbe représentative.

(e) Etablir que coth réalise une bijection de ]0; +oo[ sur |1; 4+oo[. On note argcoth la fonction réciproque
associée a coth sur ]0; +ool.

(f) Justifier que argcoth est dérivable sur ]1; +oo[ et démontrer que

1

Vz €]1; +oof, argcoth’(z) = 12
—x

5. Résolution de (E) sur I3

(a) Expliquer pourquoi la solution particuliere de (E) trouvée a la question 3.(c¢) ne peut pas étre solution
de (F) sur Is.
(b) En utilisant la question 5. et la question 3.(b) déterminer une solution particuliere de (E) sur Is.

(¢) En déduire toutes les solutions de (E) sur I3.

Probleme 2
~Etude d’une fonction—

Le but du probléme est de faire 1’étude détaillée de la fonction f définie sur R par :
f(z) = (2z + Darctan(z) + = + 1.

1. Etude d’une fonction auxiliaire

20+ 1
241

On considere la fonction g définie sur R par g(x) = 2arctan(x) + + 1

(a) Montrer que g est dérivable sur R, et déterminer ¢'(z).

Etudier le signe de ¢/(x) et dresser le tableau de variations de g.

(c

)
(b) Déterminer Igrfoog(x) et Igrjloog(m).
)
(d) Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur R et que a €] — 1; 0[.

2. Tableau de variations de f

(a) Montrer que f est dérivable sur un ensemble D que I'on précisera, et calculer f’(x).



(b) Etudier le signe de f’(z) pour z € D, et calculer ll)l}rl f(x), puis EIP ().

(¢) En déduire le tableau de variations de f.

3. Etude des asymptotes

t 1 =
arctan(z) = 1. En déduire lim 2 arctan (> et lim « arctan ()

(a) Montrer que lim
T T——00 T

z—0 x T—+00

1
(b) En dérivant la fonction h définie sur R* par h(z) = arctan(x) + arctan <>, mountrer que :
x

1
Va € RY ,arctan(z) 4 arctan <) = g;
x

1
Vz € R* ,arctan(x) + arctan () = —g.
x

(c) Déduire des deux questions précédentes que f admet une asymptote oblique en 400, ainsi qu’en —oo,
et donner une équation réduite de chacune.

4. Courbe représentative de f

Tracer le plus précisément la courbe représentative de la fonction f. On prendra commes valeurs ap-
prochées : —0.5 le point ou la fonction f atteint son minimum, et 0.5 la valeur du minimum en ce point.

5. Un calcul d’aire

1 1
d
(a) Calculer/ Til.En déduire:/ 7x2x+1dx:1_£'
0 0
1
x
b lcul —dx.
()Caucuer/0 poa
1
1—1In(2
(¢) En déduire:/ f(x)dx:?’i+7n().
0 4 2
* % %
FIN
* %k
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CORRECTION DU DS 4.

Exercice 1:
1. (a) 22—-9?>-2y=0 4:)1 - (y? 21/)—0
—(y+1)2+1=0
( +1)2—a?=1
2 X=y+1 a=1
X2 _y? e Y
Sar belowec{Y:m Et{bzl
Nous reconnaissons 1'équation réduite d’une hyperbole. On détermine les éléments caractéristiques
dans R :
e c=a2+12 =2
e c=2=Y27
o foyers F, F' £ (V/2; 0).
e sommets S, S'(+1 )

o directrices : X = :I:“% ig.
e asymptotes : ¥ = i%X =+X.

Pour finir, les coordonnées du centre dans R sont £(0; —1). Nous en déduisons la figure suivante :

77 F1G. 1 - tracé de C dans R N

(b) Posons : z =z + iy # 2i. Alors : g(z) = [z —2i|*f(2) +

1) (z — 2&)
Z+2i)22 + 28
=22 (z—i(y—2) +z +iy)

= (2% — y? + 2izy) (27 + 2i)

=22% — 2292 — day +i(22% — 2y% + 22%y).

k-»rJrZ

Il
—

Ainsi : | Re(g(2)) = 22° — 2xy? — 4zy. ‘

(c) Nous avons : g(z) imaginaire pur < Re(g(z)) =0
< 22% — 22y? —day =0
sr@@?-y?-2y)=0
@x:Oouwzf’ny?y:O.

Par conséquent, pour (z; y) # (0; 2), (v; y) € T' < 2 = 0 ou 2% —y? — 2y = 0. L’ensemble des points
du plan tels que z = 0 est une droite verticale et ’ensemble des points du plan tels que 22 —y*—2y = 0

est une conique C. Enfin on vérifie que le point de coordonnées (0; 2) appartient & la droite précédente,
ce qui donne au final que ‘ T est inclus dans la réunion d’une droite et de la conique C.

2. (a) Notant z =z + iy, nous avons :

= |8 —6i| +8
2=8-6i << 2y2=[8-6i|—-8
2zy = —6
22 =104+ 8
=4 22=10-38
211/—76
2=9
& yr=1
Ty = -3
@{z:f_’; 011{17:—3 car zy < 0
y=—1 y=1 ‘ ’

Les racines carrées de 8 + 67 sont donc 3 — ¢ et —3 + 4. ‘

Pour z €D, f(z)=1+i & 2%2=(z—2i)(1+1)

22— (1+i)z—2(1—14)=0.
On résout I'équation complexe de degré deux suivante. Nous avons A = (1 +i)2 +8 — 8i = 8 —
6i. Notant w; = 3 — 4, les solutions sont donc : z; = H‘% =2, 2z = H‘Tﬂ”‘ = -2+
‘ Les antécédents de 1 + i sont donc 2 et —1 + 4. ‘

(b) En raisonnant comme précédemment, les antécédents de h sont les solutions de I'équation de degré
deux : 22 — hz + 2ih = 0. D’une part, la valeur interdite 2i n’est jamais solution de cette équation.
D’autre part, le nombre de solutions est déterminé a I’aide du discriminant : A = h?—8ih = h(h—8i).
Comme A =0 < h =0 ou h = 8i, nous avons :

e Si h=0ouh =8¢, h admet un unique antécédent par f;
e Sih#0eth+#8i, h admet deux antécédents par f.

(c) La question précédente a permis de constater que tout nombre complexe h admet au moins un

antécédent, donc ‘ f(D) =C et f est surjective ‘

(d) Le nombre complexe 1+ 7 admet deux antécédents, donc | f n’est pas injective.

Probleme 1:
1. Sur les trois intervalles I'équation homogene est la méme : (H) : ' + iy = 0. Ses solutions s’écrivent de

—2Inlzl Dol en simplifiant, les solutions de 'équation homogene (H) sur I, I et I sont

S{AWA}

la forme e

2. Résolution de (E) sur I,

1
1—a?

(a) D’apres le cours, |argth est définie et dérivable sur | — 1;1[ Vz €] — 1; 1[,argth’(z) =

(b) Pour tout z € I ,

u'(x) 1

L—u(z)?  2yz(l—=z)

(c) Sur Iy, (E) s'écrit aussi y' + 5y = ﬁ D’apres la méthode de la variation de la constante, on

peut chercher une solution particuliére sous la forme
Alz)

yp(a) = NG

x

avec A une fonction dérivable sur I



Alors y,, est solution particuliere de (E) sur I si et seulement si :

N(z)  Az) N Az) 1

VT o 2xyz 2z 2z(1—z)
N(z) = .

=X =

— N(z) = %

Puis, en s’inspirant du rappel de la question 3.a et en remarquant que pour z € I, vz €] — 1,1],
/

une primitive de I v 5 est argth(u). Donc on peut choisir A(x) = argth(y/z) ce qui donne
—w

argth(y/a)

yp(z) = 7z

(d) Pour obtenir toutes les solutions de (E) sur I, il suffit de sommer une solution particuliere et les

solutions de 1’équation homogene, ce qui donne

S:{M;/\GR}

Jz

3. Résolution de (E) sur I;

(a) D’apres le cours, | arctan est définie et dérivable sur R Vz € R, arctan’(z) =

1
T+a?

(b) Pour tout z € Iy ,

V' (z) 1

1+o(z)2  2y=z(1—2)

(¢) D’apres la méthode de la variation de la constante, on peut chercher une solution particuliere de (E)

sur I; sous la forme

i) =52

Alors y,, est solution particuliere de (E) sur I; si et seulement si :

avec A\ une fonction dérivable sur I

8

\/jx 2(71)%
x)

= N(

N(zx) Az) Az) 1

+ * 2ey/—z  22(1—x)
1

2y/=z(1—=z)

=N =g 1 fzi)z

uis, en s’inspirant du rappel de la question 4.a, une primitive de est arctan(v). Donc on peu
Puis, insg t du rappel de la question 4.a, P tive d 1 t arct D peut

+v?
choisir A(z) = arctan(y/—z) ce qui donne

arctan(y/—z)

yp(z) = /==

(d) Pour obtenir toutes les solutions de (E) sur I, il suffit de sommer une solution particuliere et les

solutions de I’équation homogene, ce qui donne

S:{7N+ar%5) ; ue]Ri}

4. Un préliminaire avant d’étudier (E) sur I3 : étude de la fonction coth

(a) th est définie sur R et ne s’annule que en 0, donc ‘ coth est définie sur R\ {0} ‘

Par définition th = }{: donc m
Comme th est impaire, | coth est impaire

Puis on sait que  lim  th(z)=1 donc (par quotient) | lim coth(
T—T—+00 r——400

—
=3
~

et par imparité | lim coth(z)= —1
T——00

Enfin comme th(0) = 0 et que th est positive sur R et négative sur R_ on a (toujours par quotient)

=0t

lim coth(z) = +o00 et lilél coth(z) = —oo‘
z—0~

(c) th est dérivable sur R et ne s’annule que en 0 donc son inverse,

Et pour tout z € R\ {0}, en utilisant sh® — ch® = —1,

coth est dérivable sur R\ {0} ‘

coth’(z) = — =1 — coth?(x)

sh?(x)

—
=N
=

est strictement décroissante sur chacun des intervalles Ri et R*. D’ou

T —00 0 +09
coth’(z) - -

coth(z)

F1G. 2 — Graphe de coth

(e) Sur ]0,+o00[, coth est continue et strictement décroissante,
donc elle réalise une ‘ bijection de ]0, +oo[ sur coth(]0, +o00) =]1, +oo[ ‘

(f) Comme coth est dérivable sur ]0,4o00[ et que sa dérivée ne s’annule pas sur ]0, +ool,

D’aprés la question précédente, coth admet une dérivée strictement négative sur R\ {0}, donc elle



argcoth est dérivable sur |1, +o00] ‘

Et pour tout x €]1,+o00[, d’apres le théoréme de dérivation des fonctions réciproques,

3 1 1 [

= Ccotl(argcoth(z))  1— coth?(argcoth(z)) | 1—a?

5. Résolution de (E) sur I3
argth(y/x)
T

(a) La fonction z — n’est définie que sur 0, 1[ et donc pas sur I3. Elle ne peut donc pas étre

une solution particuliere de (E) sur 5.
(b) On peut reprendre la variation de la constante faite & la question 3.b jusqu’a I’étape

!

N(z) = % Mais cette fois on ne peut pas primitiver A" avec la fonction argth. Comme pour
—u(x

tout x € I3, u(z) = \/z €]1,+00[ on peut utiliser argcoth.

D’ou A\(z) = argcoth(y/z). Puis une solution particuliere de (E) sur I3 est

o) — argco\t/l%(ﬁ)

(c) Les solutions de (E) sur I3 sont donc

S:{HLW;UE]R}

Probleme 2:

1. (a) Par opérations élémentaires de fonctions dérivables sur R, g est dérivable sur R et :

2 2(z% +1) — 2z + 1)2z

! —
9@ =1 ‘ (22 + 1)
2144?2742 -2
- (,Lz + 1)2
44—
T (@24 1)2
o 2—z
ST @2+ 1)
2 1 241 2 1
(b) vl ;/I Parsomme lim 2+ 1/z=0et lim 2z + 1/2= 400, donc par quotient lim el
224+1 z+1/z z—+oo z—+oo z—+oo 22 + 1
0. Enfin lim arctan(z)= %, donc par opérations élémentaires : | lim g(z)=m + 1.
r——+00 T—+00
De la méme fagon, puisque lim arctan(z)= —F, nous avons : | lim g(x)= -7+ 1.
T——00 &—+—00
2_
(c) Nous reprenons 'expression précédente. Pour tout = € R, ¢'(z) = Qﬁ. Le dénominateur est
x

un carré donc est toujours positif. ¢’(z) est donc du signe de 2 — z, c’est & dire :
e Pour z > 2, ¢'(z) <0;
e Pour z < 2, ¢'(z) > 0.

Nous pouvons alors dresser le tableau de variations de g sur R :

T —00 2 400

g'(z) + 0 -

2arctan(2) + 2

wo | AN

—T+1 T+ 1

(d) e g est continue et strictement croissante sur I'intervalle I; =] — oo; 2]. Elle est donc bijective de I
sur f(I;) =] — 7+ 1; g(2)]. Puisque —m +1 < 0 et g(2) = 2arctan(2) +2 > 0, 0 € f(I;) donc
Iéquation g(z) = 0 admet une unique solution a sur I.

e g est continue et strictement croissante sur I'intervalle Io =]2; +oo|. Elle est donc bijective de I
sur f(I2) =|m +1; g(2)]. Puisque 7 +1 >0, 0 ¢ f(I;) donc I’équation g(x) = 0 an’admet pas de
solutions sur Is.

e Finalement, | 'équation g(z) = 0 admet une unique solution a sur R ‘ De plus g(—1) = 2arctan(—1)—

T4+1=-"531 <0et g(0)=1>0,donx|a€]—1; 0] |

(a) Par opérations élémentaires, f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(z) = 2arctan(z) +

20 +1
22 +1

+1

g(

(b) f'(z) est du signe de g. Puisque g est strictement croissante sur I7, nous avons pour z < a, g(z) <
g(a) <0 et pour z € [a; 2], g(z) > 0. Enfin pour z € I», g(x) €| + 1; ¢(2)], donc g(x) > 0. Ainsi :
o f est décroissante sur | — oo; al;

o [ est croissante sur [a; +ool.

On étudie la limite en 4+-00 : nous avons _lim arctan(z)= %, donc par produit : lim (2 + 1) arctan(z)=
T—+400 T—+00

+00, et par somme : | lim f(z)= +oc.
z—+00

On étudie la limite en —oo. Ici, on écrit : f(z) = z(2arctan(x) + 1) + arctan(z) + 1. Puisque
lim arctan(z)= —7%, nous avons lim 2arctan(z)+ 1=1— 7 < 00. D’autre part, lim z= —oo,
T——00 T——00 z——00

donc par produit : lim z(2arctan(z) 4 1)= +oo. Finalemant, par somme : | lim f(z)= +o0.
z——00 T——00

T —00 a +00
f'() - 0+
+00 +00
f@) \ /
9(a)
arctan(z arctan(z) — arctan(0
(a) On voit que (z) = (z) o ( ) Comme la fonction arctan est dérivable en 0, nous
I -
arctan(z arctan(z
avons : lim arctan(z) = arctan’(0) = ——. Ainsi : | lim arctan(z) =1
-0 x 1+ 02 20 T
1 arctan ( l) 1
Nous avons rarctan | — | = ————"=. Posons alors u = . Nous avons :
T 1
T
hrf —=0 1
r—+oo I aiti uH H Q 1 . — —_
. arctan(u) = (composition des limites) THTQO zarctan (L) =1
m-—— =
b

En raisonnant de la méme fagon, nous obtenons :

1
lim zarctan <7) =1.
T——00 xT

(b) Par opérations élémentaires, h est dérivables sur R* et Vo € R*,

, 1 11
W) = 1422 221+1/2?
1 1
1+a2 2241
Ainsi h est constante sur chaque intervalle du domaine de définition, c’est a dire : Vo € R* | h(z) = C;
et Va € RY, h(x) = Cy. On obtient C en regardant h(—1) = arctan(—1) + arctan(—1) = —-§ — § =
—%. De méme, C = h(1) = § + § = 3. Finalement :



1
Vz € RY, arctan(z) + arctan <7> =
x

1
Va € R* arctan(z) 4 arctan (;) =-

(c) e asymptote oblique en 400 : On calcule @) (2 —+ %) arctan(m)-&-l-k%. Par opérations élémentaires,

/(=)

nous obtenons : =7+ 1.| Posons alors a = m + 1. Nous avons f(z) —ax = (2z +

T—+400

1) arctan(z) + « + 1 — 7z — 2 = (22 + 1) arctan(z) + 1 — 2. Pour lever le forme indéterminée, on
utilise (b) : pour @ > 0, arctan(z) = § — arctan (1). Ceci nous donne alors :

f@) =Qv+1)%— (2z+1)arctan (1) — 7z +1

:MwL%f?xarctan(%) —wr+1
l)_
x

=5 +1—2zarctan (
1
Puisque lim =z arctan <7) =1 d’apres 3.(a), nous avons par somme
T—>+00 xT

i (f(e) —an)=F — 1.

Des deux limites précédentes, nous concluons que la courbe représentative de f admet une asymp-
tote oblique en +o0o d’équation réduite : |y = (7 + )z + 5 — 1.

e asymptote oblique en —oo : en reprenant les étapes précédentes, nous obtenons de la méme fagon

une asymptote oblique d’équation réduite : ‘ y=(-r+1l)z—-% -1 ‘

Fic. 3 — Graphe de f

bod
5. (a) e / 5 i 1= [arctan(:v)][ll = arctan(1) — arctan(0) =
0 T
1
J

x 1u/(x
(b) TQLH = 57:1((:)), avec u(z) = 22 4+ 1. Une primitive sur [0; 1] est dont %ln(l + 2?). Ainsi :
1 1
x 1 ’ In(2)
r=|-In(l+2?)| =|—>
/0 r2+1dT [2 n( +r)]0 )

(c) flx)de = /01(2.7; + 1) arctan(z) dz + /01 zdx + /01 ldx

22

= ‘/0.1(21' + 1) arctan(z) dz + [ ) L + [z

:I+%+1
=I+3

Il reste & calculer I. Posons u(z) = 2? + x et v(x) = arctan(z). Les fonctions u et v sont de classe C!
sur [0; 1]. En intégrant par parties, nous obtenons :

1 1

/ o' (z)v(x) dz :['u,(a:)v(a:)](l]f/ u(x)v'(z) do

Jo Jo, .,
:2arctan(1)7/0 i

r1 2 1
= ——de— | ———d
2 /U 21 /(, 21
_ In(z)

_ 3 In(2)
=o1-hp

1
. 3 3 1—-1In(2)
Final t de=1+-=|—
inalement /0 f(z)dx + 3 1 3
* ok x
FIN
* ok x
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Devoir surveillé n° 5.

Consignes générales :

— La durée de épreuve est de 3 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits;

— Le sujet est composé de trois exercices que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre ;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1
—Un systéme a parametres—

r —my+m?z =2m

Résoudre le systeme suivant de parametre m € C : mx —m?y + mz = 2m

Dans ’espace muni d’un repere orthonormal (O,

mr4+y—mlz=1—m

Exercice 2
—Une surface réglée—
> =
1,

—
k), on considere ’ensemble S,,, d’équation :
) b

)

m2+y2+22—2mz\/§+m2—220

ol m désigne un parametre réel.

1. Démontrer que, pour tout réel m, S,, est une spheére dont on précisera le centre €, et le rayon R,,.

2. Pour tout réel 6, on définit la droite Dy par le systéme d’équations cartésiennes suivant

(a)
(b)

& — zcosf =/2sind
y — zsinf = —v/2cosb.

Pour tout réel A, déterminer un point et un vecteur directeur de la droite Dy.

Montrer que pour tout réel m et pour tout réel 6, la droite Dy est tangente a la sphere S,,.

3. On appelle H 'ensemble des points de I’espace dont les coordonnées vérifient I’équation :

()

2?4 y? =22 42
Donner la nature et les éléments caractéristiques de la courbe qui constitue I'intersection de H et du
plan d’équation y = 0.

Pour tout k € R, on appelle Py le plan d’équation z = k. Pour tout réel k, démontrer que I'intersection
de H et de Py est un cercle C) dont on précisera le centre et le rayon.

) Représenter sur un dessin quelques cercles Cy permettant de suggérer l'allure de la surface H.

Montrer que pour tout réel 0 la droite Dy est incluse dans H.

Réciproquement, montrer que, si M est un point de H de coordonnées (z,y, z), alors il existe § € R

—yv2 2
tel que M appartient & la droite Dy. (On pourra calculer ¢ + s2 ot ¢ = M et s = M)
2242 22 42

Que peut-on conclure des deux questions précédentes ?



Exercice 3
—Des récurrences, des sommes et un peu d’arithmétique—

Les trois questions ci-dessous sont indépendantes.

. & 1
1. On souhaite calculer S,, = ’; m

(a) Détermi bet c tel ! AL R
a eterminer a et ¢ tels que : = — - .
’ T XE+ (X +2) X T X+1 X+2

n

1 1 - 1 1
(b) Calculer : Z ( - ) et Z ( _ )
FoEe1) 2 \Fre TR

k=1
(¢) Déduire des deux questions précédentes une expression simple de .S,,.
2. On considere la suite telle que : ag = 2,a; = 13 et pour tout entier naturel n € N, a2 = 13a,,4+1 — 36a,,.
(a) Calculer as et ag et décomposer en facteurs premiers ag et as.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n, a, = 4™ 4+ 9™.

(¢) Montrer que pour tout entier naturel n, 13 divise agp11.

n n

(d) Donner une expression simple des sommes suivantes : E ag, E A2k+1-
k=0 k=0
3. Soit > 1. Pour tout n € N, on pose :
1 x
Zn(x) = —|/ In"(¢) dt
n! Jy

(a) Justifier 'existence de Z,(z) pour tout entier naturel n, puis calculer Zy(x) et Z;(z).

(b) A Daide d’une intégration par parties, qu’on justifiera soigneusement, déterminer une relation entre
Zni1(x) et Zp(x).

(c) En déduire par récurrence que pour tout n € N,

() = (~1)" - [ S (pyk ln’“m] )

k!
k=0

* * Kk
FIN
* %
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Exercice 1:

CORRECTION DU DS 5.

o Le déterminant du systeme est :

1 —-m
m  —m?
m 1

Ainsi le systeme est de Cramer si et seulement si m(m — 1)(m + 1)(m — @)(m + i) # 0 c’est a dire :

m? 1 —m m?
m =m| 1 —-m 1
—m? m 1 —m?
1 —-m m?
—m| 0 0 1-m?|(Lse Lo
m 1 —m?
1 —m
(2
=m(m?* —1) m

1
=m(m? —1)(m?+1)

— Ll)

(développement par rapport & la deuxieme ligne)

= ‘ m(m —1)(m+1)(m — i)(m + 1) ‘

0,1,—1,4,—i,

e Pour m # 1, —1,4, —i, le systéme admet une unique solution donnée par les formules de Cramer :
2m —-m m? 1 2m m? 1 —-m 2m
2m -m? m m 2m m m —-m?  2m
1-m 1 —-m? o Lm 1—m —m? | L_lm 1 1-m
1 —-m m? Y=T1 —m m2 ’ Tl —m om?
m —-m? m m -m? m m -m? m
m 1 —m? m 1 —m? m 1 —m?
-m  m? 2 -1 m
—m? m =m? 2 —-m 1
1 —-m? 1-m 1 -m?
2 -1 m
=m? 0 1—-m 1-—m |[(Ly+ Ly —Ly)
1-m 1 —m?
2 -1 m
=-m?(m—1) 0 1 1
1-m 1 —m?
2 -1 m+1
=-m?(m—1) 0 1 0 (C3 = C3—Cy)
1-m 1 —(m?+1)
2 m+1 . .
2 — . N N
=-m?*(m—-1) ' 1—m —(m?+1) ‘ (développement par rapport a la deuxieme ligne)
=-—m2(m —1)(=2(m? + 1) + m? — 1)

Ainsi, x =

m?(m — 1)(m? + 3)

=|m?(m —1)(m? + 3).

m(m? + 3)

m(m—1)(m+1)(m? +1)

(m+1)(m2+1) |

(développement par rapport a la deuxieéme ligne)

‘ (développement par rapport & la deuxiéme ligne)

1 2m m 1 2m m
- m  2m m =m|m 2m 1
m 1—m —m? m 1l—-m -—m
1 2m m
=m|m-—1 0 1—m |(Ly 4+ Ly —Ly)
m 1—-m —m
1 2m m
mm—1) 1 0  —1 |(La¢ Lo—Ly)
m 1l—m —m
1+m 2m m
=m(m—1) 0 0 -1 |(C1 + C1+C3)
0 1-m —-m
1+m 2m
m(m — 1) 0 1—m ‘
—m(m — 1)} (m +1).
o(m —1)%2(m+1  — 1
Ainsi, y = — m(m = 1)*(m + 1) = .
m(m —1)(m+1)(m? + 1) m?+1
1 —-m 2m 1 —-m 2m
- lm o -m? 2m =m| 1 -m 2
m 1 1—-m m 1 1—-m
1 —m 2m
=m| 0 0 21-=m) |(Ly4 Lo—Lq)
m 1 1—m
1 —m
=2m(m—1) m 1
_ 2
Ainsi = — 2m(m — 1)(m? + 1) |2 .
m(m—1)(m+1)(m2+1) |m+1
2 -1 2
- Finalement, | S = {( m(m” + 3) n

m+ D(m2+ 1)

Tm2+1l mA1

}-

e Pour m = 0 le systéme s’écrit :

z=0
0=0
y=1
Ainsi, [ S = {(0; 1; z),zeC}A‘

e Pour m =1 le systeme s’écrit :

T -y +z =2 o B
T -y 4z =2 @{; +y J:i :g
z +y —z =0 Y n
T -y +z =2
< z 4y —z =0
z -y +z =2 B
o 2y s — g (L2t La=L)
z =24+y—z=1
< y =—1+z (L2 < La — L)
Donc:‘S:{(l; 14z z),ze(C}.‘




e Pour m = —1, le systéme s’écrit :
x +y +z -2 r +y +z =-2
- -y —z =-2 <& 0=-4
r 4y —z =0 r 4y —z =0
La deuxiéme égalité n’est pas vraie, donc
e Pour m = i, le systeéme s’écrit :
Tz —iy —z =2 T —iy —z =2
v 4y +iz =2 & +2iz =20
ir 4y 4z =1-i (1+i)z =3—i
T —iy —z =2
= z =

(1+i)z =3—i

Les deux derniéres lignes sont incompatibles, donc

e Pour m = —i, le systeme s’écrit :
r 4y —z =2 T +iy —z =-2i
—iz  +y —iz =-2i & —2iz = —=2i(1+1)
wo oty +z =1+ (1—1i)z =3+1
T iy —z =-2i
o= z =141

P (3+'i)2(1+i) 149

Les deux derniéres lignes sont incompatibles, donc

Exercice 2:

1. Soit m € R et M un point de I'espace de coordonnées (z,y, z). Alors
Me S, <> +y*+22—2mzvV2+m?-2=0
=ty (z-mv2)?2 -2mP+m?-2=0

=yl 4 (z—mV2)2 =2+m?
——
>0

On reconnait I’équation de

la spheére de centre Q,, = (0, 0, m\/§) et de rayon R, = \/2+ m?

2. (a) On peut considérer que la droite Dy est donnée sous une représentation paramétrique avec z pour
parametre. Il suffit alors de lire les coordonnées d’un point Ay et d’un vecteur directeur wug :

‘Ag = (V2sin6, —v2 cos 0,0) up= (cos@,sinf, 1) ‘

(b) Pour tout (0, m) € R?2, la droite Dy est tangente & la sphere S,, si et seulement si la distance entre
Dy et Q,, est égale & R,,,. Or cette distance vaut :

— e
A QA
d(Qum, Dy) = M
[l ol

Or Q,,Ag = (v/2sin 8, —v/2 cos 8, —m+/2) et donc
’LTg A Qg = (—mVv2sinf + V2cos8,v2sinf + mv/2cos, —v/2 cos® 6 — v/2sin? 0)

Donc
|| ug A QmAg||? = 2(cos§ — msin 8)? + 2(sin § + m cos 0)? + 2
2(cos? 0 + sin? 0)(1 + m?) + 2
2(2 +m?)

3.

4.

De plus || up || = V2, donc finalement on a bien :

(Qn, Do) =V2+m?2 =R,

et donc

‘ la droite Dy est tangente & la sphere S,

(a) Les points (w,0,2) de l'intersection du plan y = 0 avec H vérifient I’équation 2% — 22 = 2 qui peut
2 2
z z
aussi s’écrire 5 7= 1. Dans le plan y = 0, on reconnait I’équation réduite d’une

hyperbole de centre (0,0) de foyers (2,0) et (—2,0), d’excentricité e = ¢ _
a

‘ et d’asymptotes z =z et z = —=x ‘

(b) Soit M de coordonnées (z,y, z) appartenant a I'intersection de Py et de H. On a alors

2P+t =27+ 2 2yt =k +2
—
2=k z=k

ce qui est un systeme d’équations du ‘cercle de centre (0,0, k) et de rayon k2 + 2 ‘

(c) Voir la figure & la question (4c).

(a) Soit un point (z,y, z) appartenant & la droite Dy. On a, par définition de Dy :
x = zcosf -+ V2sinb
y = zsinf —v2cos 0

Donc
22 4 y? = 2%(cos? 0 + sin® 0) + 2(cos? 6 +sin? 0) = 22 4-2

Donc ‘ tout point de Dy appartient a H‘

(b) Soit M = (x,y,2) un point de H. On a donc x% + y% = 22 + 2. Puis on suit 'indication :

2 222% — 2\2ayz + 2% + 4227 + 2V2ayz + 222 (24 2) (2t +y?) 1
N (22 +2)? B (22 +2)? -

On sait alors qu’il existe un réel 6 tel que

c=cosf et s=sinf

Alors
—yv2 222 4 22 — x2? 2 2 2
zfzcosﬂzzfzc:zfzzz y\f:zz e +y2\[: I+y2[:ﬁs:ﬁsi110
2242 2242 2242
De méme on peut montrer que y — zsinf = —v/2cosf et que donc M appartient & Dg. Donc

‘ pour tout point de H il existe 6 tel qu'il appartienne & Dy ‘

(c) Avec les deux questions précédentes on a en fait montré par double inclusion que

H:UDG

feR



En fait H est ce qu’on appelle une quadrique. Les quadriques sont la généralisation des coniques
a l'espace. Quand une surface est, comme c’est le cas ici, une réunion de droites on dit qu’elle est

réglée.

Exercice 3:

1. (a) Nous avons :

(b) Par télescopage,

(¢) D’apres le (a), S,

b ¢ alX +1)(X +2) +bX(X +2) + X (X +1)

24
xtx

+1+X+2

XX D)X +2)
(a+b+c)X%+ (3a+2b+c)X +2a

X(X+1)(X+2)
Par identifications des numérateurs, a, b et ¢ sont solutions du systéeme :

a+b+c=0
3a+2b+c=0

1 1 1
%*ﬁ)* e IC DD

U
)Y

k=1
1 1 1
n+l n+2 2
1 1 1

1 20+D) 2mi2)

<

o o9
I

NI= | ol

k=1

(

Loty ot L
E+2 k+1) |n+2 2

(i)

2. (a) a2 = 13a; — 36ap = [97]. De méme : a3 = 793 =[13 x 61].

(b) On procéde par récurrence & deux pas. Soit I'assertion : P(n) : « an, = 4™ + 9™ ».

e initialisation : Pour n =0, 4° +9° = 2 = qg. Pour n = 1,4! + 9 = 13 = a;. Ainsi P(0) et P(1)

sont vraies.

e hérédité : On suppose P(n) et P(n+1) vraies, c’est a dire : a,, = 4" + 9" et a1 = 4" 497+,

Montrons que P(n + 2) est vraie, c’est a dire : a9 = 472 9+

Nous avons :

Aan+2

= 13an+1 — 36a,

=13(47H1 4 97+ — 36(4" 4 97)
=13 447 +13 % 9 x 9" — 36 x 4" — 36 x 9"
= 47(52 — 36) + 9" (117 — 36)

=4" x 16+ 9" x 81
=4" x 424 9" x 92
— g2 4 gnt2,

Ceci prouve I’hérédité.

Finalement, par récurence, pour tout entier naturel n, | a,, = 4™ + 9™.

(c) Montrons par récurrence faible que 13 divise 427+ 4 92n+1,

e initialisation : Pour n = 0, 13|13 = a; donc la propriété est vraie pour n = 0.

o hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, et montrons que 13[427+3 4 92n+3,

Nous avons : 42713492743 — 16x42"+1 181 x92"*1, Or par hypothese de récurence, 42" +1492n+1 —

13k, avec k € Z. Ainsi,

4203 4 gIntS = 16 x 42n+1 4 8] (13K — 42"+1)
=81k x 13 4 42"*1(16 — 81)
=81k x 13 — 5 x 42"+1 x 13
=13 x (81k — 5 x 42"+1)

€z

Ceci prouve que 13[427+3 4+ 92743 donc I’hérédité.

Finalement, pour tout entier naturel n, | 13|ag+1.

n

d) e 4F =
@ > a2
k=0 géométrique de raison 4#1
n
417+1
ar linéarité ap = ——
par inéartt, 3" = 2
k=0
n n
o Y uH =N a6t =4
k=0 k=0

n

Ainsi, par linéarité : E Aok4+1 =

k=0

1 — gqn+l qntl _q n ntl _q
~—1 = 3 De la méme fagon : ng = 97 Ainsi,
- k=0
9n+1 1 1 4n+1 9n+1 11
8 8 3 | 3 8 2
1 (16)"+! 4 onte A okt _ 9 gqznte
W:BM - 71).Delamemefa§on,;)9 + :%(9 + 71).
i42n+2 + 392774»2 _ g _ i — 42n+3 92n+3 — 2
15 80 80 15 15 80 240 |

3. (a) Pour tout entier n et tout x > 1, t — In"(¢) est continue sur [1; z] car c’est le produit de deux

fonctions continues : ‘ Zn(z) est donc bien défini ‘

On a:

1 T
Zo(z) 7/ dt =z —1.
1

~o

Pour calculer Z;(z), on intégre par parties. Posons pour ¢ € [1; ] :

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [1; z], on peut intégrer par parties :

Z1 ((L)

u(t) =1Int u'(t)
et

v(t) =t U/(t) 1

/ N u(t)v'(t) dt

T ja+l

= @] -

= zln(z)f/ tdt
1

zln(z) — Zo(x)

D’apres le calcul précédent, on a donc :

 a+1

‘Zl(w) =z In(z) 71'+1‘

1

X —dt

t



(b) Soit n € N. On pose pour t € [1; z], Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récurrence.

u(t) = ™ (¢) u(t) = n+1 " (¢) On a donc démontré par récurrence que :
et
v(t) =t 1) — nt1 - i1k InF(z)
v'(t) =t VneN, Z,(x)=(-1D"" = |3 (-1) 0|
Les fonctions u et v étant de classe C', on peut intégrer par parties, ce qui donne : k=0
1 v , * kK
Zn(2) = CE /1 u(t)v'(t) dt FIN
1 z v (n+1) *xx
= —— ([t 7-/t 2 In"(t) dt
(n+1)!<[“ Ol = ), tx "0
1 (n+1) /”
= " (2) — In"™ (t) dt
D <T@ - gy, O
1 L 1
= x o™ (z) - = / t*1In"(t) dt
(n+1)! n! J,
1 n
= ) x 2"t (2) — Z,(x)
Ce qui montre que :
" (2
VneN, Zpy(z) = W(l)? X & — Zn(x)

(c) Montrons par récurrence que pour tout entier n,
n

_p Inf(z)
" k
Zu(w) = (~1)"! — {Z (g
k=0
e initialisation : Pour n =0, on a :
n

k(; 00

k=0

=—1+4z=Z(z)

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n = 0.
e hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n+ 1. On
a:

™ (2)

Zuna@) = gy~ Ze(@)
= et {(—1)"“ aP U T}
= ()" LZ:U (- ln’;(!z)} o+ %

n

n nao—r Inf(z nioman 2" (z
Znpi(z) = (-1) +2 LZ::O(fl) +2-k k(‘ )}17(71) +2—(n+ )Tl()!)




Lycée Pierre-Paul RIQUET Année 2010-2011
mercredi 23 Mars Mathématiques TSI-1

Devoir surveillé n° 6.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 4 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits;

— Le sujet est composé de deux exercices et d’un probleme que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a €té amené a prendre.

Exercice 1
—D’apres E.S.C Chambéry 2010-

1 1 0 1 0 0
On note dans cet exercice A= [0 1 1]etlI=(0 1 0
0 0 1 0 0 1

1. (a) Calculer la matrice N = A — I. En déduire N2 et N3.
Sans récurrence, donner la valeur de N k lorsque k > 3.

(b) Montrer alors en exploitant ’égalité A = N + I, et grace a la formule du binéme de Newton, que
pour tout entier n > 2,

1 n n(ngfl)
A" =10 1 n
0 0 1

Cette formule est-elle encore valable lorsque n =07 n =17
2. (a) Par la méthode du pivot, justifier que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

(b) La formule de la question 1.(b) est-elle encore valable lorsque n = —17

On essaie maintenant de déterminer Iexpression des suites (z,), (yn) €t () définies par :
Tn41 = Tn + Yn
zo =1, yo =0 et zg = 1 et pour tout entier naturel n, Yn+1 = Yn + 2n
Zn4+1 = Zn

3. (a) De quel type est la suite (z,,) ? En déduire pour tout entier naturel n 1’expression de z, en fonction
de n.

(b) En déduire alors le type de la suite (y,,) puis donner, pour tout entier naturel n, expression de y,
en fonction de n.
Zn
4. Pour tout entier naturel n, on pose X,, = | n+1
1
(a) Préciser X et montrer que X, 1 = AX,,.
(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, X, = A" Xj.

(¢) En déduire l'expression de z,, en fonction de n.




Exercice 2
—Propriétés géométriques d’un triangle—
On consideére le plan P usuel muni d’un repere orthonormé direct R = (O; i, j ) que l'on identifie a C.
Dans P, soient les points A, B,C d’affixes respectives z4 = —5 + 6i, zg = —7 — 2i et 2z = 3 — 2i. On
construit extérieurement les triangles rectangles isoceles ABR, APC et BQC tels que ABR, APC et BQC
soient respectivement rectangles en P, Q, R.

)

1. Faire une figure.
2. Le but de cette question est de déterminer les coordonnées de P.
(a) Préciser la nature, ainsi que les éléments caractéristiques de la transformation d’expression complexe :
r(z) =iz + 9+ 3i.
(b) Déterminer r(A). En déduire géométriquement comment construire le centre de r & partir des points
A et C, puis déterminer le centre de 7.

(c) Déduire des questions précédentes affixe de P.

De la méme fagon, nous obtenons I'affixe de @ : zg = —2 — 7i et 'affixe de R : zg = —10 + 37 dont on se
servira dans la suite de I'exercice.

3. Déterminer 'expression complexe de la similitude plane directe s; de centre A et dont I'image de P est
C.
5_9

4. On considere la transformation du plan s, dont une expression complexe est s3(2) = 3(1 — i)z — 2 — 3i.

Déterminer la nature ainsi que les éléments caractéristiques de sp. Vérifier que I'image de C' par s est Q.
5. On pose s = 83 0 §71.
(a) Montrer que s a pour expression complexe s(z) = —iz — 8 — 4i.
(b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de s.
(c) Vérifier que s(R) = A. Que vaut s(P)?
(d) En déduire que les droites (AQ) et (RP) sont perpendiculaires.

Probleme 1
~Etude d’une suite récurrente—

Le but du probléme est d’étudier la nature de la suite réelle (u,)nen définie par :

1
T

ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,4+1 = u, +

n
Dans la premiere partie, on détermine un équivalent de la suite de terme général S Z 7 On utilise ceci
k=1

pour en déduire le comportement de (u,) dans la deuxieme partie.

Les deux parties du probleme sont largement indépendantes.

Partie 1 : Etude de (S,).

"1
Pour tout n € N*, on pose : Rn_z\f 2v/n, T, = Z——Q\/?”H-let Zﬁ

1. Déterminer un équivalent puis la limite de la suite de terme général R,, — T,,.
2. (a) Montrer I'inégalité : pour tout entier naturel k, 24/k(k + 1) < 2k + 1.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (R,) et montrer que la suite de terme général (T,,) est
croissante.



3. Montrer que les suites (R,) et (T,) convergent vers une méme limite que I'on notera L et que pour tout
neN" T, <L<R,.

4. En déduire que pour tout n € N* :
2yn+L<S,<2vn+1+1L,

puis un équivalent simple de (Sy,).

Partie 2 : Comportement de (uy).
1. Calculer u; et us.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u,, < n+ 1.

3. Montrer que (uy)nen est croissante.
n—1
4. On considere dans cette question n € N* et on pose v,, = Z(ukH — Up)-
k=0
n 1
a) Montrer que v,, > —.
( ) n ; \/E
1
b) En déduire : u,, > — + 1.
(b) n ; 7

(c) En utilisant les résultats établis dans la premieére partie, montrer que (u,) tend vers +oo.

5. Montrer que u, = o(n%) quel que soit le réel o > 1.

* % x
FIN
* Kk
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CORRECTION DU DS 6.

Exercice 1:

0
1. (a) Nous avons : | N = 1

0 0
N2=1(0 0
0 0 0
Pour k > 3, Nk = N3N*=3 = 03(K)NF =3 = | O3(K) |

(b) Nous avons NI = IN = N. Ainsi, d’apres le bindme de Newton :

vny =3 ()

= ( Z )N*’I car I"F =T

kiO
= <Z>N’“ car N*J = N*
k=0 n
_ (" 0 n n 2 n k sotrae Chasles
7<O )N +( 1 >N+< 9 )N +Z( k> N D’apres Chasles pour n > 3
k=2 =03(K)
[ n 0 n n 2 n &
(0 ) () () e ()
=1 +nN + 2D N2
100 010 000
=01 0)+nl0 0 1|+22D]0 0 1
00 1 000 000
1 n n(n;L)
=10 1 n
0 0 1
Par ailleurs, nous remarquons qu’en fait la formule est valable pour n = 2, puisque d’apres le bindme
1 21
de Newton : (N+1)2=1+2N+N?=[0 1 2
001

2
Enfin, A = N+1, donc A™ = (N+1I)", ce qui donne d’apres ci-dessus : pourn > 2,/ A" = |0 1 n

1 g n0=D

0 0 1
100
Pourn=0,A4A°=I= (0 1 0], donc la formule est vraie.
001
110
Pourn=1,A'=A= (0 1 1|, doncla formule est vraie.
0 0 1

T by 1 10 T by
(a) Soient X = |y | et B=|[b2]. Alors: AX=B < |0 1 1 y| =10
z bs 0 0 1 z b3
T 4y =b
& y +z =be
z =b3
x =0by — by + b3
S y=by—1b3
z=bg
T 1 -1 1 by
s lyl=(0 1 -1 ba
z 0 0 1 bs
1 -1 1
Le systeme admettant une unique solution, on en déduit que A est inversibleet | A= = [0 1 -1
0 0 1
(b) 1l s’agit d’une vérification immédiate : OUI, la formule est encore vraie pour n = —1.

2. (a) La suite (z,) est constante, donc pour tout entier naturel n,

(b) On en déduit : y,4+1 = yn + 1. La suite (y,) est donc une suite arithmétique de raison r = 1 et de
premier terme yo = 1. Par conséquent : |y, = yo +nr =n+ 1. ‘
1 1 10 Ty
(a) Nous avons Xo=|1|.Deplus AX, =[0 1 1 n
1 0 0 1 1

Tnt+n+1
n+1
1

Tn + Yn
n+1

(b) On note P(n) « X,, = A" Xy ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel
n.
e initialisation. Pour n = 0, nous avons A°X, = I X, = X, donc P(0) est vraie.
e hérédité. On suppose P(n) vraie, c’est a dire X,, = A"X,. On veut montrer que P(n + 1) est
vraie, c’est a dire X,,41 = A" X,.
D’apres la question précédente, X,, 11 = AX,. Or, par hypothese de récurrence, X, = A"X,.
Ainsi, X, 11 = AA" Xy = A" X, ce qui prouce ’hérédité.

BILAN : ‘ Par récurrence, pour tout entier naturel n, X,, = A" X,.

L
(c) De la question précédente et du 1.(b), nous obtenons pour tout entier naturel n : |n+1]| =
1



1 n 7”(7;]) 1 n+1+ 77“"271) n(n _ 1)
0 1 n 1| = n+1 . Par conséquent, |z, =n+1+ —
0 0 1 1 1

1
= §(n2 +n+2).

Exercice 2:

1. Figure laissée au lecteur.

2. (a) r(z) =az+baveca e C\R, |a| =1 et be C*. Par conséquent, notre similitude directe est une rota-

tion dont I'angle est donnée par un argument de a = i = €/™/2. Ainsi, ‘ r est une rotation d’angle 3.

On obtient I'affixe du centre en résolvant 1'équation : r(z) =2z < z(1—1) =9+ 3i

9+ 3i
=z = -
1—1
P (9+3.z)(1+‘z)
(T—4)(1+7)
9+9i+3i-3
B 2

-
BILAN : 7 est la rotation de centre le point d’affixe 3 + 6i et d’angle 7.

(b) 7(za) = (=54 6i)i + 9+ 3i = 3 — 2i = z¢. Nous remarquons que I'image du point A est le point C.
QA =QC

Par conséquent le centre de la rotation €2 est tel que .

{ (A0 = 2 2]

Géométriquement, le point P est le point vérifiant ces deux conditions puisque par hypothese le tri-

angle APC construit extérieurement est rectangle isocele. ‘ Finalement, le centre de cette transformation est P.

(c¢) Des deux questions précédentes, nous en déduisons que ‘ laffixe de P est 3 + 6i. ‘

3. Puisque s; est une similitude plane directe, nous avons s1(z) = az + b avec a € C et b € C*. Puisque
s1(P) = C, nous en déduisons la relation : a(3 + 6i) + b = 3 — 2i. De plus, le centre de la transformation

est A. Ceci nous donne la relation : a(—5+ 6i) + b = —5 + 6i. Ainsi, a et b sont solutions du systéme :
a(3+6i)+b=3—2i o aB+6)+b=3-2
a(=5+6i)+b=—5+6i —8a=—-8+8i Ly Ly— 1L,

b=3—2 —(1—d)(3+6i)=3—2 —(9+3) = 65
TV a=1-i

Par conséquent,

Pexpression complexe de s1 est s1(z) = (1 — i)z — 6 — bi. ‘

4. Nous avons sp(z) = az+ b avec a € C\ R et b € C*. Par conséquent s, est la composée d’une rotation et
d’une homothétie.

e Le rapport k de 23 est égal au module de a, c’est a dire

e L’angle de sy est égal & un argument de a. Nous mettons a sous forme trigonométrique : a =

(0) = V2
g (% - §7) On cherche 6 € R tel que { c'os((g)) - 2 5 Nous prenons 6 = —%. Ainsi,| 'angle de s; est —%;
sin(g) = — %2

2

1 i 5 9
e On obtient laffixe du centre en résolvant I'équation : s2(z) =2z &z (1 3 + %) =5 §i .
PR —5—9¢
o1+
PR (=5 — ?z)(l - i)
(T+12)(1—14)

—54+5—-9-9

Gre=———y

s[==i=7]

BILAN : sy est la similitude plane directe de rapport g, de centre le point d’affixe 3 + 6i , c’est a
dire B et d’angle .
.

5. (a) Nous avons s(z) = sgo0s1(z2)

= s2(51(2))

= so((1 — )z — 6 — 5i)
=31-i)((1—d)z—6-5i)—5—3i
= —iz+ 1(—6—5i+6i— 55— 9)

i)

(b) s(z) = az + b avec |a| = 1 et b € C*. Par conséquent, notre similitude directe est une rotation dont

l'angle est donnée par un argument de a = —i = e~*"/2. Ainsi, | r est une rotation d’angle -3
On obtient I'affixe du centre en résolvant 'équation : s(z) =z < z(1+1i)=—-8—4i
—8—4i
&> z= "
1+
—8—4i)(1—1i
N BT
T+
= —8+8i—4i—4
B 2

s[=—e]

BILAN : s est la rotation de centre le point d’affixe —6 + 2i et d’angle —3.
(R)

6. On calcule s(zg) = —i(—10 4+ 3i) — 8 — 4i = —5 + 6i = z4. Ainsi,
[5(P) = s2(51(P)) = 52(C) = Q| car s1(P) = C et 5(C) = Q.

A.| Nous avons de plus

7. L’'image de la droite (RP) par s est la droite (s(R)s(P)) puisque s est une similitude directe, donc une
transformation affine. De plus S(R) = A et s(P) = Q d’aprés précédemment. Ainsi, 'image de (RP) est

en fait la droite (AQ). Enfin, puisque s est une rotation d’angle —7%, I'image de (RP) par s est une droite

s

tournée de —%, donc une droite perpendiculaire & (AQ). On en déduit ‘ (RP) et (AQ) perpendiculaires. ‘




On en déduit que les suitcs‘ (Ry) et (T,) sont adjacentes, donc qu’elles convergent vers une méme limite L.

Probleme 1: Nous avons de plus les inégalités : T,” <L<R,.

Partie 1. 3.7, <L <& — —-2vn+1<L & — < 2vn+ 1+ L. De méme avec (1,) ce qui nous donne :
f f
1. Nous avons R, — S, =2vn+1-2y/n k=1

2 -)
2 E-)

\zﬁugsnngrL\

n L
SN HENO

L
ailleurs, par opérations élémentaires, nous avons lir}rl (1 + —) =0et lim ( 1+ — + NG

En divisant par 2y/n les inégalités précédentes deviennent : 1+ ——= 3 f <

1
Puisque lim — = 0, les équivalents usuels donnent : /1 + ; -1~ 7. Par conséquent, par produit : noee S 2vn HHJF;
n—n v
1 1 Par théoréme d’encadrement, la suite de terme général ~—— converge et hm —— =1,donc
R, — S, ~ 2\/n.5=, c’est Adire| R,, — S,, ~ —. | D’autre part, lim —= = 0donc| lim R, — T, =0. 2v/n oo 2y/n
2n vn n—+o0 /1 n—+o00
2. (a) 2Vk(k+1)<2k+1 ©4k(k+1)<(2k+1)? car2k+1>0 Partie 2.
o k2 + 4k < Ak + 4k +1 L.

2. On pose P(n) « 1 <u, <n+1» Montrons par récurence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
< 0<1

e initialisation. Pour n =0, up =1 et 1 <1 <1 donc P(0) est vraie.
La derniere inégalité étant toujours vraie, nous en déduisons : ‘ pour tout entier naturel k, 24/k(k +1) < 2k + 1. ‘

e Pour n € N, on suppose P(n) vraie, c’est & dire 1 < u,, < n+ 1. On veut montrer P(n + 1) vraie, c’est

ntl adire 1 <wupyq <n+2.
(b) @ Nous avons : Rp41 — R, = ; \[ —2vVn+1-— Z \f Nous avons : Uy,41 = up + \/% Par hypothf\q(‘ de récurrence 1 < u, < n. Par passage a la racine, puis

a 'inverse, nous en déduisons : < 1. En sommant, nous obtenons ainsi :

u,,

1
<Up+—<n+2.

1+
n + 1 £/ Un
>1 [

1-2(n+1)+2y/n(n+1)

= Ceci prouve I’hérédite.
vn+1 p
BILAN : Par récurrence, ‘pour tout entier naturel n, 1 < wu, <n+ 1. ‘

2y/n(n+1)—(2n+1)

= NCES : 3 Upyr — Uy = \/% > 0. Ainsi, | la suite (uy,) est croissante. ‘
D’apres la question précédente appliquée a k = n, nous voyons que le numérateur est négatif. Le 4. (a) Nous avons upy1 — up = \/%7 > \/ﬁ puisque u, < k + 1 et par passage a la racine, puis a I'in-
dénominateur est positif car la racine carrée d’'un nombre est positive. Au final, le quotient est n—1 1
négatif ce qui prouve que R,1 — R, <0, donc que | (R,,) est décroissante. ‘ verse. En sommant, nous obtenons : Z(’Uk+1 —ug) > Z \/Tﬁ De plus, par glissement d’indice,
k=0

n+1

n—1
e Nous avons : Tj,41 — 2vVn + 2 — +2 n+1
g Zf v Z v 2 T

1
= —~. Finalement :

%\

n
7)nzz

n—1
1-2y/(n+1)(n+2)+2(n+1) (b) Par télescopage, nous obtenons une expression simple de vy, : v, = Z(Uk+1 —Up) = Up—Up = Up—1.
vn+1 k=0

=

_ 2An+1)+1— QW' Ainsi, d’apres la question précédente, nous avons la minoration : u, — 1 > ; ﬁ, c’est a dire :
VeS| .
D’apres la question précédente appliquée & k = n + 1, nous voyons que le numérateur est positif. n > Z 7
Le dénominateur est positif car la racine carrée d’un nombre est positive. Au final, le quotient est k=1

positif ce qui prouve que T;,41 — T, > 0, donc que | (R,,) est croissante. (c

N>

L’inégalité précédente se réecrit : u, > S, + 1. Or, d’apres la premiere partie, S,, ~ 2v/n. Puisque

(c) Nous avons : e(T},) croissante . ETQO 2y/n = 400, nous en déduisons nglfoo Sn = +00. Par somme "ETDO Sp + 1 = +00. Finalement,

.(R") décroissante par théoreme d’encadrement, | lim wu, = +o0.
e lim (Rn - Tn) =0 n—r+o0
n—+oo



5. Nous avons les inégalités : S,, + 1 < u,, < n + 1. Ainsi, pour a > 1, en divisant par n®, nous obtenons :

Sny L tm o ntl

n®  n* " n® T n®
. Sn . 1 P .
e Par quotient, — ~ ———. Puisque a — 1/2 > 5 > 0, nous en déduisons : lim ———— =0, donc
" e T pa-i2 2 n—>too na—1/2
. S, . S, 1
lim =2 =0. Par somme : lim ==+ — =0.

n—-+oo N n—+4oo & ne

n+1 1

1
Ora—1>0donc lim — =0et
n—

e Par ailleurs, comme n + 1 ~ n, par quotient, m
oo n

. n+1
lim =

n—+oo N

BILAN : Par théoréme d’encadrement, lim — =0, donc |u, = o (n®
n—+oo N

- "~ 3
no na—1

* kK
FIN
* kK
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Devoir surveillé n° 7.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 3 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

Calculatrice autorisée et documents interdits ;

— Le sujet est composé d’un exercice et de deux problémes que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre ;
Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a €té amené a prendre.

Probleme 1
—Projecteurs et algebre linéaire—

On consideére les ensembles F' et G suivants :

x x
F = y | eR3Jy=23; G = y | eR3/2z—y=0etz—-2y=0
z z

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer une famille génératrice de F' et

G.
2. Donner une base et la dimension de I’ et G.

3. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

x x
4. Soit p le projecteur sur F' parallelement a G. Pour tout y | € R3, calculer p Y
z z
T r+y—=z
5. Soit ¢ 'endomorphisme de R3 défini par : g Y = Y . Montrer que ¢ est un projecteur.
Z Y

Donner une famille génératrice du noyau de ¢ : Ker(q).
%

Vérifier que Ker(q) NG ={0}.

Montrer que Im(q) = F.

© »®» 3o

En déduire que po g = g et que qop = p. (Il n'est pas nécessaire d’avoir calculé p d la question 4 pour
répondre a& cette question ni aux suivantes.)

10. On consideére dans cette question ’application r = p + ¢. On notera dans cette question 72

généralement, "™ =ro...or.
——

=ror et plus

n fois

(a) Montrer que 72 = 2r. r est-elle un projecteur ?
(b) Pour tout entier n > 2 calculer 7™ en fonction de 7.

(c) On note id I'application identité de R®. Montrer les deux inclusions :
(a) Im(r — 2id) C Ker(r) () Im(r) C Ker(r — 2id).
(d) Ecrire id comme une combinaison linéaire de r et r — 2id.

(e) Montrer que R? = Ker(r) @ Ker(r — 2id).

(f) Donner lexpression de la projection vectorielle h sur Ker(r) parallelement a Ker(r — 2id).



Exercice 1
—Limites, continuité et équivalents—

Les trois questions sont indépendantes.
1. Déterminer un équivalent simple, puis calculer la limite des fonctions suivantes, au point a proposé :

In(1+ /) Veos(z) — 1 0=0: (0 x? (412 L

- — 0_ A S . _
¢ sin(x) ¢ ' (b) In(1 + sin(z))’ ’ z+1 5x+3°° ;

VIZT3-3 2213
) 1y gy 6= 3 241 = . (O In|l —— = .
( ) IH(I)—].D(S)’CL 3 (e) \/J,T T, a —+00 ( ) n x2+]_ , a 400

1
2. On counsidere la fonction f définie par f(z) = x2n(x1).
x j—

(a) Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est continue sur D.
(b) La fonction f est-elle prolongeable par continuité sur R* ? Si oui, précisez son prolongement.
3. Etudier la continuité a gauche de 0, a droite de 0 et la continuité en 0 de la fonction définie sur R par :

f(x)—{ (1+xBE(@)Y siz#0

1 sinon

Probleme 2
—D’apres EM Lyon 2009—

1. (a) Btudier les variations de la fonction % définie sur R par h(z) = z* — 4z 4+ 1 (on précisera les limites
aux bornes).
(b) En déduire que 1'équation h(z) = 0 admet exactement deux solutions réelles « et S (en notant « la
plus petite).
(c) Justifier que o € [0; %[ et B> 1.
(d) En utilisant la dichotomie, donner une valeur approchée de a & 1071 pres.
zt+1

. On définit alors une suite par son premier

4
. . u, + 1
terme ug = 0 et la relation, valable pour tout entier naturel n, u,4+; = ”4 .

(a) Etudier les variations de g (on précisera les valeurs aux bornes), et verifier que g(a) = a.

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) =

) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 0 < u,, < up41 < .
(¢) En déduire que la suite (u,) converge vers a.

Ecrire un programme en MAPLE (ou dans le langage de votre choix) qui affiche la valeur de wu,,, avec
n choisi par 'utilisateur.

1
3. (a) Montrer que g(a) — g(un) = (@ —up)(a+uy,)(a® +u2), puis : Vn € N, |uyq1 —af < (33) [t — a.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n :

1

(c) Déterminer alors une valeur ng pour laquelle u,,, est une valeur approchée de o & 10~3 prés. Comparer
avec la dichotomie.

(d) Ecrire un programme en MAPLE (ou dans le langage de votre choix) qui détermine une valeur de n
pour laquelle u,, est une valeur approchée de a & 1076 prés. Donner la valeur de u,, correspondante.

* % x
FIN
* x Kk
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Probleme 1:
1. @ Soit W = [y |. Alors : UeF od=| = cary =z
z z
0
sU=z|0|+2z|1
0 1
1 0
& U € vect 01,11
0
1 0
Ainsi : | F' = vect 0], 1 .| En particulier, | F' est un sous-espace vectoriel de R3. | Une fa-
0 1
1
mille génératrice est | F = 0
0
T y o=
e Soit W= |y|. Alors: WeG <= y car{‘iy
z=2y
z 2y
1
& = y| 1
2
& T € vect 1
1
Ainsi: |G = vect 1 .|En particulielx,‘ G est un sous-espace vectoriel de R3. | Une famille génératrice
2
1
est | F = 1
2
1 0
2. ¢ F= 0], 1 est une famille génératrice de F'. Cette famille est par ailleurs libre car les deux
0 1
vecteurs sont non nuls et non colinéaires. ‘.F est donc une base de F'.| Par conséquent | dim(F')
1
o G est une droite vectorielle donc | dim(G) =1 | et 1 forme une base de G.
2

x y=z
3.eSoit W| y |.Alors: WeFNG < z—y=
z z—2y=0
y=2y
S r=y
z=2y
y=20
& r=y=0
z=2y=0
0
sd=|0
0
Ainsi, | FNG
0 1
e D’apres précédemment, F + G = vect 1/, 1 . En développant par rapport a la
1 2
1 0 0 11 1 0 1
premiere colonne, nous obtenons, | 0 1 1 | = 1 2 ‘ =1# 0. La famille B = o], 1 ],(1
01 2 0 1 2
1 1
forme donc une base de R?, donc vect 0 11 =R3. Ainsi : | F + G =R®.
0 2
BILAN : Nous avons F + G =R3 et FNG = {ﬁ}, donc ‘ F et G sont supplémentaires dans R3. ‘

(S

xT

. Soit [ % | un vecteur quelconque de R3. On cherche U et U tels que :

z
- =a+v r=a+v a=x+y—z2
- UeF
y| =7 +7 avec Tea Scy=b+v S Cy=bt+v < b=2y—=z
Z z=b+2v z=b+2v v=z-y
T+Yy—z T T+Yy—z
Alinsi, U= 2y—z |, donc| W =p y = 2y — z
2y —z z 2y —z

. Comme ¢ est un endomorphisme, il est linéaire. Donc, pour montrer que ¢ est un projecteur, il suffit de

z z r+y—z (x+y—2)+y—vy
vérifier que gog = q. Pour tout | y | € R%, (goq) y =q y = Y
z z y y
rT+y—z T
= Yy =4q Yy
y z
Donc | g est un projecteur.
x T T
. Soit [y ]| €R® Nousavons: |y | €ker(q) <q| |y = Ops
z z z
r+y—2=0
<~
=0
-
54
y=
2



1 1
Donc ker(g) == vect 0 et | une famille génératrice de ker ¢ est 0
1 1
7. Soit |y | € R3. Nous avons : [y | €ker(q)NG o x=zety=0et aussiz=yet z=2y
z z

Sr=y=2z=0.
Ainsi | ker(q) NG = {Ogs }.

7€Im(q) sU=q y

z
r+y—=z
S U = Yy
Y
1 1 -1
ecd=z(0]+y[1]+2[0
0 1 0
& W € vect 0 .
0
1 1 1
Ainsi, Im(f) = vect 0,1 0 = vect (1 car u = —uj
0 1 (J 1
~——
i 1?
1 0
D’autre part, nous avons vu précdemment que : vect 0,1 = F. Il reste a voir que ces deux
0 1
ensembles sont égaux. On procede par double inclusion :
1 1 0 1 1 0 1 0 1 1
. 0 € vect 0,1 et 1 =|(0]+|1] €vect 0,1 . Donc, vect 0,1
0 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1
est un sous-espace vectoriel de F' et : vect 0 1 CF.
0 1
1 1 0 1 1 1 1
e De la méme fagon, 0 € vect O 1 1 =—|0)+[1] €vect 0],(1
0 0 1 1 0 1 0 1
1 0
Donc, vect 0,1 est un sous-espace vectoriel de Im(g) et : vect 0 1 C Im(q).
0 1 0 1

Ainsi : [ Im(q)

. Pour tout v € R3, g(v) € F d’apres la question précédente. Or p est un projecteur d’image F donc il laisse
invariant tous les éléments de F. Donc p(g(v)) = g(v) et finalement

De méme, pour tout v € R?, p(v) € F. Or ¢ est un projecteur d’image F donc il laisse invariant tous les
éléments de F. Donc g(p(v)) = p(v) et finalement

10.

(a) Pour u € R3, nous avons :

r?(u) = (p+q)op+q)(u) =P+ (pu)+q(u) = pp(u) +q(u) +q(p(u) + q(u))

(
= p(p(u)) + p(g(w)) + a(p(u)) + q(q(u)) = p(u) + q(w) + p(u) + q(u) = 2(p(u) + q(u) = 2(p + ¢)(u)

par linéarité car p2=p,q2=q,poq=q,qop=p

= 2r(u).

r = p + q est bien linéaire mais 72 = 2r # r, donc ‘ r n’est pas un projecteur. ‘

(b) Montrons par récurrence sur n que, pour tout entier naturel n > 2, r™ = 2"~ 1y,
Initialisation : on vient de voir que 7 = 2r.
Hérédité : supposons que ™ = 2"~ 1r. Alors, pour u € R, "+ 1(u) = v (r(u)) = (2" 'r)(r(v)) =
|

hypothese de récurrence
2712 (y) = 2712 (u) = 2" (u). Ainsi, r"*1 = 277, ce qui prouve I'hérédité.

BILAN : Par récurrence, | pour tout entier naturel n > 2, 7" = 27 !lr, ‘

Soit y € Im(r — 2id), alors il existe « € R3 tel que y = r(z) — 22. Alors
r(y) = r(r(z) — 22) = r’(z) — 2r(x) = 2r(z) — 2r(z) = 0,

donc y € Ker(r). Et finalement on a

o
~

Im(r — 2id) C Ker(r)

Soit y € Im(r), alors il existe z € R? tel que y = r(z). Alors

(r — 2id)(y) = r(y) — 2y = r(r(x)) — 2r(z) = r*(x) — 2r(z) = 2r(z) — 2r(z) = 0,

et donc y € Ker(r — 2id). Finalement
Im(r) C Ker(r — 2id)

(d) On a
1 1
id==r— =(r —2id)
2 2
(e)  On commence par montrer que Ker(r) N Ker(r — 2id) = {Os} :
Soit € Ker(r) N Ker(r — 2id), alors r(x) = 0 et r(x) — 2z = 0 et donc x = 0. Comme tout sous-
espace vectoriel de R3 contient bien Ogs, on a finalement 1'égalité, Ker(r) N Ker(r — 2id) = {Ogs }

o Il reste & montrer que R = Ker(r) + Ker(r — 2id) :
Soit @ € R?, alors z = id(z) et, en utilisant la relation de la question précédente,

7 = Srla) — 50— 2id)(x)

De plus 37(z) € Im(r) et on a vu que Im(r) C Ker(r — 2id) ; donc 3r(x) € Ker(r — 2id).
De méme 3(r — 2id)(z) € Im(r — 2id), et on a vu que Im(r — 2id) C Ker(r) ; donc & (r — 2id)(z) €
Ker(r).
Finalement on a bien décomposé tout vecteur de R* comme une somme dun vecteur de Ker(r—2id)
et d’un vecteur de Ker(r), c’est-a-dire R? = Ker(r) + Ker(r — 2id).

BILAN : Les deux points réunis montrent que :

R? = Ker(r — 2id) & Ker(r)

(f) On vient de voir la décomposition de tout vecteur z de R? selon Ker(r — 2id) & Ker(r) :

1 1 ) 1 . 1 .
T = 57‘(1‘) - i(r — 2id)(z) avec §r(x) € Ker(r — 2id), 75(7" — 2id)(x) € Ker(r)

Et donc h:z — —1(r — 2id)(z) ie. | h = —3(r — 2id)



Exercice 1:
In(1 2
1. (a) Posons f(z) = M Alors :
sin(z)
. linr%) Vz=0, donc In(1 + /z) ~¢ /& (équivalent usuel).
T—
e sin(z) ~o x donc par passage a la puissance, /sin(x) ~g /2.
e Par quotient,
os(z) — 1
(b) Posons f(z) = cos(z) lors

In(1 +sinz)’

. lin%) cos(z) — 1= 0 donc : y/cos(z) — 1 = /1 + (cos(z) — 1) — 1 ~g 1(cos(z) — 1) (équivalent usuel).
T
D’autre part, cos(z) — 1 = —(1 — cos(z)) ~o 7§ (multiplication par un réel et équivalent usuel).
Donc (/cos(z) — 1 ~¢ 7%2 (transitivité).

. lirr%) sin(z)= 0, donc In(1 + sinz) ~¢ sin(x) ~o = (équivalents usuel et transitivité).
€T

. . x PR N
Puisque ilg}] 1= 0, on en déduit

x? (z+1)?
r+1 S5r+3 )
2?5z +3) — (r+1)°  4a® 322 -1

(z+1)(Bz+3) (z+1)(5x+3)
Pour cela, nous constatons que 1 est une solution évidente. On fait donc une division euclidienne par
z—1:

e Par quotient, | f(

Posons f(z) =

. Commengons par simplifier f en mettant ce-dernier au méme

dénominateur : f(z) =

423 -3z —1
42 =3z —1|42% +42 +1

z —1

0

(z—1)(4a? +4a +1)
(x+1)(5z +3)
Comme : lim1 422 + 4x + 4= 12 # 0, nous avons 422 + 4z + 4 ~1 9. De méme, liml(m +1)(5z + 3)=
z— r—
16 # 0, donc (z + 1)(5z + 3) ~1 16.

Ainsi : f(z) =

9
Finalement, par produit et quotient, | f(z) ~1 E(?ﬁ —1).

.9
Enfin }1311 1—6(1 —1)=0 donc
V2r+3-3
P = —
osons f() In(z) — In(3)
L’expression devient alors :

VBT T3-3_Varz-s_3(V1+%-1)

In(3 4+ u) —In(3) In (334) In(1+%)

et © = 3 + u. Nous avons u proche de 0 lorsque x est proche de 3.

. 2u 2 12 w (s
. ;13%) 5= 0 donc : /14 %t =1~ 5% ~o ¢ (équivalent usuel).

L
. zhg}) 3= 0, donc In (1 + %)

. On factorise maintant le dénominateur.

—~
)
=

v . . 1
(e) Posons f(z) = va?+1 —z. Nous avons : f(z) =z (‘/1 + 5 — 1). Puisque : Igm —= 0, nous

+o0 12
avons : /14 25 — 1 ~4 o 55 (équivalent usuel). Par produit :
. 1 . . 1 .
f(z) ~4oo B Puisque zgr{loo Py 0 on en déduit
2243 2?43

Posons : f(z) =1n (m2+1 ) Nous avons lim —1=0, donc f(z) = In(1 + u(z)) ~too u(x).

z—4oo 22 + 1

u(z)

2

249 2 . . . 7 B
— zi43-atol Tzﬂ ~ios = (par quotient). Ainsi, | f(2) ~ oo —-| On en déduit

De plus, u(z) = 55

lim f(

z—+o0

(a) Le domaine de définition de f est D =]0; 1[U]1; 4oc[. Par produit et quotient de fonctions continues

(la fonction logarithme est continue sur ]0; +oo[ donc sur D et les autres fonctions sont polynomiales
donc continues sur D) f est continue sur D.

(b) e Par croissances compardées, lin%)m In(z)= 0, donc Iin})f(m): 0.
T T

e Posons = 1 + u, avec u proche de 0 lorsque x est proche de 1. L’expression devient alors :
% Comme 14 u ~g 1 et In(1 + u) ~¢ u (équivalents usuels), nous avons : (1 +u)In(1 +
u) ~o u (produit). De plus, 2u+u? ~¢ 2u (équivalent usuel), donc par quotient % ~0 %
Par conséquant, f(x) ~1 &. Ceci prouve que 111311 flx)= 3.

BILAN : f admet une limite finie en 0 et en 1 et est continue sur R\ {0, 1}. Elle est donc prolongeable

0 pour x =0
1/2 pour z =1
f(z) sinon

par continuité en 1. Son prolongement par continuité f est défini par : f(z) =

. Pour @ # 0, nous avons : f(z) = e(®), avec u(z) = L In(1 + E(z)). On vérifie £(0) = 1.

e Pour z € [0; 1[, nous avons : E(z) = 0, donc u(xz) = 0 et f(z) = 1. Donc lirg+ fl@)=1= f(0) et
T

‘ f est continue a droite de 0. ‘

1

e Pour x € [-1; 0], nous avons : F(z) = —1, donc u(z) = 2In(1 — ). Or L In(1 — 2) ~¢ —1 par produit

z
lim u(z) =1
d’équivalents et puisque In(1 — z) ~¢ —z. Ainsi : I?U x
L T

=(composition) lim f(z)= % #
z—0~

£(0). Donc ‘ f n’est pas continue a gauche de 0. ‘

e f n’est pas continue a gauche de 0, donc ‘ f n’est pas continue en 0. ‘

Probleme 2:

1.

—~
=3
=

(a) h est polynomiale donc dérivable sur R et Vo € R, W/ (z) = 4(2® — 1) = 4(z — 1)(z® + = + 1). Le

discriminant de z? + = + 1 est strictement négatif et son coefficient dominant est égal & 1, donc
Yz € R,2%2 + 2+ 1 > 0. I est donc du signe de z — 1. Ainsi :

e Pour z € [1; +oo[ h/(z) > 0 et ne s’annule qu'une fois en 1, donc h est strictement croissante.
e Pour z €] — o0; 1] A/(x) < 0 et ne s’annule qu’une fois en 1, donc h est strictement décroissante.
De plus, h(z) ~too 2* et lim 2?= 400, donc | lim h(z)= +oc.
r—£oo z—to0
o sur [; = [1; +o0|, h est strictement croissante et continue (car dérivable) donc induit une bijection
de Iy sur h(I7) = [h(1); Erll h(z)[= [-2; +ool. Puisque 0 € h(ly), I'équation h(z) = 0 admet
T—+00
une unique solution sur /; que 'on notera (.
e sur Ir =] — oo; 1], h est strictement décroissante et continue donc induit une bijection de I sur
h(I2) = [h(1); Hm h(z)[= [~2; +oo[. Puisque 0 € h(I3), I'équation h(x) = 0 admet une unique
P

solution sur I que 'on notera «

‘ L’équation admet donc au final exactement deux solutions réelles : a et 3. ‘




3.

(¢)

R

(0)

(d)

(a)

h(O):1>Oeth(%):3%7‘1<0,d0nca€[O; %[

Nous prenons, ag = 0 et by = 3 On cherche n tel que :

B € I, donc 3 > 1. De plus h(1) # 0, donc
3
l.

b";f’“ <107! & —In(3) —nIn(2) < —In(10) car In est strictement croissante

—In(3)+In(10)
sn > e~ 1,74.
Nous devons donc calculer as (par exemple). Les calculs donnent :

e h(})>0,donca; =3 et b =

3

ol Wi

. h(i)>0,donca2:ietb2:

3

Let % sont deux valeurs approchées de a & 1071 pres. ‘

Finalement, | 3

g est dérivable sur R car polynomiale et pour tout = € R, ¢/(z) = x3. Ainsi :
e Pour z € [0; +o0[ ¢’'(z) > 0 doncg est croissante.

e Pour & €] — oo; 0] h/(z) < 0 donc g est strictement décroissante.

De plus, pour les mémes raisons que précédemment, liril g(z)= +o0.
T—>LT 00

Enfin, pour  # 0, h(z) = 0 & 2' —dr+1 =0 2t +1 = 4o & ”1:1 =z & g(z) = x.

Comme « # 0 est tel que h(a) = 0; on en déduit | g

On considere P(n) « 0 < u, < up41 < o. »Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout

entier naturel n.

e initialisation. Pour n = 0, up = 0, u; = f Nous avons donc 0 < u,, < uj < 1. Ceci prouce que
P(0) est vraie.

e hérédité. On suppose 0 < w,, < up41 < 1. On veut montrer que 0 < upy1 < Upyo < 1.
Par hypothese de récurrence : 0 < u, < u,41 < 1. Puisque g est croissante sur [0; 1], g(0) <
9(un) < g(uns1) < g(a) € 1 < tnp1 < U2 < a, puisque g(a) = «. Enfin 0 < % donc
0 < Upt1 < Upyo < a. Ceci prouve 1'hérédité.

BILAN : Par récurrence, 0 < u,, < up4+1 < « pour tout entier naturel n.

D’apres la question précédente, (uy,) est croissante et majorée par «, donc elle converge. De plus les
termes de la suite appartiennent & lintervalle [0; ] et g est continue sur [0; «], donc la limite de

(uy,) est un point fixe pour g sur [0; o], c’est & dire . Par conséquent : | (u,,) converge vers a.

On écrit une procédure qui définit notre suite, que 1’on va appeler « suite » :

[> suite:=proc(n) nom du programme et arguments
[> 1local k,u; variables locales
[> ul0]:=0; initialisation
[> for k from 1 to n do boucle « for »
[> ulkl:=(ulk-1]1"4+1)/4;

[> od; fin de boucle
[> evalf(ulnl); valeur approchée de u,,
[> end: fin du programme

gla) — glun) =25 — (21)

ST
=1(a? —u2)(a® +u?)

1
= Z(a — up) (a0 + up)(a® +u?).
Pour n € N, nous en déduisons : o — upq1 = gla) = g(un) = (o = un)(a + up)(a® 4+ u2) donc
|la—upi1] = i(a+u7,,)(a+ufl)(a7un) cara > 0 et 0 < u, > . De plus u, < adonc0 < a+u, < 2a.
De méme, 0 < a? + u2 < 2a?. En faisant le produit des inégalités (les termes sont tout positifs),

nous obtenons : 0 < (o +uy,)(a +u2)(or — un) < 2.2020°|a — u,| < (o — uy). Enfin a < £ donc
o’ < 3% Finalement, puisque o — u,, = |a — u,|, nous obtenons :

1
[tnt1 —al < (?) [un — .

On procede par récurrence. Soit P(n) « |u, — a| < PR
e initialisation. Pour n = 0, ugp = 0, donc |ug — | = o < . Nous avons donc |ug — af < P
Ceci prouce que P(0) est vraie.
e hérédité. On suppose |u, — a| < 337% On veut montrer que |u,4+1 — | < el
1
Nous avons : |up+1 —a| < <3—3> |up, — @]  d’apres 3.(a)
! ! ar | hese de réc
<\33) 3801 par hypothese de récurrence
< 1
= 33+3n+1
< 1
= 33014
. Ceci prouve I’hérédité.
1
BILAN : Par récurrence, |u, — «of < et pour tout entier naturel n.
1 .
On résout : et <107® < —(3n+1)In(3) < —31In(10) car In est croissante
31In(10
<3n+1> L
In(3)
In(10) 1
en > ——=~1,76
~ In(3) 3 ’
On prend donc , et alors [ug—a| < 1073, donc‘ Uy est une valeur approchée de o & 1073 pres. ‘
1 . In(10
Avec la dichotomie pour ag = 0 et by = 1, on cherche n tel que on <10 % e n> 1n((2))' Alors

n = 10 convient. Par conséquent, notre algorithme semble mieux adapté pour obtenir des valeurs
approchées de a.

[> n:=0;while abs(1/37(3*n+1))>10"(-6) do n:=n+1;n;od; on trouve n = 4. On calcule

uy ~ 0,2509921536.

* ok
FIN

* k%
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Devoir surveillé n° 8.

Consignes générales :

— La durée de l’épreuve est de 4 heures;

— Les résultats définitifs devront étre encadrés avec soin. Il sera tenu compte de la clarté, de la rigueur et de la
présentation dans la notation ;

— Calculatrice autorisée et documents interdits;

— Le sujet est composé d’un exercice et de deuzr probléemes que l’on pourra traiter dans n’importe quel ordre;

— Si le candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1
—Etude d’une suite—

T
1. Soit f 'application qui a un réel = associe 0 si x =0 et 1(—) sinon.
n(x

) Déterminer le domaine de définition de f.

) f est-elle dérivable en 07
(c) Justifier que f est C! sur [0, 1].

) Déterminer le développement limité de f en e a lordre 2. En déduire la position de la courbe
représentative de f par rapport a sa tangente en e au voisinage de e.

(e) Dresser le tableau de variations de f. On y fera notamment apparaitre les différentes limites et la
valeur de f(e).

Un

In(u,)

2. Soit la suite (uy,)nen définie par ug = 3 et, pour tout n € N, u,1q =

(a)
(b) Justifier que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

. 1
(c) Montrer que : Vz € [e, +o0o[, 0 < f'(z) < 3.
(d) En déduire que : Vy € [e, +oo[, 0 < f(y) — f(e) < 3(y —e).

1

(e) F.
f) Déterminer un entier n; a partir duquel u,, est une valeur approchée de e & 10~!2 pres.
( p q pp p

Montrer que : Vn € N, u,, > e.

Montrer que : Vn € N, |u, —e|<

Probleme 1
—D’aprés Mines Sup 2004—

Dans tout le probleme on notera :

I et J les matrices définies par : [ =

O O =

0 0 010
1 0fetJ=]0 0 1
0 1 1 0 0

B I’espace vectoriel usuel orienté muni d’une base orthonormée directe B = ( i,7, k) ;

f Pendomorphisme de B défini par sa matrice J relativement a la base B}
7 1 — - -
=L (T+7+7%)

x
- T T — : = . .
e Pour tout vecteur t =z ¢ +yj + 2k, on note [ t } = | y | la matrice de t relativement a la base B.
z



PARTIE I : Expression de f dans une base réelle.

I-1. Calculer f (7) et prouver que le plan @ d’équation x +y + z = 0 est stable par f (c’est-a-dire que I'image
par f de tout vecteur de @ appartient a Q).

%
I-2. Onp0567:?+%<—7— k) et W=UNT.
I-3. (a) Vérifier que (7, ﬁ) est une base du plan Q.
(b) Montrer que B = (@, ¥/, W) est une base de E. Cette dernidre est-elle orthonormée directe?

1 0 0
(c) Montrer que Matg (f)=1 0 a b |,oua,b,c, dsont des réels que 'on n’aura pas besoin d’expli-
0 ¢ d

citer.

PARTIE 1I : Expression de f dans une base complexe.

On définit les matrices colonnes & coefficients complexes X; = V3 [U], Xo = [¥] + i [W] et X3 = [V] — i [W]
et on désigne par P la matrice carrée d’ordre 3 : P = [X; X3 X3].

I1-1. Exprimer les coefficients non réels de P en fonction de j et 42. (On rappelle que j désigne le nombre
complexe e°5).

II-2. Soit P la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de P. Exprimer le produit P.P en fonction
de la matrice I. En déduire que P est inversible et calculer P~ 1.

I1-3. (a) Pouri € {1,2,3}, calculer JX; en fonction de Xj.
(b) En déduire une matrice diagonale A telle que : PA = JP.

PARTIE III : Etude de matrices associées a J.

On note : C'(J) ={M € M5 (C) /MJ = JM} I'ensemble des matrices M qui commutent avec J.

ITI-1. Montrer que C (J) est un sous-espace vectoriel de M3 (C) engendré par I,J et J2.

ITI-2. Donner une base et la dimension de C (J).

III-3. a,b et ¢ désignant des nombres complexes quelconques, on note : M (a, b,c) = al + bJ + cJ>.
(a) Calculer la matrice D (a,b,c¢) = P~1M (a,b,c) P, en utilisant le résultat de la question II-3. (b).
(b) Calculer de fagon indépendante les déterminants de M (a,b,c) et D (a,b,c) .

(c) En déduire que I'expression : a® + b® + ¢® — 3abc, est le produit de trois expressions de la forme
aa + b+ ye ou a, B et v représentent des nombres complexes a préciser.

(d) On suppose que a,b, ¢ sont distincts et on considére ces nombres comme les affixes respectives des
sommets A, B,C d’un triangle (T') dans un plan complexe d’origine O.

(e) Prouver que la matrice M (a, b, c) est singuliere (autrement dit : non inversible) si et seulement si
(T') est équilatéral ou si O est son centre de gravité.

PARTIE 1V : Application a I’étude d’une suite récurrente.

On reprend dans cette partie les notations utilisées dans la partie précédente.
On construit par récurrence une suite (73,) de triangles de sommets A4, B, et C,, en posant :

o (Ty)=(T).
e ) désignant un nombre réel, pour tout entier naturel n, (T,,+1) est le triangle dont les sommets A, 1, Byy1, Cra1
sont tels que :

A1 est le barycentre des points pondérés (B, \) et (Cp,1—\)
B, 11 est le barycentre des points pondérés (Cp,\) et (A,,1—A)
Ch41 est le barycentre des points pondérés (A,,A) et (B, 1 — M)

On note : a,, b, et c, les affixes respectives des sommets A,,, B,, et C,,.

Y,=1| b, | et Z,=P7Y,



IV-1. Prouver que pour tout entier n : Z,1 1 = D (0,\,1 — )\).Z,.

IV-2. Expliciter les coefficients de la matrice (D (0,\,1 — \))".

IV-3. (a) On admet qu’'une suite géométrique non nulle de raison complexe ¢ converge si et seulement si g = 1

ou |q| < 1.

Prouver que la suite définie pour tout entier n par ()\j +(1=X) j2)nconverge si et seulement si A

appartient a un intervalle a préciser.

Prouver que si cette condition est réalisée, les suites (a,), (bn) et (¢,) convergent.

IV-4. (a) Exprimer a,41 + bpt1 + ¢np1 en fonction de a, + by, + ¢y
(b) Prouver que les suites (a,), (bn) et (¢,) ont méme limite.

Exprimer cette limite en fonction de a, b et c.

Probleme 2

-Régularité et dérivées successives d’une fonction-

e’ -1

On étudie ci-dessous la fonction définie par f(z) =
x

PARTIE 1 : Régularité.
I-1. Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est de classe C'™° sur D.

I-2. (a) Montrer que f admet un prolongement par continuité sur R que l'on précisera. On notera encore f
ce prolongement dans la suite.

b) Montrer que le prolongement f est de classe C! sur R.
( q prolong

I-3. Montrer que pour tout n € N, f admet un développement limité a l’ordre n que ’on précisera.

PARTIE 11 : Expression des dérivées successives

On considere dans cette partie z € R*.
P, (x)e 4+ a,

II-1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, f() (z) = — ou P, est un polynéme
x
de degré n et a, € R. On montrera au passage :
Poy1=XP, —(X+n+1)P, (1)
ant1 = —(n+1)a, (2)

II-2. Calculer ag, a1, as, Py, P1, Ps.
I1-3. Proposer un algorithme écrit en Maple ou Mathematica qui permette de calculer Psg.
I1-4. Proposer une expression simple pour a, que ’on ne cherchera pas a démontrer par récurrence.

II-5. (a) On note g la fonction définie et de classe C* sur R* par g(x) = % Montrer par récurrence que pour

tout entier naturel n : (—1)mn!
(M) (p) — \ 22/
g " (‘T) - CCn+1

(b) Rappeler I’énoncé de la formule de Leibniz et en déduire :

n

n (=)™l _, . 1 1
¢ )(x):w(e — 1)+ (=1)"nle Tl R
k=1
n ij
= (=" Y
(¢) Montrer finalement que P,(z) = (—1)"n! kz R
=0
* % %
FIN
* kK
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