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Corrigé du quatorzieme devoir a la maison

1. Soit £ € N*. Pour tout n € N*,
&
nk+1 (n) Y Z 72 (n>
=1

On reconnait les sommes de Riemann de la fonction
continue x € [0, 1] = z*, donc

li 1 Si(n) = 1 Fde = !
e e S0 = e = ey

2. Sans difficulté,

N N k
E(XX)=Y kP(X =k)= ZZP(X = k)
k;l N k=11i=
=Y Y P(X=k)=> P(X >i).
1=1 k=1 =1

Commentaire. C’est méme du cours.

3. Comme X; suit la loi uniforme sur [1, N, elle est
finie donc elle admet des moments d’ordre 1 et 2. De
plus,

N N k
E(X)) =) kP(Xi=k)=) &
k=1 k=1
1 N(N+1) N+1
- N 2 2

D’apres le théoréme du transfert,

N N2
2\ 2 _ _
E(X}) =) K PX) =k = ZN
k=1 k=1
iN(N—Fl)(QN—&-l) B (N+1)(2N+1)
N 6 B 6 '
Enfin, d’aprés le théoréeme de Konig-Huygens,
V(X1) = E(X}) — E(X1)?
(N+1)2N+1) (N+1)?
B 6 4
_N?-1
12

4.a.

def simulX(Q):
return [random.randint(1, 10)
for i in range(100)]

4.b. Voici deux versions, I'une avec la fonction max
de Python, et I'autre sans.

def REALIV(Q):
L = simulX()
return [max(L[:i+1])
for i in range(100)]

def REALIV2():

L = simulX()
V=1
m = L[0]
for i in range(100):
if L[i] > m:
= L[i]
V.append (m)
return V

5.a. Soient k > 2 et i € [1, N]. Dire que Uy > i signi-
fie que le plus petit de X7, ..., X} est plus grand que 1,
donc que les X; sont tous plus grands que 4, pour
j € [1,k]. Autrement dit, en terme d’événements,

0=

En outre, les événements (X; >
donc

i) sont indépendants,

Enfin, pour j € [1, k],

N .
z):ZP(Xj:n):Z%ZW.

n=t¢ n=1

‘P(Uk > i) = (N‘“)k

5.b. Sur le méme principe, pour i € [1, N] et k > 2

k i\
- <)== .
H P(X; <) (N)
j=1
Alors, dans le cadre de la question 4.b ou N = 10,

k
P(szlo):l—P(Vk<9):1—<190)

et cette probabilité tend vers 1 rapidement avec k.
Mieux, s’il existe K € N* tel que Xg = 10, alors
pour tout k > K, Vi, = 10.
Ainsi, limg_, 100 P(Vi, = 10) = 1, et dés qu'un
Vi, vaut 10, il en est de méme de tous les sui-
vants. C’est ce qui explique la présence d’un grand
nombre de 10 en fin de simulation.

Alors

5.c. D’apres les questions 2 et 5.a,

N N ) k
N—-—i+1
SRR ST S CEUR)
N
1 s 1
= i 2" = (),
=1 —
ou 'on a posé j = N —i+ 1. D’apres la question 1,
quand N est grand, Si(N) ~ N*¥+1/(k + 1) donc

N
‘EW ~ R
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6.a. |Leb ; sont indépendantes, car elles sont des
fonctions des X, elles-mémes indépendantes, en vertu
du théoréme qui affirme que si X et Y sont indépen-
dantes et f et g sont des fonctions, alors f(X) et
g(X) sont indépendantes.

De plus, pour tout i € [1, N], Y:(£2) = [1,N] et
pour tout k € [1, NJ,

P(Y; = k) ¥

Ainsi, les Y; suivent toutes la méme loi uniforme
que les X;.

1

=P(X;,=N+1-k)

6.b. Introduisons Wy max(Yy,...,Y;), pour
k € N*. Comme les Y; suivent la méme loi que les X,
les Wy, suivent la méme loi que les Vj, : en particulier,
elles ont mémes espérance et variance. De plus,

Wi =max(N+1—-X1,...,.N+1—Xy)
=N+ 1+max(—Xy,...,—Xg)
=N+1-—min(Xy,...,Xp) =N+1-"Uy.
Alors
EWVy) =EWy) =E(N +1-Uy)
=N+1-E(U),
V(Vi) = V(W) = V(N +1-Uy)
= (1> V(Ux) = V(Up).
7.a. Comme U = min(X7, X5) et Vo = max(X7, Xa),

|Us + Vo = X5 + Xy et U Vo = X3 Xo.

7.b. Comme X; et X5 sont indépendantes,
V(Uz 4+ Va) = V(X1 + X3) = V(X1) + V(X3)
B N?Z -1
__ 6’
= E(X2 X5)

(N +1)?
=0

E(U2 VQ) = E(Xl)E(XQ)

7.c. D’apres la question 6.b, V(Uz) = V(12). De
plus,

V(U + Va)
Donc

V(Us)

=V (Uz) + V(V2) + 2 Cov(Us, Va).

1
=V(Wh) = §V(U2+V2) -
2Nt - N%-1

36 N2

Cov(Us, V)

7.d. Par définition,
N) _ COV(U27 ‘/2)
V(Uz2)/V(V2)
B (N2 _ 1)2
N — N2 -1

pa(

2N4

7.e. Alors, quand N augmente,
N4

|—2N4

1
z

2

2

8.a. Sur le méme principe qu’a la question 2,

N
E(X?) =) kP(X =

k=1
N
=> (k(k+1)—k)P(X = k)
k;l . N
=> 23 iP(X=k) - Y kP(X =k)
k;l 1:;[ k=1
=Y 2iy P(X =k)-E(X)
z]:Vl k=1 N
=Y 2iP(X >i) - Y P(X >1)

8.b. Alors, d’apres la question 5.a, et en posant
j=N+1-—4,

M=

(2i = 1) P(U > i)

(20 —1) (NJF]\} _i>k

N
Z (N+1—j)—1)4*

EU;)

1

<.

] =

1

.
I

Ni
- ﬁ (2N + 1) Se(N) = 2841 (N)).
8.c. D’aprés la question 5.c,
V(Ui) = E(U;) — E(U)?
_ % (2N + 1) Sp(N) — 28401 (N)) — ﬁsk(m?

8.d. D’apres la question 1, quand N est grand,
Nk+1

k+1

Sk(N) = +O(Nk+1).

Alors,
1 N
V(Ug) = E ((2N+ 1)<k;+
Nk+2 k42
- 2(k: 3 +o(N ))

1 NkJrl 2
< + O(NkJrl))

SN\ k41
1 (2NF+2 2 NkF2 .
:Nk( T kt2 +O(Nk+2))

k+1
1 N2k+2
<( +O<N2k+2)>

- N2\ (k+1)2

k+1
: + O(Nk+1))

) 2 1
=N ((k+1)(k+2) T (k+1)2

2(k+1)2(l€+2)'

+0(1)>




