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Dix-neuvieme devoir a la maison

[CS17]
Durée : 4 heures
Calculatrices autorisées

Objectifs

L’objectif du probleme est ’étude de 1’évolution de
certains systémes (discrets ou continus) & coefficients
périodiques, dans le cadre de la théorie de Floquet.
Dans la premiere partie on démontre quelques proprié-
tés des suites complexes périodiques et des normes
matricielles. La théorie de Floquet est introduite dans
la partie IT & travers I’étude de suites vérifiant une
relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients
périodiques. Dans la partie III, le résultat est géné-
ralisé au cas des suites vectorielles. Une approche du
cas continu est proposée dans la partie IV. La partie
V est consacrée a la preuve d’un lemme nécessaire
a la partie IIT; en dehors de cette finalité elle est
indépendante des autres parties.

Notations

— M, (C) désigne 'ensemble des matrices carrées
d’ordre n a coefficients complexes ;

— 9, 1(C) 'ensemble des matrices colonnes de taille
n & coefficient complexes ; on identifie M, 1(C) et
c".

— GL,(C) représente 'ensemble des éléments inver-
sibles de 9, (C).

— tr(M) est la trace de la matrice M de I, (C).

— Z,(C) désigne l'ensemble des matrice triangu-
laires supérieures d’ordre n.

— 01, est la matrice ligne de taille n dont tous les
coefficients sont nuls.

Y1

— Pour tout Y = € C, on pose

Yn
Yo = il
¥lloo = jmax [y
— Pour toute matrice C' = (¢; j)1<i,j<n de I, (C),

on pose ||Cllp = 12_12;);" lcijl-
X=X

On rappelle que || - ||oo est une norme sur C™ et
que || - ||o est une norme sur M, (C).

— Si A= (a1 et B = sont deux matrices

1
az b2
colonnes de taille 2 & coefficients dans C, on note

[A, B] la matrice (a1 bl) de M, (C).
ag b2

I Préliminaire

I.A — Une suite (2x)ren € CV est dite périodique
s’il existe un entier p > 1 tel que, Vk € N, 21, = 215
p est alors une période de la suite (zx) qui est dite
p-périodique.

I.A.1) Vérifier qu'une suite périodique est bornée.
I.A.2) Que peut-on dire des suites 1-périodiques ?
1.A.3) Vérifier que, si (zx) est p-périodique, alors

Vn e N,Vk €N, zpi1p = 2p.

I.A.4) Que peut-on dire des suites qui sont a la fois
périodiques et convergentes ?

I.B — Vérifier les deux propriétés suivantes.
LB.1) ¥(A, B)€(M,(C))* |AB| < n|lAllo-[IBllo
LB.2) YAEM, (C), 7Y €C" AY o < nllAllo- [V [l

II Exemples de suite récurrente li-
néaire d’ordre 2 a coefficients pério-
diques

II.A — Dans cette sous-partie II.A, a est un nombre
réel non nul. On note Sol(II.1) ’ensemble des suites
complexes (z)gen vérifiant la relation de récurrence

Vk e N*, zpy1+azpg+2k.1=0 (I1.1)

II.A.1) Donner la forme générale des suites apparte-
nant & Sol(IL.1) en fonction des racines complexes 71
et 7o de équation 72 +ar+1 = 0. Que valent r; + 7o
et riro ?

II.A.2) Montrer que si |a| > 2, la suite nulle est la
seule solution périodique de (IL.1).

I1.A.3) Montrer que si a = —2 alors, (II.1) admet
une infinité de solutions constantes et une infinité de
solutions non bornées.

II.A.4) Montrer que si a = +2 alors, (II.1) admet
une infinité de solutions 2-périodiques et une infinité
de solutions non bornées.

II.A.5) On suppose dans cette question que p est
un entier supérieur ou égal a 3. Donner une valeur
de a € ]—2,2[ pour laquelle toutes les solutions de
Péquation (II.1) sont p-périodiques.

II.B — Dans toute la suite de cette partie, on sup-
pose que p est un entier supérieur ou égal a 2, que
(ak)ren et (bg)ren sont deux suites de nombres réels
p-périodiques et que Vk € N, b # 0. On note Sol(I1.2)
Pensemble des suites complexes (zx)ken qui vérifient
la relation de récurrence

Vk € N*, b, Zk+1 tap 2k + bp_12,—1=0 (H.Q)
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II.B.1) Justifier que I'application

Sol(IL.1) —  C?

v
(26)ken  +— §0>
1

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

I1.B.2) On se fixe (Yx)ken €t (2k)ken, deux suites
solutions de (IL.2). On pose pour tout k € N,
Wi = bk (Yk 2k+1 — 2k Yk+1). Montrer que la suite
(Wk)ken est constante.

I1.B.3) Montrer que les deux suites (yr)ren et
(2k)ken forment une base de Sol(II.2) si et seulement
si WO 7é 0.

II.C - A toute suite complexe (zx)ken, On associe
la suite (Zx)ren d’éléments de C? définie par

).

Démontrer que la suite (zx)gen est solution de (11.2)
si et seulement si la suite (Zx)ken est solution d’un
systéme (I1.3) de la forme

2

VkeN, Z; = (Z
k+1

VkeN, Zpy = A Zy,. (113)

Préciser la matrice Ay € My (C).
II.D — On note dorénavant Q@ = A,_1 Ap_o--- Ag.

On se fixe dans cette sous-partie une solution (Zx)xen
de (11.3).

II.D.1) Démontrer que det @ = 1.

I1.D.2) Démontrer que, pour tout entier naturel k
et tout entier naturel r € [1,p — 1],

{ka = Q" 7y,

Zk:p-‘rr =A AT'—2 t AO Qk Zp.
II.LE.1) Démontrer que (II.2) admet une solution pé-
riodique non nulle de période p si et seulement si 1
est une valeur propre de Q.

II.E —

II.E.2) En déduire que (I1.2) admet une solution

périodique non nulle de période p si et seulement si

tr(Q) = 2. Démontrer que dans ce cas, ou bien toutes

les solutions de (II.2) sont périodiques de période p,
ou bien (II.2) admet une solution non bornée.

On pourra démontrer qu'il existe une matrice

P € GL,(C) et un nombre complexe « tels que

1 «

e=7(p 5

considérer la suite de Sol(ll.2) dont I'image par ¥ est

le vecteur P <(1)>

II.E.3) Montrer que si |tr Q| < 2, alors toute solu-
tion de (I1.2) est bornée.

P~! et, dans le cas oll a # O,

2|4

111

Généralisation

Soient n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 2.

Onu se fixe dans toute cette partie une suite (Ag)gen
de matrices de GL,,(C) que I'on suppose p-périodique,
c’est-a-dire telle que Vk € N, Ay, = Ay.

On note Sol(I11.1) 'ensemble des suites (Y%)ren
de vecteurs de C™ vérifiant la relation de récurrence

Vk € N, Yiy1 = ALYy (IIIl)

III.A — Justifier qu’on définit une suite (P)ren de
matrices de GL, (C) en posant

{éozln

@]H_l = AP VEEN
et que (Yx)ren € Sol(II1.1) si et seulement si Vk € N,
Yy, = &, Y.

IT1.B -

II1.B.1) Démontrer que Yk € N, &y, = &1 D,,.

La matrice @, est appelée matrice de Flogquet de
Péquation (II1.1) et ses valeurs propres complexes
sont appelées les multiplicateurs de Floguet de (IIL.1).

II1.B.2) Soit p un multiplicateur de Floquet de
(IIL.1).

a) Démontrer qu’il existe une solution (Yy)ren de
(IIL.1) non nulle vérifiant Vk € N, Yy, = pYs.

b) Soit (Yi)ren une telle solution, démontrer que, si
lpl <1, dim [[¥ilo = 0.

Dans toute la suite de cette partie III, on note
B une matrice appartenant & GL,(C) et vérifiant
BP = ¢, (Uexistence d’une telle matrice sera démon-
trée dans la partie V).

III.C — Démontrer qu’il existe une unique suite
(Py)ken € (GL,(C))N, périodique de période p, telle
que

Vk e N, ¢, = P, B*.
III.D — Soit (Yi)gen une solution de (IIL.1).
II1.D.1) Justifier l'existence de M = I]I€1€E;L§<||Pk||0.

Montrer que pour tout k € N, ||®xlo < nM || B*||o.

IIL.D.2)

a) Démontrer que si lim |[B¥||, = 0, alors
k— 400

lim [|Yx]| =0.

k— 400

b) Démontrer que si la suite (||B*||o)ren est bornée,
alors la suite (||Yk||co)ren est également bornée.

III.E — On suppose toujours que p est un entier
supérieur ou égal a 2.

III.E.1) Soit R € C[X] un polyndéme de degré supé-
rieur ou égal a 1 a racines simples. Démontrer que le
polynéme R(XP) est a racines simples si et seulement
si R(0) # 0.
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II1.E.2) En déduire que &, est diagonalisable si et
seulement si B est diagonalisable.

II1.E.3) On suppose que B est diagonalisable et
que toutes ses valeurs propres sont de module stricte-
ment inférieur & 1. Démontrer que pour toute solution
(Yk:)keN de (IIIl), lim ||YkHoo =0.

k— 400

IV  Le cas continu en dimension 2

Soient A une fonction continue, périodique de pé-
R — c?
.’El(t)

riode T' > 0 et X une fonction de classe €
X t —
z2(t) )

On s’intéresse au systeme différentiel homogene d’in-
connue X

Al A

VteR, X'(t) = A(t) X(t) (Iv.1)
On se fixe tg € R. On note
R — c? R — C?
U ur(t)) etV v (t)
P (w)) t o <2<t))

les deux solutions du systéme différentiel (IV.1) véri-

fiant U(to) = (é) ot V(to) = <0)

1
IV.A.1) On consideére le systéme différentiel linéaire
(IV.2) dont les solutions sont des fonctions de classe
€' A valeurs dans My (C)
Vte R, M'(t) = A(t)M(t) (IV.2)

Pour tout ¢ € R, on pose E(t) = [U(t), V(t)]. Vérifier
que F est la solution de (IV.2) vérifiant E(tg) = Is.

IV.A -

IV.A.2) Réciproquement, si

M ‘ t o [F(D),G(0)]

est une solution de (IV.2) et W = (Iwul) e C?,
2
démontrer que la fonction

R — C?

YI b o MOW =w Ft) +wG(t)

est une solution de (IV.1).

IV.B -

IV.B.1) Soit t; € Ret W = (Z;) € C2. On sup-
pose que E(t;)W = (8) Montrer que la fonction

v R — C?

t — EQW=wU()+w V(¢
est nulle. En déduire que pour tout réel ¢, E(t) est
inversible.

3|4

IV.B.2) Soit M € €*(R,M5(C)) une solution du
systéme (IV.2).
Mountrer que pour tout réel ¢, M (t) = E(t) M (to).

IV.B.3) Déduire de la question précédente qu’il
existe une unique matrice B € GL2(C) indépendante
de ¢ telle que pour tout réel ¢, E(t +T) = E(t) B.

B s’appelle la matrice de Floguet du systeme (IV.1)
et les valeurs propres complexes de B s’appellent les
multiplicateurs de Flogquet de (IV.1).

Iv.C -

IV.C.1) Soit p € C un multiplicateur de Floquet de
(IV.1), c’est-a-dire une valeur propre de B, et Z € C2
un vecteur propre de B associé a cette valeur propre.

R — C?
On note Y t o B@)Z

a) Démontrer que Vt € R, Y (t +T) = pY (2).

b) Démontrer qu’il existe un nombre complexe p
R — C?

t — S()

périodique telle que Vt € R, Y (t) = et S(¢).

et une fonction S non nulle et T-

IV.C.2) Donner une condition nécessaire et suffi-
sante portant sur les multiplicateurs de Floquet pour
que le systeme différentiel (IV.1) admette une solution
non nulle périodique de période T.

IV.C.3) On suppose que la matrice B est diagonali-
sable. Donner une condition nécessaire et suffisante
portant sur les multiplicateurs de Floquet pour que
le systeme différentiel (IV.1) admette une solution
non bornée sur R.

IV.D — On pose pour tout ¢t € R, W(t) = det(E(t))
et on note p; et py les multiplicateurs de Floquet
de (IV.1).

IV.D.1) Montrer que pour tout réel ¢,
W'(t) = tr(A(t)) W(¢).
IV.D.2)) En déduire que

pron = | ' tr(A(s)ds ).

V  Racines p-iémes dans GL,(C)

On se fixe un entier naturel p supérieur ou égal
a 2. Pour toute matrice B de GL,,(C), on appelle
racine p-iéme de B toute matrice A de GL,,(C) véri-
fiant A? = B. Le but de cette partie est de prouver
Pexistence d’une telle matrice.

On rappelle le résultat suivant relatif au produit
de deux matrices triangulaires par blocs.

Pour toutes matrices 4; et As de M, (C), toutes
matrices X7 et Xy de 9M,, 1(C) et tous nombres com-

plexes A1 et Ag :
G ) o 22) = ( )

O1n M O1,n A2

Ay Ay
Ol,n

A1 Xo + A Xy
A1
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V.A — Soient A € M,(C), X € M,,1(C) et A € C.

Démontrer que, pour tout entier £k > 1 on a :
A x\* AR X,
01, A 01, AF
k—1
ot Xj = (Z Ak=1= AJ)X.
j=0

V.B — On notera dans toute cette sous-partie
2ikm

Yy = {e » ske[l,p— 1]}, I’ensemble des racines
p-iemes de 'unité différentes de 1.

V.B.1) Soient a et A des nombres complexes non

a
nuls. On suppose que X ¢ ¥, ce qui signifie que,

aP

soit a = A, soit Vi # 1. Démontrer que le nombre
p—1

complexe Z AP~177 g/ est non nul.
j=0

V.B.2) Soit A = (a; ;) une matrice de 9, (C) trian-
gulaire supérieure et inversible. Soit A un nombre com-

4

4

plexe non nul. On suppose que, pour tout i € [1,n],

p—1
Py o
;\’l ¢ ¥,. Démontrer que la matrice g P13 A
J=0

est inversible.

V.B.3) Montrer que toute matrice triangulaire supé-
rieure et inversible admet au moins une racine p-iéme
triangulaire supérieure.
On pourra prouver par récurrence sur n > 1 la
propriété suivante :

vB e 7,(C)NnGL,(C),3A € Z,(C)
AP =B

Il L.
telle aue v(i, 5) € [1,n]2,

(7%

&

)

V.B.4) Démontrer que toute matrice inversible de
M, (C) admet au moins une racine p-iéme.

eoe0o [[N eooe




