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Corrigé du deuxieme devoir a la maison

1.1.|La série ) -, a, converge, comme série géo-
=

métrique de raison % De plus,

1.2. Pour n € N*¥,

b 1 1 n < 1
=N e — [r— —_
n on—1 on on n2 ’

donc | la série ), -, by converge.
=

De plus, en maniant les sommes partielles,

n n k n k 1
D= m =20 o
k=1 k=1 k=1p=1

k

p=1 1. Alors, en permutant

en constatant que k =Y
les sommes finies,

n n n 1 no1 1
Dob=D > =2 T
k=1 p=1k=p p=1

"1 L
= QZ 27 N 22 gn+1
p=1 p=1

n
1 n
=) 57w o ®
2p—1 27 pnotoo

2.1. Puisque les suites (n),>2 et (Inn),>o2 sont posi-
tives et croissent vers 400,

| la suite (an)n>1 décroit vers 0.

1
2.2. De méme, la fonction f :t+— ot est continue
n

et décroissante sur [2, +oo[. Faisons une comparaison
série-intégrale. Grace a la décroissance de f, pour
n =2,

n+1
w=f= [ s,

donc

n n k+1 n+1
Z::ak > Z/k f(t)dt :/2 f(t)dt.

k=2 k=2
Or
nt+l o ¢ n+1
/ — = [lnlnt} =Ilnln(n+1) —Inln2
9 tint 2
— +o00.
n—+00

Donc | Y ns1 Gn diverge.
=

2.3. Clairement, | lim,, oo na, =0.

2.4. Pour n > 1,

bn =MNap —Nanp41

=nan — (Tl + 1)an+1 + Gny1-

Or la série }°, - (na, — (n+ 1)an41) est de méme
nature que la suite (nay)n>1, qui converge, donc
cette série converge. En revanche, la série Zn>1 Gpt1
diverge, d’apres la question 2.b.

Donc la série ) -, b, diverge.
=z

3.1. Soit n € N*. Comme la suite (ap)p>1 décroit,
pour tout p € [n+ 1,2n], a, > az,. En sommant ces
inégalités membre & membre, on obtient

2n 2n
§ ap 2 § A2n,
p=n+1 p=n-+1
ou encore, | U, = nNaoy,.

3.2. Puisque la série Zn% a, converge, on peut in-
troduire ses restes, définis pour n > 1 par

“+o0o
R, = Z ap.
p=n+1
De plus, lim,— 4o, R, = 0. Alors,
—+oo —+o0
Uy = Z ap — Z ap = Ry, — Ryyy — 0.
n—-4oo
p=n+1 p=2n+1

Alors, par majoration, | lim,, 4 oo R a2, = 0.

3.3. Bien-siir, on en tire que lim,,_, 1. 2nas, = 0.
En outre, par décroissance de (ap)n>1, pour n > 1,

2n+1)agnt1 < (2n+1)as,
= 2nagy + agp, — 0,
n—-+o0o
d’apres la limite précédente d’une part, et d’autre
part, parce que lim, 4 a2, = 0 puisque Zn>1 an
converge. Alors, comme ses deux suites extraites d’in-
dices pairs et impairs convergent vers 0,

| la suite (nay)n>1 converge vers 0.

3.4. Comme a la question 2.4, pour n > 1,
by =nap — (n+1)apyr + any,

ou la série ) - (na, — (n+1)an41) converge. Mais
=

ici, la série > < an4+1 converge par hypothese, donc
=

| la série ), -, by converge.
=
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3.5. De plus, pour n > 1,

>
k=1

= (kar — (k+ 1) agg1 + axs1)

£
Il
-

M=

(kap — (k+ 1D ags1) + Zak+1

k=1 k=1
n+1
=a1—(n+1)ans1 + Zak
k=2
n+1
= Zak —(n+1anpts-
k=1

Comme lim,, ;oo (n + 1)ay41 = 0, & la limite on a

+oo “+oo
St=
n=1 n=1

4.1. Soient deux entiers tels que n > m > 1. D’apres
le calcul précédent,

n n+1
B, = Zbk = Zak —(n+1Dapst
k=1 k=1
m n+1
:Zak—i— Z ar — (n+1)ans1
k=1 k=m+1

Comme n > m et que la suite (a,) est décroissante

et positive, pour tout k € [m+ 1,n+ 1], ar = ani1.

2

2

Donc
n+1 n+1
Z ag 2 Z An 41
k=m+1 k=m+1
=n+1-(m+1)+1)ans
=(n+1-—m)aps
et

B, > Zak +(n+1—m)aps1 — (n+1)ans1
k=1
=A, —mapy:.

4.2. Fixons m et faisons tendre n vers +oo.
Comme Y b, converge, lim, .. By I:S bp.
Notons B cette somme. De plus, par hypothese,
lim;,—y 4 00 @rn+1 = 0. Alors, en passant a la limite sur n
dans la majoration précédente, A,, < B. Cela signifie
que les sommes partielles de la série ) k>1 @k sont
majorées, et comme cette série est a termes positifs,

| > k>1 Gk converge.
=

4.3. Ainsi, la suite (a,)n>1 est décroissante et posi-
tive, et la série Zn% an converge. On est ramené
aux hypotheses de la question 3 et 'on en déduit que
la suite (nay)n>1 converge vers 0. Alors, de 1'égalité
B, = Apt1— (n+1)any1 tirée de la question 3.5, on
déduit qu’a la limite sur n,

—+oo +o0
g an = g bp.
n=1 n=1




