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Vingt-deuxieme devoir a la maison

[ESIMO1]
Les deux parties sont indépendantes.

PARTIE A

Soit E I’ensemble des fonctions continues de [0, 1]

dans R. Pour f € E, on pose || f|| = ‘/fo f2(t)dt et

on définit la fonction 7'f : [0,1] — R par
Tf(0) = f(0), Tf(x /f t)dt si 2 > 0.

1. Soit f € E. On pose g =T'f.
a) Montrer que g € E.
b) Montrer que pour tout z € [0, 1],

[ a2 . o

ott P(z) est un polynéme en x a déterminer.
c) En déduire que ||g]| <2 ||f]I-

(t)dt + P(z) g*(x)

2. Soit n € N et la fonction f,, : [0,1] — R définie par

Fa(0) = Vi1, fu(a) = inf (w?

a) Montrer que f, € E.
b) Calculer || f,]|.
c) Calculer ||T'f,].

sixz >0.

)

3. On considere 'application T : f — T f. Calculer
la borne supérieure, notée |T'||, de I'ensemble

Ui 1sems o},

PARTIE B

Soit E I'ensemble des suites réelles définies sur N*.
A toute suite u = (un)n>1 € E, on associe les
suites Au, Su et T'u définies par

Aup =uy, Aup = Uy —Up_1 Sin =2,

n

Tjun ZZ%:EE:uk.

On considere 'ensemble F' des suites u € E telles que
la suite S'u soit bornée. Pour u € F', on pose

lw]| = sup Su = sup
neN*

n
D il
k=1

1. a) Montrer que F est un C-espace vectoriel.
b) Montrer que ||-|| est une norme sur F.

2. Soit u € F. On pose v = T'u. Soit w la suite de F
de terme général w, = nv2 pour n € N*.

a) Pour un entier n > 2, calculer

v2 + Aw, + (n— 1) (Av,)?

en fonction de u, et v,. Vérifier que cette expres-
sion est encore valable pour n = 1.

b) En déduire que pour n € N*, Sv,, < 2Su,,.

c) Montrer que v € F et que |[v|| < 2 ||lu.
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