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Corrigé du vingt-deuxieme devoir a la maison

A.l.a. Soit F :
tout z > 0, g(x) =
Comme f est continue sur [0, 1], F' aussi, donc g est
continue sur ]0,1]. De plus, F est dérivable en 0 donc

limog = F'(0) = f(0) =

Finalement, | g € F.

A.1.b. Soit h : x — 1/x. En intégrant par parties, ce
qui est permis puisque les fonctions manipulées sont de
classe ¢!,

fozg2 :foszhQ = [—FQh]g—i-ZmeF’Fh
=2 [ fg—zg*(x).

A.l.c. Sur [0,1], z g*(x) > 0 donc [ g
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

fozfg < \ fozfz \/foggg2
< \/J’J 2\ fy ¢ =111 llall .

d'ot |lg]* <2[y fg < 2|fll gl Sig estla
fonction nulle fau551 et |lgll = 21| f|| = 0. Sinon, ||g|| # 0

donc | [lgll < 2| £]]-

A.2.a. Soitn/let n. On a f,(x) = /n si
z € [0,a] et fo(x Vh(z) st z € ]Ja,1]. De plus

lim,- f, = lim,+ fn = fn( ) onc f, est contmue sur

[0,1] et | fr, € E.

z — [ f(t)dt de sorte que pour

A2.b. ||l = VITTan car | ful® = [En+ [ h.
= fn(o) = \/ﬁ

A.2.c. Posons g, = T fn. On a g,(0)

Siz €]0,a],
gn(z) = h(x fofn_h fo\f—\f
Siz €la,l],
gn(@) = h(@)(fg vn+ [; Vh) =2/hz) = Vah(z
Alors
lgall® = J3' n+ [, (4h = 4/ah®? + ah?)

=1+4lnn+8va(l —+vn)—a(l—n),
| ot |Tf.]l = /4Inn —6+8/y/n —1/n.

A.3.En A.l.c, on a vu que pour f € E ~ {0},
ITf1/11f]l <2, donc ensemble de I’énoncé est borné,
IT| existe et | T|| < 2. De plus, pour n > 1,

ITf.|  Aln —6+8/y/n—1/n

Ifall Vinn +1
donc & la limite, ||T]| > 2. Finalement, | |T|| = 2.

B.1.a. Par définition, F' C E.
La suite nulle est clairement dans F', donc F # &.
Soient u et v dans F et A € R : notons w = u + Awv.
D’apres 'inégalité de Minkowski,

Sw, = \/22:1 lug + Aog|®
n 2 n 2
<V P+ /S Al

= Sup + [Al Svn < [Jul| + [A] |Jv]

<7l

Pz )/17—( (z) = F(0))/(z = 0).

9(0) et g est continue en 0.

<25 fg

donc Sw est bornée et u+ Av € E.

| Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E.

B.1.b. Soit u € F':
lu| =0 <= supSu =20
= VYne N, /S0 Juwl?=0
<— YneN' u,=0 <= u=0.

Soient u € E et A € R. On a clairement
S (Au) = |A| Su donc

sup S (Au) =sup|A| Su = |\|sup Su,

cest-a-dire |[Aul| = |A] ||u-

Soient u et v dans FE. D’aprés un calcul précé-
dent, pour n > 1, S (u + v), < |u| + ||Jv|]| donc
llu+ ol < flufl + o]l

|II-]| est bien une norme sur F.

B.2.a. Soit n > 2. On a

v+ Awy, + (0 — 1) (Av,)?

=i 4w, —w,_ 1+ (n—1)(v

= v +nv; = (n—1v;
+(n—1) (v = 20,001 +v5_1)

=202 —2(n— 1)v,vn_1

(
(

n Un71)2

nv, — (n—1)v,_1)
Zk 1uk_Z;c 1uk)—2unvn

En outre, Aw; = w; = v? et v] = uy, donc
) 1 )

=2v,

=2v,

v% +Auw+(1-1) (Av1)2 = 21)% = 2ujvy.

|Vn 1, v2 + Aw, + (n— 1) (Av,)? = 2uy, vy,.

B.2.b. En sommant 1’égalité précédente,
wy, 20,

222:1 Uk Vi
= i1 Vi T Do Awe + (n = 1) 305 (Avn)?
= (Svn)? +wp + (n—1)(SAvy)? = (Sv,)?.

puisque

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ZZ:1 UR Vg S \/22:1 |Uk‘2 \/22:1 |Uk|2 = SupSvn,

d’ott (Sv,)? < 28w, Sv,. Si Sv, = 0, alors les v, sont
nuls pour k € [1,n], donc aussi les uy et Su, =0 : on
a bien Swv, < 2Su,; sinon, en simplifiant par Sv,,,

Sv, <25u,.

B.2.c. Donc Swv est bornée car Su l'est. De plus, pour
n =1, Sv, <2 luf donc |v € F et [Jv]| <2 [|ul|.

PSI-2324-MATHS



