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Vingt-quatrieme devoir a la maison

[E3A20]
Durée : 4 heures
Les calculatrices sont interdites
Le sujet est composé de 4 exercices
indépendants.

Exercice 1.

Pour tout entier naturel n, on définit sur I'intervalle
J =[1,+o0] la fonction f, par :

_ =y

1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge
simplement sur J. n>0
On note alors pour tout x de J, ¢(x) sa somme.

2. Montrer que cette série de fonctions ne converge
pas normalement sur J.

3. Etudier alors sa convergence uniforme sur J.

+oo
4. Déterminer ¢ = JCEI_EOO Z;) fn(@).
(="

N

5.1. Justifier la convergence de la série de terme
+oo

général u,. On note a = E U, Sa somme.
n=1

5.2. Montrer que ’on a au voisinage de I'infini :

<p(x)—5+\;5+0(x31/2>.

5. Pour n € N*, on pose u,, =

Exercice 2.

Soient n € N* et A = (a;;) € #,(R). On dit
que la matrice A est a diagonale propre lorsque son
polynome caractéristique est

n

XA = H(X — CL“)

i=1

1. Donner deux exemples de matrices a diagonale
propre qui ne sont pas diagonales.

2. Soient « et § deux réels et

0 0 «
a [ 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante
portant sur les réels o et S pour que M soit une
matrice a diagonale propre.

3. Soient X, X5 et X3 des variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes définies sur un espace pro-
babilisé ({2, .27, P) et qui suivent toutes les trois la loi
géométrique de parametre %

3.1. Préciser X;(2). Donner la loi de la variable
aléatoire X; et donner sans démonstration les va-

leurs de son espérance et de sa variance.

3.2. Exprimer I’événement [X; = X5] sous forme
d’une réunion dénombrable d’événements incom-
patibles.

3.3. Pour tout w € {2, on pose :

0 0
B(w)= 0 0
Xl(w)—XQ(w) X2(W)_X3(W) 0

On notera ainsi
0 0 X, — Xo

B= 0 0 Xo— X3
X1 —Xo Xo—X3 0

la fonction qui, & tout w de {2, associe B(w).
Déterminer la probabilité pour que B soit une
matrice a diagonale propre.

4. Soit A = (ai;) € #,(R). On rappelle que AT
désigne la matrice transposée de la matrice A.

4.1. Calculer tr(AT A) en fonction des coefficients
de la matrice A ou tr(M) désigne la trace de la
matrice M.

4.2. On suppose dans cette question que A est une
matrice symétrique réelle.
Démontrer que

tr(ATA4) =) N
i=1

ou les \; sont les n valeurs propres distinctes ou
non de la matrice A.

4.3. Déterminer les matrices symétriques réelles a
diagonale propre.

Exercice 3.

Soient a un réel strictement positif et f une fonc-
tion continue sur R.

Pour tout A réel, on pose

_[TEA= )
I()\)f/a S,

lorsque cela existe.
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1. | Dans cette question, et uniquement dans

t
cette question, f est la fonction ¢+~ cos .
a g (1—%t2)

1.1. En utilisant un développement asymptotique
de f au voisinage de +00, donner un équivalent de
A — f(t) lorsque t tend vers Uinfini.
1.2. En déduire ’ensemble des valeurs du réel A
pour lesquelles I(\) existe. ° )
/ 1) g
o T

2. On suppose qu’il existe A et p deux réels pour
lesquels I(\) et I(p) existent. Prouver que l'on a :

1.3. Donner alors un équivalent de
lorsque x tend vers ’'infini.

A= p.
3. Pour tout z réel, on pose
@) = [ (- s,

3.1. Justifier que Hy est de classe C! sur R et
préciser H} (x).

3.2. Démontrer que si H) est bornée sur R, alors
I()\) existe et que

T HA(t)

1) = 2

a

dt.

4. Désormais on suppose que f est continue sur R et
T-périodique (T > 0).
4.1. Démontrer que la fonction ¢ qui a tout z réel
x+T
f(t)dt est constante.

associe p(z) =

Montrer alorsxque I’on a, pour tout réel x :
T
H)\(CL"FT)—HA(SU):)\T—/ f(t)dt
0

4.2. Montrer qu’il existe une unique valeur Ag du
réel X pour laquelle la suite (Hy(a +nT))nen est
bornée.

4.3. Prouver que, dans ce cas, la fonction H) est
périodique et bornée dans R.

4.4. Déterminer alors toutes les valeurs du réel A
pour lesquelles T(\) converge.

4.5. Dans le cas ou Ay # 0, déterminer un équi-

It
valent de / Q dt lorsque x tend vers l'infini.

5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose
™/2 |sin(nt ™/2 |sin(nt
Anz/ 7| ( )ldtetBn:/ 7| ( )ldt.
0 Sln(t) 0 t
5.1. Prouver que A,, existe. On admettra qu’il en
est de méme pour B,,.

2

2

5.2. Déterminer un équivalent au voisinage de 0

1
de la fonction t — — — ———.

t  sin(t)
5.3. Démontrer que la suite (A, — By)nen- est
bornée.

5.4. On effectue dans B,, le changement de va-
riable u = nt.

5.4.1. Donner un équivalent de B,, lorsque n
tend vers I'infini. On pourra utiliser les résultats
établis a la question 4.

5.4.2. En déduire un équivalent de A,, lorsque
n tend vers U'infini.

Exercice 4.

Soient E un plan vectoriel, 8 = (7,7) une base
de E et 6 € |0, [ fixé.

On considére I'endomorphisme f de E représenté
par sa matrice C' dans la base £ :

¢= (? 20_015(0)> :

On définit alors sur E une forme bilinéaire symé-
trique @ par les relations :

B(1,7) = P(7;7) = cos(0) et (,7) = B(7,]) = 1.

On rappelle qu’'une forme bilinéaire sur E est une ap-
plication de E? dans R, linéaire par rapport & chacune
de ses variables.

1. Soient X =217+ 227 et Y = y1 7+ y2 7’ deux vec-
teurs de E. Exprimer ¢(X,Y) en fonction des réels
$17$27y17y2et9~

2. Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

3. Prouver que f est une isométrie pour le produit
scalaire @.

-,

4. Déterminer un vecteur k € E tel que (7, k) soit une
base orthonormée pour @ et que ¢(7, k) > 0.

5. Expliciter la matrice de f dans la base (7, k). Pré-
ciser la nature de f.

6. Soit m € N*. Pour quelles valeurs de 6 € ]0, 7|
a-t-on ™ =idg?
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