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Corrigé du quatrième devoir à la maison

Avertissement. Le corrigé n’est pas de moi.

1. Pour tout λ ∈ R, la série
∑

k⩾0 λk/k! est conver-
gente de somme eλ. Pour x ∈ R et donc à fortiori pour
x > 0, la quantité Rn(x) est le reste d’ordre n de la sé-
rie précédente avec λ = nx : il est donc bien défini.
De plus

Tn(x) + Rn(x) =
∑
k⩾0

(nx)k

k! = enx.

2. La formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre
n appliqué entre 0 et x à la fonction (de classe C ∞)
f : t 7→ ent s’écrit

enx = f(x)

=
n∑

k=0

f (k)(0)
k! xk +

∫ x

0

(x − t)n

n! f (n+1)(t)dt

=
n∑

k=0

nkxk

k! +
∫ x

0

(x − t)n

n! nn+1ent dt.

En effectuant le changement de variables u = x − t
dans le terme intégral, on en déduit

Rn(x) = enx − Tn(x)

=
∫ 0

x

un

n! nn+1en(x−u) (−du)

= enxnn+1

n!

∫ x

0
une−nu du

= enx nn+1

n!

∫ x

0
(ue−u)n du.

3. On a
an+1

an
= (n + 1)n+2yn+1n!

(n + 1)!nn+1yn
=

(
n + 1

n

)n+1
y

= y exp ((n + 1) ln(1 + 1/n)) .

Or,

(n + 1) ln(1 + 1/n) ∼
n→+∞

n + 1
n

∼
n→+∞

1

donc lim
n→+∞

(n + 1) ln(1 + 1/n) = 1 et par continuité
de l’exponentielle au point 1, on en déduit que

lim
n→+∞

an+1

an
= ye.

Si y < e−1, on en déduit que lim
n→+∞

an+1

an
< 1 et par

le critère de d’Alembert que lim
n→+∞

an = 0.

4. La fonction u 7→ ue−u est dérivable de dérivée
u 7→ (1 − u)e−u. Elle est donc strictement croissante
sur [0, 1]. Pour x ∈ ]0, 1[, on en déduit que

M = sup
u∈[0,x]

ue−u = xe−x < 1 · e−1 = e−1.

On en déduit que

0 ⩽ Rn(x) ⩽ enx nn+1

n! Mn.

D’après la question précédente, et comme M < e−1,

on a lim
n→+∞

nn+1

n! Mn = 0 et ainsi

Rn(x) =
n→+∞

o(enx).

De là, pour x ∈ ]0, 1[,

Tn(x) = enx − Rn(x) = enx + o(enx) ∼
n→+∞

enx.

5. Oui !

6. On a

Tn(x) = enx − enx nn+1

n!

∫ x

0
(ue−u)n du.

Or, et d’après la question précédente :∫ +∞

0
(ue−u)n du =

∫ +∞

0
une−nu du

=
t=nu

∫ +∞

0

tn

nn
e−t dt

n
= 1

nn+1

∫ +∞

0
tne−t dt

= n!
nn+1 .

On en déduit que

Tn(x)

= enx nn+1

n!

(∫ +∞

0
(ue−u)n du −

∫ x

0
(ue−u)n du

)
= enx nn+1

n!

∫ +∞

x

(ue−u)n du.

7. Suivons l’indication de l’énoncé en commençcant
par la justifier : la fonction u 7→ ue−u est strictement
décroissante sur [1, +∞[. On en déduit que pour x > 1
et pour u ⩾ x, on a ue−u ⩽ xe−x. On en déduit que

(ue−u)n = (ue−u)n−1 ue−u ⩽ (xe−x)n−1 ue−u.

De là

0 ⩽ Tn(x) ⩽ enx nn+1

n! (xe−x)n−1
∫ +∞

x

ue−u du

= enx nn+1

n! (xe−x)n 1
xe−x

∫ +∞

x

ue−u du.

Or, comme x > 1, xe−x < 1 · e−1 = e−1,
en appliquant à nouveau la question 3, il vient

lim
n→+∞

nn+1

n! (xe−x)n = 0 et donc par domination

lim
n→+∞

Tn(x)e−nx = 0 et finalement

Tn(x) =
n→+∞

o(enx).
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