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Cinquieme devoir a la maison

Etude d’une fonction et de sa limite
[CCP13]

Notations

On note :
e N l'ensemble des entiers naturels.
e R l'ensemble des réels et RT Dintervalle [0, +o00].
Pour tout entier naturel n on note n! la factorielle
de n avec la convention 0! = 1.

1. Etude de la fonction f.
On note f la fonction définie sur R par :

o) = /0 exp(—t2)dt = /0 e dt.

1.1. Montrer que f est une fonction impaire déri-
vable sur R.

1.2. Montrer que f est indéfiniment dérivable
sur R. Pour tout entier n € N*, on note f(") la
dérivée n-ieme de f . Montrer qu’il existe une fonc-
tion polynoéme p,,, dont on précisera le degré, telle
que pour tout x € R :

f(”)(x) = pu(x) exp(—x?).
1.3. Que peut-on dire de la parité de p, ?

1.4. Démontrer que f admet une limite finie
en +oo (on ne demande pas de calculer cette li-
mite). Dans toute la suite du probléme, on note A
cette limite.

2. Développpement en série de f.

2.1. Montrer que pour tout z € R, on a

too 22n+1
J(@) = ngo(il) n!(2n+1)

2.2. Expliciter p,(0).

3. Calcul de A.
Pour tout entier n, on note :

w/2
W, = / cos" xdz.
0

3.1. Montrer que pour tout réel u, on a

e >1+u.

3.2. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que :

I-uwr<e ™ siu<l
1 :
e Y < m siu > —1.

3.3. Démontrer que pour tout entier n non nul,
on a :

1 “+o0 “+o00 d
/ (1—2%)"dx < / e da < / 7172
0 0 o (I+a2)m

3.4. En déduire que pour tout n € N* :
A
Want1 € —= < Wapoa.

N

En admettant que W,, ~ 4/ L, calculer A.
+oo \ 2n
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