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Corrigé du huitieme devoir a la maison

1.1.1. Sans difficulté,
ag =1, ap=1-1-1=0,
ar=2-0+1=1, a3=3-1-1=2,
asr=4-24+1=09.

1.1.2. Prouvons par récurrence que pour tout entier
n>1, P(n): «a, €Ny

L’initialisation est assurée avec aso, as et a4 ci-
dessus. Supposons P(n) vraie pour n > 2. D’une
part, comme somme et produit d’entiers (relatifs),
an41 est entier (relatif). D’autre part,

U1 = (n+1)a, + (=)™
>(n+1)-1-1=n2>1,

donc P(n + 1) est vraie.

| Ainsi, pour tout n € N, a,, € N,

1.2.1. On a
(=1)°
Bo=10!- ol =1, G4 =1(1-1)=0,

1
522(11+2>1,
1 1
=6(l1—-1+-—=])=2
63 < +2 6) )

1 1 1
Bi=24(1-14=-—-+—|=0.
! ( 2 6 24) )

1.2.2. Soit n € N. On a
n ' n
[ = 310 = S0 () 00— ez
k=0 ’ =

1.2.3. Soit n € N. On a clairement
| Bns1 — (n+1) B, = (=1

1.2.4. Les suites « et § ont les mémes premiers termes
et véfient la méme relation de récurrence. Alors,

d’apres le principe de récurrence, | a = 3.

1.3.1. p,, est le reste d’une série alternée. Comme la
suite (1/k!)r>0 décroit vers 0, d’apres le théoréme
spécial des séries alternées, p, est du signe de son
premier terme : |sgn(p,) = (=1)"*'.

1.3.2. Toujours d’apres le théoreme spécial des séries
alternées,

joal < |S
" (n+1)! (n+1)!
1
d ! < )
onc n! [py| ntl
D’apres 1.3.1, p, est non nul. Or
B (_1)n+1 N
(—1)ntt g aeg .
donc p,, # CEl et | Vinégalité est stricte.
n !

1 1
1.3.3.On a |n!efl —ﬂn| =nl|p,| < ] < 5
donc d’apres 1’énoncé, nt

| Br, est Uentier le plus proche de nle™!.

1.4.1. D’apres le cours (de premiere année), f existe
et est unique : c’est la fonction définie sur |—1, 1] par

)= s ([ ) =1

1.4.2. f est de classe ¥ sur |—1, 1[ comme produit
de fonctions qui le sont.

1.4.3. Pour z € |-1,1[, | (1 — z) f(z) = e™".

En dérivant n+ 1 fois ce produit grace a la formule
de Leibniz, on a

%(n + 1) dk (1 _ 1‘) f("—H_k)(;L') — dn+1(e_x>

k) dzk dantl
k=0

c’est-a-dire

| (1—x)f(n+1)(m)_ (n+ 1)f(n) (x) _ (—1)"“6—“‘,

I1.4.4. Pour =0, on a
FrE0) = (n 4 1) F0(0) = (1)

Comme en outre f(0) = 1, les suites (f(")(z)) et
ont les mémes premiers termes et vérifient les mémes
propriétés de récurrence, donc comme en 1.2.4, elles
sont égales.

|vn e N, f(")(0) = B,.

I1.1. La seule permutation & un élément est I'identité,

donc |y; = 0.

Il y a deux permutations a deux éléments, 1’iden-
tité qui laisse les éléments fixes, et la transposition

T12 qui les permute donc |y, = 1.

I1.2. Voici les permutations a trois éléments, notées
matriciellement et par ordre décroissant du nombre
de points fixes :

— l’identité, a trois points fixes,

12 3.
12 3)°

— les tranpositions, avec un point fixe,

1 2 3 1 2 3 1 2 3Y)\
13 2)7\3 2 1/7\2 1 3)"°

— les permutations circulaires, sans point fixe,

1 2 3 1 2 3
31 2)7\2 3 1)°

Ainsi, v3 = 2.
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CORRIGE DU HUITIEME

I1.3.1. Si 7 € S; a deux points fixes, les deux autres
points de [1,4] s’envoient I'un sur l'autre, et 7 est
une transposition. I1 suffit de choisir les deux points
fixes dans [1,4] : il y a (3) = 6 choix possibles.

| Il y a 6 transpositions dans Sy.

I1.3.2. On choisit un point fixe : il y a 4 choix pos-
sibles. Pour chaque choix, les trois points restants sont
non fixes, et d’apres I1.2, il y a deux permutations
possibles de ces trois éléments.

|11y a4-2 =8 permutations de Sy & un point fixe.

I1.3.3. Si une permutation 7 de S4 a trois points fixes,
le quatrieme l’est aussi et 7 est 'identité. Une permu-
tation de S4 sans point fixe n’est donc pas 'identité,
ni I'une des 6 transpositions (¢f. I1.3.1), ni 'une des
8 permutations de 11.3.2. Comme S4 compte 4! = 24
éléments, il y a 24 — 1 — 6 — 8 = 9 permutations sans

point fixe, donc | y4 = 9.
I1.4.1. | card(S,,) = n!

11.4.2. Comme en I1.3.2, on choisit k points parmi n :
ilya (Z) choix possibles. Sur les n—k points restants,
on effectue une permutation sans point fixe : il y en
A Yn—k-

Ainsi, il y a (Z) Yn—k permutations de S,, ayant
exactement k points fixes.

I1.4.3. Comme en II.2, on répartit les permutations
de S,, par leur nombre de points fixes k € [0,n]. Au
total, il y en a n! donc

" /n " n " /n
mzz(k>%k:Z<n—k>%:Z<k>%'
k=0 k=0 k=0
I1.5.1. Soit € ]—1, 1[. Comme 7, < n!,

In
T n

o <zl

Or > z™ converge absolument comme série géomé-
trique de raison |z| < 1, donc > v, z™/n! converge
absolument. | Donc g(z) est bien défini.

I1.5.2. Soit = € ]—1, 1[. Effectuons le produit de Cau-
chy de la série définissant g(x) et de celle de e* don-
née par I'énoncé. C’est possible car ces deux séries
convergent absolument. On a
+o0 ~ +oo e
n n
a2
n=0 n=0

h(x)

n= p=0
+oo n n +oo
n T 1
S0 E-E -
n=0 \p=0 p ’ n=0

2

DEVOIR A LA MAISON

I1.5.3. Il s’ensuit que
e Thix) =

g9(z) = T2

I1.5.4. Comme f = g et que g est la somme d’une
série entiere, f est développable en série entiere. Alors,
par unicité du développement en série entiere de f,
pour tout n € N, v, = £(™(0), donc

B =1

I1.5.5. Du coup, pour tout n € N,

n (_1)k
=2

k=0

In

—— e t#£0,
n!

n—-+00

et > n/n! diverge grossiérement. De plus,

—XT
= lim
z—1-1—2x

lim g(z) = = +o00.

r—1—

| On ne peut ni définir ni prolonger g en 1.

I1.5.6. Pour les mémes raisons, Y (—1)"y,/n! di-
verge grossierement. Mais ici,

. . - e
i o) = i, 7 =5

r——1*

On ne peut définir g en —1 mais on peut la pro-
longer par e/2.

I1.5.7. Comme § = v,
VneEN, ypp1 = (n+ 1)y, + (=)™

d’ott 'on tire a la machine | vg = 14 833.

II1.1.1. Pour tout « € [0,1], 1 < e” < e, donc

1 ! ! e
/ :C"d:cané/ z"edxr =
0 0

n+1 n+1

D’apres le théoreme d’encadrement,
lim J, =0.
n—-+4o00

II1.1.2. La série Y vy, est clairement alternée et (J,,)
tend vers 0 en décroissant car pour n € N et z € [0, 1],
2"t < z™. D’apres le théoréme spécial des séries al-

ternées, | > v, converge.

IT1.2.1. C’est la formule de Taylor avec reste intégral
pour ’exponentielle en 0.

II1.2.2. En appliquant (1) en z = —1,

L1 = (D)F L(=1-0)n
elzz(k!) +/0 7( )edt

n!
k=0

d’ou, en posant z = 1+t
-1

@:/@ (=1 —t)"etdt

0
(—1)"/ e tdr =e tu,.
. —¢ Un

3
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II1.3. D’apres 111.1.2, | 3~ 6,, converge.

Par ailleurs, d’apres II1.1.1,
-1
e

n+1

Or > 1/(n+1) diverge, donc | >_ |4,| diverge.

I11.4.1. D’apres II1.1.1, on a

|0,] ety 1 1
n o n(n+1)

160 =€ 1T, >

n n?’

Or Y- 1/n? converge, donc | Y- |8,| /n converge.

II1.4.2.1. La fonction ¢ : 2 — e* In(1 — x) est conti-
nue sur [0,1[. De plus, le changement de variable
t =1 — z est une bijection de classe € de [0, 1] dans
10,1], donc la fonction ¢ est intégrable sur [0, 1] si
et seulement si la fonction v : t — et Int l’est sur
10,1]. Or |¢)(t)| ~o —elnt, ol —In est intégrable sur
]0,1]. Donc 1 est intégrable sur ]0,1] et ¢ Vest sur
0,1

[0, 1].

| Ainsi, A converge (absolument).

I11.4.2.2. C’est du cours.

I11.4.2.3. Voici un calcul formel, qui sera justifié en-
suite.

1 ,.+oom"
M:/o e ;;dw
+°°1 1nz
:Zﬁ/ " e’ dx
Z|5|

D’apres 111.4.2.2, 1’égalité (1) est justifiée. En outre,
on a vu en IIL1.3 que |8,| = e~ J,, donc (3) est jus-
tifiée. Par ailleurs, les fonctions x — e® z™/n sont
continues et intégrables sur [0, 1[ et d’apres (1), leur
série converge simplement sur [0,1[ et sa somme,
x+— —e®In(1 — x) y est continue. Enfin,

/1 [0n]
0

n )
et d’apres 111.4.1, 3 |6, | /n converge. Alors, 1’égalité
(2) est justifiée.

n
T
e —|dr=e
n

I11.4.3. La série de I’énoncé converge absolument car
()" |1

nl(n+1)2

et > 1/n! converge.

n!

3

3

A Taide du changement de variable rencontré en
I11.4.2.1,

1
A:—/ e~ tlntdt.

0

En développant e~¢, et en permutant comme ci-dessus
(la justification est laissée au lecteur :-),

1+<>o
/ Z " ntdt
nl
_ n 1
=—ez /t”lntdt.
n=0 0

En intégrant par parties, ce qui est autorisé car les
termes manipulés ont un sens,

1

1 thrl 1 tn
/ t"Intdt = { lnt} 7/ dt
0 n 1 0 o n + 1
B 1
(n+1)%
pinsi, A= S~ CU" b
insi, A = enz:% m D’apres 111.4.2.3,

+oo (

_1)n _+°0 |5n
nz:%n'(n—&-l)z _;T

IT1.4.4. On cherche & approcher
+oo

—1)"
Zn'( )

— nl(n+1)?

par une somme partielle de rang . Le reste mesure
lerreur commise. Or

+oo
(1" (-¥
n:%:H n!(n+1)2| ’ (N +1)!(N +2)2

11 suffit alors de choisir N tel que

1 1
< —.
(N + 1)!I(N +2)2 = 600

En prenant N =3, on a

1 1 1
(N+DI(N+2)2  4-25 600

Donc un rationnel p/q convenable est
3

—1)"
:Zn|( :

_ 2
—nl(n+1)?

288"
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