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Corrigé du deuxieme devoir surveillé

Probleme 1

Q1. Soit a € R. Voici deux fagons, sans ordre de
préférence.

PREMIERE FACQON. Pour tout n >

o/t
(n+1)> /) no

donc avec la reégle de d’Alembert, | R = 1.

DEUXIEME FAGON. Pour tout n > 1, 1 = n® - (1/n%),
donc d’apres le cours, les séries entieres En>1 x™ et
Zn>1 2™ /n® ont méme rayon de convergence. La pre-
miére est une série géométrique usuelle, donc | R = 1.

1,1/n*#0 et
na

- (n+ 1)0‘ n—-+oo

)

Q2. D’apres la question Q1, f, est au moins définie
sur |—1, 1[. Tl reste a étudier la convergence en +1.

On sait que la série de Riemann }_ -, 1/n®
converge si et seulement si @ > 1. Autrement dit,
1€ 9, siet seulement si o > 1.

Etudions la série alternée D ons (1) /.

Si a > 1, elle converge absolument : —1 € Z,,.

Sia<0,1/n* 4 0 donc elle diverge grossiére-
ment : —1 §é Do

Si0 < a < 1, elle converge d’apres le théoreme spé-
cial des séries alternees car la suite (1/n%),>1 décroit
vers 0: —1 € Z,.

-1,1] sia <0,
~1,1] si0<a<l,
[-1,1] sia>1.

Finalement, 2, =

Q3. Ici a > 0. Soit = € Z,.

Sixz >0, fo(x) > 0, comme somme de termes
positifs.

Siz < 0, la série 33 o, 2"/n® est alternée et
converge d’aprés le théoréme spécial des séries al-
ternées, donc sa somme est du signe de son premier
terme, x : fo(z) <O0.

|Sia>0etx€ Py, fa(z) est du signe de z.

Q4.

V. 1,1],
x €]— Zx T

Commentaire. Attention de ne pas oublier le premier
terme de la série géométrique.

Puisqu’on peut dériver la somme d’une série entiere
terme a terme,

Ve e]-1,1],

Zm
:x:flmn— :x<zx>

_xddx<1ix> - (1—2)2'

Enfin, en reconnaissant un développement en série
entiere usuel,

Vo e]-1,1] In(1 — ).

27:

Commentaire. On a vu dans un exemple du cours que

too  1\n
Z( 1 = —In(2).

n

n=1
Donc l'expression ci-dessus est encore valide pour
x = —1. Mais le jour du concours, il faut le redémon-
trer.

Q5%*. Soit a > 1. Bien-siir, f, est continue sur |—1,1]
comme somme d’une série entiere. Par ailleurs, pour
tout z € Y,,

n

1

\"’La

T

na

. @ - s
ou)_, -, 1/n® converge, donc la série entiere converge
normalement sur Z,. En conséquence,

| fa est continue sur Z,.

Q6. Soient a < 1, x € [0,1[ et n € N* :

" "
n« n

Ainsi, fo(z) = fi(z) = —In(l — ) —— 400 donc

r—1—
lim f,(x) = 4o0.
rz—1—

“ < n donec

—+oo

_ _ n—lﬁ
Q7. |Vze]-1L1[, m(1+z) = > (-1) —.

n=1

Q8. Sans difficulté, avec la régle de d’Alembert,

R=1

En reconnaissant un développement en série en-

tiére usuel, pour tout z € |-1,1[, S(x) = In(1 + ),
donc | exp(S(z)) =1+ =.
Q9. Soit zg tel que |zo| < 1.

Si zg = 0, la série de 1’énoncé est nulle, donc
Ry = +00.

Sinon, encore avec la regle de d’Alembert,

n+1 n
z n
-1 20 ~1 n—170 | _ N
Cor B Sy B o )

donc Ry =1/ |zg].
Avec la convention habituelle pour les rayons de
convergence que 1/0 = 400, dans tous les cas

PSI-2324-MATHS
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Q10. Alors R > 1 car |zp] < 1. Ainsi, [0,1] C ]—R, R|[.
Comme somme d’une série entiere,

| g est donc de classe € sur [0, 1].

De plus, on peut la dériver terme a terme :

“+o0
n—1_n n— 0
|Vt € [0,1], g/(t) = > ()" Fegtn ! = 1+ 2ot
n=1 -

ou l'on a reconnu une somme géométrique de raison
zZot et de premier terme zg.

Q11. Bien-siir, h est de classe €' comme composée
de fonctions qui le sont, et A’ = ¢’ - exp o g. Avec la
question précédente,

20

vt € [0,1], W' (t) = 1+zotht

Q12. Cette équation différentielle est bien définie
sur [0,1] et est sous forme normale, donc d’aprés
le cours, l'espace de ses solutions sur [0,1] est une
droite vectorielle. De plus, on « voit » que la fonc-
tion ¢t +— 1+ zgt est une solution évidente sur [0, 1].
Elle n’est pas la solution nulle, donc elle engendre la
droite des solutions : en particulier, il existe a« € C
tel que pour tout t € [0,1], h(t) = a (1l + zt). Or
h(0) = exp(g(0)) = € = 1, donc a = 1. Finalement,

|Vt € [0,1], h(t) =1+ zt.

En particulier, pour ¢t = 1, | exp(S(20)) = 1 + 20.

Q13. Soient a et x dans ]0,1[. La fonction
@t — xt/t* est continue sur R% . De plus, quand
t = 0,0 < o(t) < 1/t* et t — 1/t* est in-
tégrable en 0, donc ¢ aussi. Et quand t — 400,
0 < o(t) < 2t = exp(tln(z)). Or In < x car z < 1,
donc ¢ — exp(tln(z)) est intégrable en 400, donc ¢
aussi.

| Ainsi, U'intégrale I(x) converge.

Q14. On a I(x) o9t etn(®) dt. En posant

u = —tIn(x), qui est un changement de variable licite

car bijectif et de classe €' de R’ dans lui-méme,
du

+oo
(—ln(x))a_l/ u' T e du
0

(=In(2)* ' (1 - a).

2

9

Q15. On reconnait la fonction ¢ considérée a la ques-
tion Q13. Comme In(z) < 0, t +— €@ décroit
sur R% . Et clairement, ¢t — 1/t* aussi. Comme pro-
duit de fonctions positives et décroissantes,

| @ décroit sur R .

Q16. Par comparaison série-intégrale, la série
Y ons1#(n) est de méme nature que lintégrale

O+OO p(t)dt. Et comme elles convergent toutes les

deux, on a directement I’encadrement voulu :
+oo .t
X
[T
O t

Q17. D’une part, grace a la question Q14,

“+o0 xt
/ Tt < fule) <
1

—+o00 .%'t
/ Tt = 1(2) = (~In(@))" " (1 ).
0

Or —In(z) = —In(1 — (1 — z)) et quand z — 17,
—In(x) ~ 1 — x, ou encore
-1
n(@) —1
1—2x

donc
—In(x)
1—x

(22)" -

et (—In(x))*" ! ~ (1 — )1 Ainsi,

D’autre part,

+oo .t
/ =
1 t
1 1
1 1
/ dtg/—adtz .
0 o t l1-a

Ainsi, quand  — 17, fol t%tdt est négligeable devant

De plus,

.’13t

ta

0<

I(x) qui est un infiniment grand, et

+oo .t
X
/ o dt
1 t

Finalement, au voisinage de 17,

I'l-—a)
falz) ~ (DR

~Y
rz—1-

I(x).
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Probleme 2

Q18. Soit n € N. Puisque les fonctions qui inter-
viennent sont de classe €', réalisons une intégration
par parties :

27
; f(t)cos(nt)dt
- [m) sin(n?) ] T pyed) g,
no 0 n
1 27
= ; f'(t)sin(nt)dt.

Comme f” est continue sur le segment [0, 27], elle y est
bornée : pour tout ¢ € [0,27], |f'(t)| < supp oq |f'];
et bien-sir [sin(nt)| < 1, donc

27 27
1
’/ f(t)cos(nt) dt‘ =— 1) sin(nt)dt’
0 nlJo
1 2w 1 27
<o [ ir@immnia< s [ s iy
nJo nJo [o02~n
27 ,
=— sup |f'| —— 0,
n [0727‘_] n—-+oo
27
ce qui prouve que | lim f(t) cos(nt)dt = 0.
n—-+oo 0

Q19. Notons @ : x — fox (t)dt la primitive de ¢ qui
s’annule en 0, laquelle existe car ¢ est continue sur R.
Soit € R. On a, d’apres la relation de Chasles,

Pz +2m) = /QH% p(t)dt

27 Tx+27
_ / o(t)dt + / o(t) dt.
0 27

Or OQW o(t)dt = 0. Alors, en posant t = 27 + u, qui
est un changement de variable licite car bijectif et de
classe €', et sachant que ¢ est 27m-périodique,

D(x+2m) /;HW —/Omap(27r+u)du
:/0 p(u)du = &(z).

| Ainsi, @ est 27-périodique.

Comme toute fonction périodique est bornée sur R,
| @ est bornée sur R.

Comme f et ¢ sont de classe ¢!, réalisons encore
une intégration par parties :

b
/a F(t)p(nt)dt
- |7 @(Z”T - [ o

<f(b)d5(nb) d(na) / F (t)®(nt) dt)

1
n

319

Comme f est de classe €' sur le segment [a,b], f
et f' y sont continues donc bornées : pour tout

€ [a,0], [f(t)] < supp g [f] et [f/(H)] < supjqp [f]-
De méme, @ est bornée sur R, donc pour tout ¢t € R,
|@(t)| < supg |P@]. Alors

/ f(t)e(nt)dt

b
= % f(b)P(nb) — f(a)P(na) — "(t)®(nt)dt
< (170 tetat)] + (@) [00n0)

+f |70 19un) ar)

1 b
<! (2 sup|f| sup|@] + [ sup|f' sup o] dt)
n [a,b] R R

a [a,b

:%R@' <QSup|f|+(b—a)sup|f |> — 0,

[a,b] [a,b] nFoo

Jm [

Q20.* Soit € > 0 comme dans 1’énoncé : pour tout

t e la, fl,

|h(t) —g(t)] < [sug] |lh—gl <e

ce qui prouve que p(nt)dt = 0.

D’une part,
B

B
/h(t)cp(nt)dt—/ g(t)p(nt)dt

[e3%

B8
/ (h(t) — g(8)) p(nt)dt

B
< / Ih(t) — g(t)] [p(nt)] dt.

Comme ¢ est bornée sur R, puisqu’elle est 2 7-
périodique, pour tout ¢t € R, |¢(t)] < M en posant
M = supg |p]|. Alors

B

B
/h(t)gp(nt)dt—/ g(t)p(nt)dt

(o3

B
</ eMdt=eM (B — a).

D’autre part, en minorant par la seconde inégalité
triangulaire,

B B
/ h(t) (nt)dtf/ g(t)p(nt)dt

p(nt)dt| — /ﬁ g(t)p(nt)dt

o(nt)dt| —

B8
/ () p(nt)dt| .
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Alors

B
/ h(t)p(nt)dt

ou encore

B
/ h(t)p(nt)dt

B
_ / g(t)p(nt) dt| < eM (B - ),

B
< M(B—a)e + / o(t)p(nt) dt

Supposons f continue par morceaux sur [a, b] : il
existe une subdivision ¢ = ap < a; < - <ap =0b
telle que pour tout i € [0,p —1], flja, q..,[ SOit
continue et se prolonge en une fonction continue sur
[a;,a;+1], que Pon notera f;. Par définition de I'inté-
grale d’'une fonction continue par morceaux,

b p—1
[ tema =3

1=0

ait1
[ oo
a;
Comme il s’agit d’une somme finie, pour montrer que

b
/ F(t)p(ntydt = 0,

il suffit de montrer que pour tout i € [0,p — 1],

lim
n——4o0o

Ai41

I (D) p(nt)dt = 0.
Jm fi(t)p(nt)

Soit i € [0,p — 1]. Prouver la limite précédente
revient a prouver que

Ve >0,3N € N,Vn > N,

/+ fi(t)p(nt) dt‘ <e.

Soit donc € > 0. D’apres le théoréeme de Weierstrass,
il existe une suite (Py)ren de fonctions polynomiales
qui converge uniformément sur [a;, a;1] vers fi, c’est-
a-dire lim | f; — Py||l%%+1] = 0, ou encore

n—-+oo

Ynp>0,dK e N\Vk > K, sup |fi— Px| <n.
lai,ait1]
Utilisons le début de la question pour a = a;,

B = ajt1, h = fi, g = Py et ¢ = n (I'e du début
de la question, pas celui que 'on vient récemment
d’introduire) :

/ai+1
a;

i

7)ot dt| < M(aips — a)

_|_

Qi1
/ Pp(t) p(nt)dt|.
a;
€
2(M + 1) (ai+1 — ai)
cemment introduit. Ce choix est permis puisque 7
est quelconque; il est purement cosmétique, et il est
motivé par le fait qu’alors

, avec l'e ré-

Choisissons n =

M(ai41 —a;)e €

2(M+ 1)(ai+1 - CL,L') h 2
La présence du M + 1 permet d’éviter de traiter
séparément le cas ou M = 0.

Pour ce choix de 7, il existe donc K € N tel que
pour tout k > K,

M (aiy1 —ai)n =

sup \ﬁ — Py <.

[atvat+1]

4

9

Choisissons et fixons un tel k. Comme P est polyno-

miale, elle est de classe € sur [a;,a;;1] donc d’apres
la question Q19,

Ait1

nEIfoo 5 Py(t) p(nt)dt = 0.

Alors, il existe N € N tel que pour tout n > N,

Ai41
/ P(t) p(nt) dt’ <

i

DO ™

Ainsi,

/ai+1
a

i

fi(t)go(nt)dt’ < M (a1 —ai)n

iyl
+ / Pk(t)gp(nt)dt‘
< 13 + 51_
ST T

ce que l'on voulait. Finalement,

/ F(#) o(nt)dt =0,

lim
n——+00

Commentaire. Cette question, digne d’un sujet d’ENS,
est proprement délirante, et sans étre hors-programme
a proprement parler, elle n’est pas du tout dans I'es-
prit du programme de PSI.

Q21. Soit n € N :

dit

1 —cos(2nt)
2

/abf(t) sin?(nt)dt = /abf(t)

b b
:%/ f(t)dt—%/ f(t)cos(2nt)dt

1 b
— / F(t)dt.

En effet, la fonction ¢ — cos(2nt) est continue, 27-
périodique et fozﬂ cos(2nt)dt = 0, donc nous sommes
bien dans les conditions d’application de la ques-
tion Q20, sachant que f est continue par morceaux
sur [a, b].

Q22. Pour commencer, les fonctions t — F(t)/t? et
t — f(t)/t sont continue sur [a, +0o0].
Puisque F' est bornée sur R, pour tout ¢t > a,

_IF@) _

supg, |F|
2 ’

12

Or la fonction t + 1/t? est intégrable sur [a, +00]
d’apres les intégrales de Riemann, car a > 0 et 2 > 1.
Donc par comparaison, t — F(t)/t? est aussi inté-
grable sur [a, +o00[ et

T p(t
I'intégrale / t(Q)

a

dt converge.
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Les fonctions f et t — 1/t sont de classe ¢! sur
[a, +o0o[. Faisons une intégration par parties :

T f() F@®)]™™ [T F()
—dt=|—=+ + 5
a t t ], a t
Cette égalité sera valide si deux des trois écritures
ont un sens, auquel cas la troisieme en aura un aussi.
Or on vient de voir que la derniére intégrale a un sens.
De plus, comme F est bornée,

lim w
t—+oco t

dt.

=0

donc le crochet a un sens et vaut

{Fit)]m . Fl(ft) _ F(a)
t5 00 a

__F@)

a

Alors, d’apres le théoréme d’intégration par parties,

+oo t
Iintégrale / &dt converge
et
400 400
/ O g _Fl@) +/ LG
a t a a 2

Q23. Les fonctions ¢ + sint/t et t + sin?t/t? sont
continues sur |0, +oo[. Toutes les deux tendent vers 1
en 0, donc elles sont prolongeables par continuité en
0, donc elles sont intégrables sur ]0, 1].
sin? ¢ <

2 Tt

Pour tout ¢t > 1, ol t +— 1/t? est

intégrable sur [1, +oo[ donc t + sin®¢/t? I'est aussi,
donc elle Pest sur |0, +o00[ et

/+°° sin? ¢
0 t2

En appliquant la question Q22 a la fonction
f = sin, sachant que F = 1 — cos est bornée sur R,
qui est la primitive de f nulle en 0, on voit que

/JroO sint
1

Tdt converge, donc
+oo
/,

Faisons un calcul formel que I'on justifiera ensuite :

+00
J,
{ sin? ¢
t
/+°° sin(2t)
0 t

+oo
/0

Justifions les trois étapes.

(1) C’est une simple intégration par parties, licite
car tous les termes manipulés ont un sens.

(2) Oui, grace a la trigonométire.

(3) Oui, en posant u = 2t, qui est un changement
de variable licite car il est bijectif et de classe €.

dt converge.

sint
~ dt converge.

sin? ¢
t2

dt

}+OO /+°°2sintcost
+ -
0 0 t

dt

sinu

du.

u

59

Q24.* Appliquons le théoréme de la continuité d’une
intégrale a parametre. Posons A =Ry, I =R, et

g:AxI—C, (z,t) = f(t)e ™"

o Pour tout t € I, x — g(x,t) est continue sur A par
opérations usuelles.

o Pour tout x € A, t — g(x,t) est continue sur I par
opérations usuelles.

o Pour tout (z,t) € A x I,

lg(a, )] = [f(®)] ™" < |£()].

Par hypothese, |f| est continue et intégrable sur I,
donc elle constitue une domination valide.

Alors, d’apres le théoréme de continuité des inté-
grales a parametre,

e pour tout x € A, t — g(x,t) est intégrable sur I,
ce qui signifie que | Z(f) est bien définie sur A;

e | Z(f) est continue sur A.

Q25.*% Appliquons le théoréme de la classe €°° des
intégrales a parametre. Posons A" = R*..

o Pour tout ¢t € I, x — g(x,t) est de classe €
sur A’ par opérations usuelles. De plus, pour tout
p € N* et tout (z,t) € A’ x I,

g
oxP

(z,t) = (=)’ f(t)e™™".

o On a vu ci-dessus que pour tout x € A’, t — g(z,t)
est continue et intégrable sur I.

9P
o Pour tout p € Net tout z € A’ t — a—g($7t) est
x

continue sur I par opérations usuelles.

o Soit p € N*, soit un segment [a,b] C A’ avec
0 < a<b,solent x € [a,b] et t € I : puisque f est
bornée sur I,

oxP

P
\“(m)’ =1 FO) e < L e,

D’une part, t? e~ = (P e=%/2) ¢79/2 D’autre
part, a/2 > 0 donc limy_, o t? e~ /2 = 0. Donc
e~ < o e~ /2 Comme a/2 > 0, t s e~ /2 est

intégrable sur I, donc t + t? e~ ’est aussi. Alors
P

0
a—g vérifie I’hypotheése de domination locale.
x

Alors, en vertu du théoréme annoncé,

Pg

axp (x’ t)

e pour tout p € N*, pour tout z € A, t —~
est intégrable sur [ ;

o | Z(f) est de classe € sur A';
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e pour tout p € N*, pour tout x € A’,

+oco 9p
2()P(z) = / 99 (1. 1yt

P

+o00o

(—1yi/‘ tP f(t)e "t dt.
0

Soit z € A’. On a

Z(f) (@)

<

+oo
| ol e
0

+oo
/ £ 6wt at
0

s

X

<

X

—— 0,

xr——+00

ce qui signifie que | lim, . Z(f)=0.

Q26.1.* La fonction f proposée est bornée sur I
donc Z(f) est de classe €°° donc €2 sur A’. Pour
x> 0,

Z()" (@) +2Z(f)(x)

+oo t2 7zt +oo e
/0 1+ t2 b+ /0 1+ ¢2
+oo (42 —xt +o0
t 1 1
/ * — dt:/ e Ttdt = —.
0 1 +t 0 X

| Z(f) est solution sur A" de (E).

—xt

dt

Q26.2. Posons y = a.cos + fsin ou « et [ sont de
classe €' et o' cos + 3'sin = 0. Alors
y' = o’ cos — asin + B'sin + Bcos
= —asin + Scos,

1

Y

Posons b : z +— 1/z. En reportant dans (F), on a

= —a/sin — acos + ' cos — Bsin.

y' +y=0>b < —a'sin+ p'cos =b.

Ainsi, en reprenant la condition de 1’énoncé,

o' cos + 3'sin =0, o' = —bsin,
<~
—a’sin + B cos = b, B = bcos.
sin x
Ainsi, pour tout z > 0, o/(x) = — . Donc en

choisissant arbitrairement a > 0,

/ smt

D’apres la question Q22, ¢t +— sint/t a une intégrale
convergente sur [a,+oo[, donc en posant toujours
arbitrairement
/+oo
a

sint
idt—

a

sint

—dt

/.

a(a)

on a

sint
Ldt

o= [

/+°° sint
= t

dt.

6]9

Ces choix arbitraires sont possibles car les primitives
de o’/ sont définies & une constante additive prés et
que 'on cherche une solution particuliere de (E).

cos
De méme, 3'(z) = i

bitraire de a > 0,
s+ [

+o00
cost
et en choisissant 3(a) = —/ ; ——dt, on a
a

+oo
/:r

Q26.3. La solution particuliere que ’on a trouvée
s’écrit donc, pour = > 0,

. Avec le méme choix ar-

B(z) %ﬂw

cost

‘mz) ooty

y(z) = a(x) cosz + B(z) sinx

sin

+o00 t
(/ —— dt) Ccos X
= t
+oo
(f
/+°° sintcosx — costsinx
= t

sin(t — x) df = /+°°
0

+oo ;
_A :

ou 'on a posé u =t — x, qui est un changement de
variable licite car bijectif et de classe €.

cost
—_— dt> sin x

sinu

du,
r+u

sint

Ainsi, la fonction x — / dt est bien une

solution particuliére de (F) sur A’ .

Q26.4. Comme Z(f) est solution de (E) sur A’ elle
est somme de cette solution particuliere et d’'une so-
lution de I’équation homogene

(H) y'+y=0,
dont les solutions sont classiquement les fonctions
acos + bsin ou (a,b) € R?.

Ainsi, il existe (a,b) € R? tel que pour tout z > 0,
sint
T+t

“+o0
Z(f)(x) = acosx—i—bsinx—i—/
0

Q27. On a vu que pour x > 0,

[ e ([
([

Les fonctions cos et sin sont bornées sur R et les
deux intégrales tendent vers 0 quand x tend vers +oo,
comme restes d’intégrales convergentes. Alors

—+oo
/0

sint

— dt) Ccos T

sint
r+t

t
cost dt>

sint
T+t

dt = 0.

lim
Tr—+00
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D’apres la question Q25, Z(f) tend vers 0 en +00,

donc

(.,sf( ) - /0 o jitt dt) _

Mais d’apres la question Q26.4, cette différence vaut
acosx + bsin x, donc elle ne peut tendre vers 0 que

si a = b = 0. Ainsi,
+oo
J,
Q28. Soit £ > 0. On a
+oo i +o0
t
/ sin dt — /
0 r+t 0
+o00
1 1
= / — — | sintdt
0 r+t L
+o0 :
t
e / _sint
0 t(x+1)
1 sint oo gint
=—z T a——— —dt
o tx+1) 1tz +t)
sint
D’une part, comme pour tout ¢t > 0, | —

‘ /1 sin ¢ /1
—X e E— X
o tlz+1) 0

1

dt 1
< =

\x/o prar J;[ln(m—i—t)}o

=zIn(l4+2) —xln(z) — 0.

x—0

lim
Tr— 400

sint
T+t

dt.

Vo >0, Z(f)(z)

t
sin da
t

<

dt

sint
r+1

t

N

a

D’autre part, comme pour tout t > 0, |sint| < 1, et
en minorant = par 0 au dénominateur,

/+°° sint /+°°(1t
Lty Loow
“+ o0 “+ o0
[
0 0
+oo “+o0
[
0Jo 0

lim
+oo
J

r—r
puisque d’apres la question Q27, pour tout = > 0,

+oo
</0

Mais d’apres la question Q24, Z(f) est continue
sur A, donc en particulier en 0 et

N

=x——0.

) -0

sint

—dt.
t

a

sint

int
sin dat
t

x4+t

Alors | lim
x—0

sint
r+t

ou encore

Q29. Ainsi

lim 2 (f)(x) ﬁ dt,

x—0

sint
x4+t

Z(f)(x) dt.

i 2(7)@) = 20 = [ 1o
IILI%J )= h 0 142
+oo
{Arctan t} S
+oo
Donc / sint —dt = E.
0 t 2

7

9

Q30. Soit n € N. Bien-siir, comme somme de fonc-
tions de classe €' sur R, S, est de classe ¢! sur R

et pour tout x € [0, 7],
Zcos (2k+ 1)z (Ze 2k+1)z>
_ (€2zz)n+1>

211 1
=R .
) € (6 1— e?zw

z(n+1 7i(n+1)w _ 6i(n+1)z)
( ez;c (e—iw _ eia:) )
in —2isin((n+ 1)x)
c —24sinx
_sin(2(n+1)x)

cos((n + 1)x)sin((n+1)x) _
sinx 2sinx

SI

= Re +1)x

Bien-siir, ce calcul n’est pas valable si z € {0, 7}, car
alors e?*® = 1. Par ailleurs,

TS50 =31
k=0
et pour z > 0,
in(2 1 2 1
@ +l)s) | 2nte
2sinx z—0 2x

donc on peut prolonger ’expression précédente en 0.
De méme,

M=3 )

k=0

—(n+1),

et pour x < m, en posant x = 7 — y et en faisant
tendre y vers 0,

sin(2(n + 1) z) _ sin(2(n+1)(r —y))
2sinz 2sin(m — y)
_ sin2(n+1)m—2(n+1)y))
2sin(y)
_sin(2(n+1)y))
2sin(y)
2(n+1)y
2y

—(n+1),

y—0
donc on peut a nouveau prolonger ’expression de
S (x) en 7. Ainsi

2 sin(2(n +1)z)

Vn € N,Vz € [0,7], S (z) =

sin x

en acceptant les prolongements ci-dessus pour 0 et 7.
Alors, en intégrant, sachant que S,,(0) = 0, on a

VYn € N,Vx € [0,7],
g/m sin(2(n + 1)t)
™ Jo

sint
ou l'intégrande est prolongée en 0 et m comme plus
haut.

Sn(x) dt
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Q31. Soit n € N. En constatant que pour k£ € N,

1 ! 2k
e
2k + 1 /0 :

on a
~ (-1 zn: v [k
S0k [ 2ka
k:02k+1 — 0
1 n 194 42\n+1
:/ Z(fﬁ)k dt7/ %dt
)\ , 1- ()

dt /1 (—t2)n+!
1+ Jy 1+

1 t2’n+2
S / ar,
o 1482

ou l'on a reconnu une somme géométrique de raison
—t2 #1, dou
1 t2n+2
(—1)"+t / dt.
o 1+12

T Z”: (=D* _
4 2k+1
o . . (="
Bien-siir, la série alternée Z
n=0 2k + 1

k=0
grace au critere spécial des séries alternées, puisque la

converge

1
suite [ ———— tend vers 0 en décroissant. Pour
2k +1 >0

trouver sa somme, il reste a prouver que l'intégrale
précédente tend vers 0. Pour n € N,

1t2n+2 1 ant2
——dt| < t*nTedt =
/01+t2 ‘\/0

+oo
Finalement, Z

n=0

1

— 0.
2n+3 n—4oo

™

()" 7
o2n+1 4’

Q32. Soit k € N. On a
sin((2k+1) %) =sin(kr + %) = Im(ei(lmer/Z))
= ("7 ¢™?) = Im((~1)*i) = (~1)%,

donc pour tout n € N,

™ A (D)
Sn(Z)_ﬂ'kZ_OQk—Fl n—+o0 1

Q33. Soient € R, ke Netne N:
sin((2k 4+ 1)(r — z)) =sin(2km + 7 — (2k + 1) z)
=sin(r — 2k + 1)z) =sin((2k + 1) x),
donc | Sp (1 — 2) = Sy ().

Soit x € ]0, g] Sous sa forme intégrale de la ques-
tion Q30, S, (x) est généralisée en 0, ot I’on se rappelle
le prolongement d’alors. Et comme 1/sint ~y_,0 1/t,
écrivons

gsn(x) ) /OJL (24 1)1 (1 _1, 1> dt

sint t @t
— [ sin( 1t

t

)dt.

N /I sin(2(7z+ 1)

0

t—sint
t

8

9

t —sint
tsint
car r < %, et au voisinage de 0,
t—sint 13/6 ¢
tsint  £2 6 =0
donc cette fonction se prolonge par continuité sur
[0, z]. Alors, d’apres la question Q20,

D’une part, ¢t — est continue sur |0, z],

)

xT

t —sint
sin(2(n + 1)t)i

lim - dt = 0.
n—+o0 [ tsint

D’autre part, en posant u = 2(n + 1)¢, qui est
un changement de variable licite, et d’apres la ques-
tion 29, sachant que x > 0,

T - 2(n+1)z
/ sin(2(n 4+ 1)t) g — /
0 t 0

400
n——+oo /0

lim S,(z) =1.

n—-+oo

sinu

u
u

™

sinu
du .
U 2

Alors |

Q34. Prouvons que pour tout x € R, la suite
(Sn(2))n>0 converge vers f(z). Comme les S, et f
sont 2 m-périodiques, il suffit de le prouver pour =
dans un intervalle de longueur 27. Comme elles sont
impaires, il suffit de le prouver sur [0,7]. Grice a
la relation S, (7 — x) = Sp(z), il suffit de le prou-
ver sur [0, Z]. Or nous venons de voir que pour tout
z €]0,%], (Snu(2))nzo converge vers 1 = f(z). Et
bien-siir, pour tout n € N, S,,(0) = 0 = f(0).

Ainsi, pour tout x € R, la suite (S,(x))n>0
converge bien vers f(x).

Q35. | Oui, car pour tout z > 0,

2nsin<i> ~ 2n— = 1.
2n/ n—+oo 2n
Q36. Comme smE L r o 1,

z—0 T

| ¢ est continue sur [0, 7/2].

* Soit n € N. En posant u = 2(n + 1)¢t,

/2<n”+1> sin(2(n + 1)1)
0

sint

T T
2 5n (2(n+ 1)>
i sinu du /Tr
= : m = On+1(u)du.
A Sln(m) 2(n+1) 0 +1( )

Appliquons le théoréme de convergence dominée.
Les ¢y, et ¢ sont continues sur [0, 7]. La suite (¢n)n>1
converge simplement sur [0, 7] vers ¢. Pour tout n € N
et z € [0,7], |@n+1(x)] < 1. En effet, en introduisant
g:x i sinx —2nsin(55), ¢'(r) = cosw — cos(55).
Or z > 3% et cos décroit sur [0, 7] donc ¢g'(z) <0 et
g décroit sur [0, 7]. Or ¢g(0) = 0 donc g(z) < 0, d’otr
on(z) < 1, ce que Pon voulait puisque @, (x) = 0.

Ainsi, le théoreme s’applique : les ¢, et ¢ sont
intégrables sur [0, 7] (ce qui n’est pas une surprise),
et 'on a

dt

™
lim
n—-+oo 0

(D)t = / "o t,
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T 2/ sint
_— | == —dt.
<2(”+1)> TJo U

Alors, pour n € N, sachant que f est constante
égale & 1 sur |0, 7|,

/(a ) ~* (zm)

lim S,

n—-4oo

ou encore

2 [T sint
_ 11— = —d
n—-+oo T 0 t
2 [T sint 2 [Tsint
:7/ sin d——/ sin a

Q37. D’apres le développement en série entiere du
sinus, pour tout x réel,

+oo 2n+1
. n T
STy — Z(_l) m
n=0
donc pour tout x # 0,
sinx Z 2"
N (2n+ )

n=0
Constatons que ce développement est encore valide

en 0, en prolongeant le membre de gauche par 1.

Comme le rayon de convergence de ce développement
en série entiere est clairement +00, on peut I'intégrer
terme & terme sur le segment [0, 7], ce qui autorise le
calcul suivant :

Tsinx g +OO 2"
dr = d
v / 2n+D!x

_Z 2n+ / 22" dx

too e

,/T2n+1

Z 2n+ 2n+1

9

Alors, avec toujours f = 1 sur ]0, [, pour tout

n €N,
* (sgem) ~* (awem)
_notos” m Jg
(1)

:27;0(2n+1)(2n+1)! -

T sint

—dt -1
t

—+oo

Q38. Cette série est alternée. Une rapide étude
(hum...) montre que la valeur absolue du terme géné-
ral est bien décroissante des le premier rang. Posons

—+oo

3

et 53:;)(271“ @nril

Alors I'écart voulu est le reste d’ordre 3 de la série :
R3 =S5 — S3. En vertu du critére spécial des séries
alternées, il est du signe de son premier terme, c’est-
a-dire positif, et est majoré par ce premier terme :

8

T -3
9!~3~1O .

0<R3<9

Alors, la limite de la question précédente est

28 —1=285—1+2R;

>28; —1~0,174 > 0,17.

* Ainsi, on a trouvé une suite (z,),>0 telle que la
suite (Sp(zn) — f(2n))n>0 ne tende pas vers 0, ce qui
entraine que
la suite (S,) ne converge pas uniformément sur
10, /2] vers f.

9



