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Corrigé du quatrieme devoir surveillé

I.1.a. La premiere ligne de B est nulle donc
det(B) = 0 et | B n’est pas inversible.

I.1.b. En développant par rapport a la derniere ligne,

3 1
det(A)‘2 1‘1#0
donc | A est inversible.
I.1.c. Clairement, C = A~! B si et seulement si

AC = B, ce que l'on vérifie sans peine, et qui évite
de calculer A1,

I.2.a. Soit A € R. En faisant C7 <+ C7 — 2Cs, on a

-3 -1 -1
X(A,B)()\): 4N—2 2X—-1 0

0 0 —2X+1
-1 -1 -1
=| 0 2Xx-1 0
0 0 —2X+1

=(2A—1)%

II.2.b. Donc | Sp(A,B) = {3}.

x
I.2.c. Soit X = | y

z

c Mg@(R).

X € Ey)3(A,B) < AX:%BX
3z+y+2=0
= 22+y=22r+y <= 3z+y+z2=0.

—Z=—Z

Ou l'on voit que |E1/2(A,B) est un plan et qu’il

contient us et us, lesquels sont indépendants, donc
| El/Q(A, B) = Ruy ® Rus.

I.3.a. Soit A € R. En faisant C; «+ C7; — 2C5, on a

3A A A
X(B7A)(>\): 220 —-4 A-—-2 0
0 0 —A+2
A A
=10 A=2 0 |=-XAX-2)2
0 0 —A+2

Donc | Sp(B, 4) = {0,2}.

L.3.b. Soit X € M3 (R).

2¢+y =0

X € Ey(B,A) <= BX =0 < { 0
z = U.

Ou Ton voit que Ey(B,A) est une droite et que
u; € l?o(B,/l)7 donc | Eo(B,A) = Ru;.

Et comme A est inversible et que AC = B,
BX =0 + CX =0, donc | E(C) = Eo(B, A).
D’une part,
X € Ex(B,A) <= BX =24X <= AX =iBX
< X € E3(A B),
et Ey(B,A) = Ey/2(A, B). D’autre part, comme A
est inversible,
X € E3(B,A) <— BX =2AX
= A'BX=24"TAX < CX=2X
— X € Ey(C),
et Ey(B,A) = E5(C). Et avec 1.2.c,
|E2(B,A) = El/Q(A,B) = EQ(C) = RIIQ @RU3.

1.3.c. Donc dim Ey(B, A) =1, dim E5(B, A) = 2 et

I.4.a. On vient de voir que u; est une base de Ey(C)
et que (ug, us) en est une de E2(C).
Donc F = (uy, ug, us) est une base de M3 (R)
constituée de vecteurs propres de C.

I.4.b. Ainsi, C est diagonalisable : on peut donc écrire
C = RDR™!, ou D = diag(0,2,2) contient les va-
leurs propres de C, et R est la matrice de passage
de la base canonique de M3 1(R) a la base F de vec-
teurs propres, obtenue en juxtaposant en colonne les
vecteurs de F :

1 1 0
R=| -2 0 1
0 -3 -1

I.4.c. | Oui, car B= AC.
I.4.d. En posant | P=ARet Q= R on a bien
|B=(AR)DR™' = PDQ,
|[A=(AR)R™' = PI3Q.

II.1.a. Soit A € R.
X(a,5)(A) = det(AB — A) = det(B(\],, — B~' 4))
= det(B) det(A ], — B7'4) = det(B) xp-1a(M):

Comme det(B) # 0 et que xp-14 est un polynéme
unitaire de degré n,

| X(A,B) est un polynéome de degré n.

I1.1.b. En choisissant par exemple

10 0 1
a=(1 0)er=(p 1)

on voit que pour A € R,

-1 A

oo =| 3 =0
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I1.1.c. D’apres le cours, si un déterminant a des co-
efficients polynomiaux de degrés tous inférieurs a 1,
c’est un polynome de degré inférieur & n. Donc

X(4,B) est de degré inférieur a n.

II.2.a. Supposons que (A4,B) ~ (A’,B’). Alors il
existe P et @ inversibles telles que A = P A’ Q et
B = PB’Q, donc pour tout A € K,

A-AB=PAQ-APBQ=P(A -\B)Q

et I'implication directe est démontrée.

Supposons réciproquement qu’il existe P et
() inversibles telles que pour tout A € K,
A—AB=P(A"—AB')Q. En faisant A =0, on a
A=PA Q,donc —AB =—-APB'Q et pour A = —1,
B =PB'Q, donc (A, B) ~ (A’, B’) et 'implication
réciproque est démontrée.

I1.2.b. Alors, pour tout A € K,
X(4,8)(A) =det(AB — A) =det(P(AB' - A")Q)
= det(PQ) det(AB/ — Al) = aX(A/’B/)()\)

ol @ = det(P Q) est non nul. Donc les racines des
deux polynémes sont les mémes, c’est-a-dire que

|Sp(A, B) = Sp(4', BY).

I1.3.a. Soit A # 0.
X(a,B)(A) = det(AB — A) = det (—)\ (—B + %A))
(*)\)nX(B,A) (%)

I1.3.b. Comme (A, B) est régulier, x4,y n'est pas
le polynéme nul, donc il existe A\g # 0 tel que

X(4,B)(Xo) # 0. Alors
X(4,5)(Ao)

1
X(B.4) </\70)  (Fo)"
et x(B,a) n'est pas le polynome nul, donc
| (B, A) est régulier.

£0

II.3.c. Soit A € K. On a
X aN) =Y ar A =AY " ap A=A Q(N)
k=r k=r
en nommant Q(A) la derniére somme. On voit que

Q(0) = a, # 0 donc

| 0 est racine de x(p, ) d’ordre exactement r.

En outre,

X(a,8)(A) = (=A)"x(B,2) (%)

— (_l)n Zak )\n—k
k=r

donc | deg(x(a,B)) =n — 7, car a nouveau a, # 0.

(=" Z ap A"
k=r

2|4

I1.3.d. On voit que
X(B,4)(0) = det(0 - A — B) = det(—B),

donc dire que B est inversible signifie que
0 ¢ Sp(B, A) et i) équivaut a iii). Cela signifie éga-
lement que r = 0, donc que deg(x(a,)) = n et i)
équivaut a ii).

II.4. Supposons que B~'A est diagonalisable
il existe R inversible et D diagonale telles que
B7'A=RDR™', ouencore A= BRDR™'. Alors,
en posant P = BRet Q = R™!, A= PDQ et
bien-stir, B = PI,Q, donc (A, B) ~ (D, I,) et

| (A, B) est diagonalisable.

III.1.a. Posons momentanément Z7 = MY =
pour tout i € [1,n], z; = >27_, my ;y;.
En outre, ‘X Z =37 | x;z. Alors

n
= Y migay

1<i,jsn

Zn

n

(Eman)

1 j=1

IXMY =

n

(2

II1.1.b. Pour X non nul, | XX =" 2?>0,car
il existe un indice i tel que x; # 0.

IIT.1.c. SupPOSONS I). Comme M est symétrique
réelle, elle est diagonalisable. En particulier, son
spectre est non vide. Soient A € Sp(M) et
X € Ex(A) N {0} : X M X = MNX X. D’apres
i), XX M X > 0 et d’aprés la question précédente,
‘X X > 0. Donc A > 0. Et comme M est inversible,
A #0, donc A > 0 et Sp(M) C R%.. Ainsi, i) = ii).

SupPPOSONS 1I). Comme M est symétrique réelle, il
existe une matrice diagonale D € D, (R) et une ma-
trice orthogonale P € O, (R) telles que M = P D'P.
Sur la diagonale de D figurent les valeurs propres
de M, qui sont strictement positives d’aprés ii). Donc
D € D, (R%). Ainsi, i) = iii).

SuPPOSONS mI). En notant D = diag(\;)1<i<n OU
Ai > 0, posons A = diag(v/Ai)1<i<n, de sorte que
D = AZ%. Alors

M=PD'P=PA*'P
= (PA)(A'P) ="(A'P)(A'P) ="LL
en posant L = A'P. En outre, A et P sont inversibles,
donc L l'est aussi. Ainsi, iii) = iv).
SUPPOSONS 1v). Soit X € E ~\ {0} :
IXMX='X'LLX ='LX)(LX).

Comme L est inversible et que X # 0, LX # 0, donc
d’aprés IIL1.b, {(LX) (LX) > 0 et X M X > 0 donc
M est positive. Et comme L est inversible, M 1’est
aussi. Ainsi, iv) = 1).
Finalement, les quatre propositions sont bien
équivalentes.
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II1.2. Soient X et Y dans E : (Y, X)) = 'Y M X.
Comme c’est un réel, il est égal a sa transposée, en le
considérant comme une matrice de taille 1 :

W, X\ =Y MX) =X MY
=X MY = (X,Y)u,

car M est symétrique. Donc (-, -) s est symétrique.

Soient de plus Z dans E et A dans R :
(X +A\Y,Z) = (X +A\Y)MZ = (X + \'Y)MZ
—IXMZ+NYMZ = (X, Z)as + MY, Z)t,
donc (-, -)as est linéaire & gauche. Comme il est sy-
métrique, il est aussi linéaire a droite, donc il est
bilinéaire.

Enfin, si X # 0, grice la propriété iv) précédente,
M ='LL ou L est inversible, d’ott
(X, X)y =X MX ='X'LLX = (LX) (LX) >0,
car L est inversible et X # 0. Donc (-, ) est défini
positif.

| Finalement, (-, -)as est bien un produit scalaire.

IT1.3.a. Soient A € R et X € M,, 1(R). Comme L
est inversible, Z = LX <= X = L~ 'Z. Alors

AX =)ABX < AL 'Z=)\LLL'Z
— L'AL ' Z =)\Z.
| Ainsi, C ="L~"AL™".

I11.3.b. Clairement, | C' est symétrique car A 1est.
1l existe alors D € D,(R) et P € O,(R) telles que
C = PD'P. Cela signifie que la famille B = (€;)1<i<n,
ol les e; sont les colonnes de P, est orthonormée pour
le produit scalaire usuel, c’est-a-dire (-, )z, ; et qu’elle
est constituée de vecteurs propres de C' : plus pré-
cisément, en notant D = diag(\;)1<i<n, pour tout
1€ [[1,n]], Ce; = \e;.
| Il existe une famille 5 comme annoncé.

II1.3.c. D’apres II1.3.a, pour tout ¢ € [1,n],

Ce; = \e;, — AL_lei = )\iBL_lei.
Posons donc e; = L~'e;, ou encore e; = Le!. Pour
tout j € [1,n],

(e}, €j)p ="e;Be; ="e;'LLé]
t t
="(Le})(Le)) ="ejej =
Comme B est orthonormée
B’ = (e})1<ign Vest pour (-, ) p.
| Il existe une famille B’ comme annoncé.

) n*
(ei,ej)r

<'7 '>I-,,,7

pour

III1.3.d. Avec les notations des questions précédentes,
A='LCL='LPD'PL.

Sachant que P € O,(R), PP =1, et

B='LL='LP'PL.

En posant Q = ‘LP et R ='PL, on a donc
A=QDRet B=QI,R

donc (A, B) ~ (D, I,,), ce qui signifie que

| (A, B) est diagonalisable.

3

4

II1.4.a. Comme (A, B) est régulier, la fonction poly-
nomiale x(4,p) n’est pas identiquement nulle, donc
elle admet un nombre fini de racines. Alors il existe
Ao € R* tel que A — A\g B soit inversible. De plus,
pour tout X € M,, 1(R),

X (A—X\B)X ='XAX — A\ 'XBX >0.
S~

>0 >0 =0

Ainsi, il existe bien A\g € R* tel que A — A9 B est
définie-positive.

I11.4.b. D’apres I11.3, comme A — Ao B et B sont
symétriques et que A — \g B est définie-positive,
(A — Xo B,B) est diagonalisable. Donc il existe
(P,Q) € GL,(R)? et (D,D') € Dn(R)? telles
que A— XN B = PDQ et B P D' Q, donc
A=P(D+XD")Q, ou D+ XD € D,(R), donc

| (A, B) est diagonalisable.

IV.1.a. Soit X € M,, 1(C).

X €F(C) < CX=0+= A'BX=0
< BX=0<«<= BX=0-4X
— X € Ey(B,A).

| Donc E()(C) = E()(B, A)

Si B n’est pas inversible, E..(A, B) = Ey(B,
Et si B Uest, Eo(B, A) = Eo(B) = {0} = Eo(A,
Dans tous les cas,

| Eo(B, A) = Ex(A, B).

).

A
B)

IV.1.b. Soient A € C* et toujours X € M,, 1(C).

X€E\0) <= CX=)\X «<— A 'BX=)X
< BX=)MAX < X € E\(BA)

1
— AX:XBX <« X € Ey\(A,B).

VA e CH, E,\(C) = E)\(B,A) = El/)\(A,B).

Commentaire. Avec la question précédente, cette
double égalité est donc aussi valable pour A = 0, avec
la convention de la question suivante, que 1/0 = oo.

IV.1l.c. Soit A € C. D’apres les questions précé-
dentes et avec la convention que 1/0 = oo, on a
E\(C) = E1x(A, B), donc

A €5p(C) <= Ex(C) # {0}

— B (AB)£{0) = %e Sp. (A, B).
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IV.2. Supposons que B est inversible. D’apres 11.3.d,
deg(x(a,B)) = n, soit d = n; et d’apres la définition 4,
Meoo(A, B) =0, Aot moo(A4, B) =n —d.

Supposons B non inversible. Alors, toujours
d’apres I1.3.d, 0 est racine de x(p, 4) : nommons r sa
multiplicité, ¢’est-a-dire 7 = mqo(B, A). Alors d’apres
IL.3.c, x(a,p) est de degré n —r, dou d = n —r,
ou encore, 7 = n — d. Et d’apreés la définition 4,
Moo (A, B) = mo(B, A). Ainsi, me (A, B) =n —d.

| Finalement, mo (A4, B) = n —d.

Comme x(4,p) est scindé sur C et que Sp(A4, B)
est I’ensemble de ses racines, on a

Z mx(A, B) = deg(x(a,p)) = d.
XESP(A,B)
Si B est inversible, Sp_ (A, B) = Sp(A4, B) et d = n,

donc
> ma(A B)=n.
AESp,(A,B)

Sinon, Sp., (4, B) = Sp(4, B) U {0} et
> ma(AB)= Y ma(A B)+mu(A B)

AESp.. (A,B) AESP(A,B)
=d+n—d=n.
Alinsi, Z myx(4, B) =n.
AESp . (A,B)

IV.3.a. | C’est clair, d’apres la propriété H et la ques-
tion précédente.

IV.3.b. D’apres IV.1 et IV.3.a,
Y. dim(EN(C) = ) dim(Ey/a(4,B))

XeSp(C) 1/AeSp(A,B)
> dim(E,(A,B)) = n.
HESP . (A,B)

Donc d’apres le cours, | C est diagonalisable.

IV.3.c. D’apres I1.4, en échangeant les roles de A
et B, on en déduit que (B, A) est diagonalisable,
autrement dit qu’il existe (D,D’) € D,(C)? tel
que (B, A) ~ (D, D"). Clairement, on a donc aussi
(A,B) ~ (D', D), donc

| (A, B) est diagonalisable.

V.1. Sans difficulté,

0 1 (0)
A, =
1
(0) 0
0 (0)
et B, = 1
(0) 1 0

4

4

V.2.|Oui.

V.3.a. Soit A € R. Par définition,

en(N) = det(A By — An) = (—1)" det(A, — AB,).

Donc|cl()\):O;|62()\):‘_§)\ (1)’:)\;
0 1 0
0 - 0

0 1 0 0
A 0 1 0
alM=| 45 _x o 1
0 0 -A 0
A 10
| 0o o 1 :/\‘_?\ é‘:ﬂ,
0 A 0

en développant successivement par rapport a la pre-
miére ligne, puis la premiere colonne.

V.3.b. Justement, avec ces deux opérations, on ob-
tient naturellement | c,(A) = Aen—2(A), pour n > 2
et en convenant que co(\) = 1.

V.3.c. Alors, par une récurrence immédiate,

|pour tout k € N, cap(A) = AF et carpr1(N) = 0.

V.3.d. Ou l'on voit que

| (An, Bn) est régulier si et seulement si n est pair.

V.4.a. Clairement, Eg(Ay, By) = Eog(A4) = Rey et
EOC(A4, B4) = EQ(B4,A4) = EQ(B4) = RE4, dOIlC

| dlm(EO(A47 B4)) = dlm(Eoo(A4, B4)) =1.

V.4.b. Comme c4(\) = A%, | mo(As, By) = 2.

Un calcul analogue a celui de V.3.a donne
X(B4,A4)(/\) = )‘25 donc | moo(A4a B4) =2.

V.4.c. D’aprés I'énoncé, comme (Ay, By) est régu-
lier, il est diagonalisable si et seulement s’il véri-
fie la condition H, ce qui n’est pas le cas puisque
dim(FEo(Ay, By) # mo(Aqg, Bs), par exemple.

| Donc (A4, By) n’est pas diagonalisable.




