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Corrigé du quatrieme devoir surveillé bis

I.A.1. Par définition d’une valeur propre,

0 € Sp(f) si et seulement si f = f—0Idg est non
injective.

I.A.2. Comme F est dimension finie, f est injective
si et seulement si elle est bijective. Donc

|0 ¢ Sp(f) <= f € GL(E).

I.A.3. Gréce a l'identification rappelée entre GL,, (C)
et GL(E), |0 ¢ Sp(M) <= M € GL,(C).

1.B.1. Clairement, N? =

donc | k(N) = 3.

I.B.2.a. Comme M et N sont semblables, elles re-
présentent dans des bases différentes un méme en-
domorphisme f. Donc pour tout p € N, MP? et NP
représentent fP dans ces mémes bases et

| pour tout p € N, MP et NP sont semblables.

et N3 = 0,

o O O
o O O
O O W

I.B.2.b. La seule matrice semblable a la matrice nulle
est elle-méme, donc MP et NP sont simultanément
nulles. Ainsi, | M est nilpotente et k(M) = k(N).

I.B.3. Cela découle immédiatement du caractere sem-
blable des matrices Matg(f) et Matg (f).

I.B.4.a. Soit (i,7) € [1,n]?* tel que j <i+1:

(2)
Zk 1 kM-

Sik< inlk—Oetblk‘ i+1, k>
donc n( = 0. Ainsi,

Jjetng =0,

|N2e7;( )et nl) =0sij<i+l.

I.B.4.b. Montrons par récurrence sur k € N* la pro-
priété
P(k) :¥(i,j) € [L.n]?, j
P(1) est clairement vraie, et nous venons de prou-
ver P(2). Supposons la propriété vraie pour un rang
k € N*. Soit (i,5) € [1,n]? : on a

) =

<ith-1=n{ =0.

=3 1”14 WJ
Supposons que j < i+k. Sif < i+k—1, dapres P(k),
nz(f) =0;etsif>i+k,{>jdoncng =0; donc
Z(-;-CH) = 0. Bien-sir, si k est trop grand, 'inégalité
¢ > i+ k peut ne pas étre réalisée. Ainsi,
¥(i,j) € [Lal, j < B =0
et P(k + 1) est vraie. Alors, par récurrence,

| Vk € N*, N € To(C) et n}) = 0sij <ithk—1,

z—|—k:>n

1I.B.4.c. En vertu de ce qu’on vient de prouver, pour
k = n, pour tout (i,5) € [1,n]? i+mn—1>n donc
j<i+n—1et n{™ = 0, ce qui signife que N" =0

ij
et |N € N, (C).
I.B.5.a. Sans difficulté, pour tout =z € C,
xr(z) = xn(@) = [Tis, (@ — na),

| donc Sp(f) = {nis;,i € [1,n]}.

I.B.5.b. Raisonnons sur une matrice quelconque N
associée a f.

Si N est nilpotente, il existe k tel que N*¥ = 0.
Le polyndéme X% est annulateur de N donc les va-
leurs propres de N sont parmi ses racines : il n’y a
que 0, done Sp(N) C {0}. De plus, si f est nilpotent,
il n’est pas injectif, donc 0 est valeur propre. Donc
Sp(V) = {0}.

Réciproquement, si N n’a que 0 comme valeur
propre, comme Yy est scindé sur C, il s’écrit forcé-
ment yy(z) = z" pour tout = € C, et d’apres le
théoreme de Cayley-Hamilton, xny(N) = 0, c’est-a-
dire N =0 et N est nilpotente.

| / est nilpotent si et seulement si Sp(f) = {0}.

I.B.6. C’est évident d’apres ce qui précede et la ques-
tion I.B.5.a ot 'on a vu que les termes diagonaux
sont les valeurs propres de la matrice triangulaire.

I.C.1. Si & et %' sont deux bases de FE, sachant
que Matg(f) et Matg (f) sont semblables, elles ont
méme trace. Donc

| Tr(Matg(f)) ne dépend pas de #.

I.C.2. D’apres la propriété (T), f est associée une
matrice triangulaire supérieure, dont la trace est la
somme des termes diagonaux, eux-mémes valeurs
propres de f d’apres 1.B.5.a. Alors,

| Tr(f) = >hmr M

I.C.3. Comme Tr(A) = 0, A admet deux valeurs
propres opposées. Si elles sont non nulles, elles sont
distinctes et A est diagonalisable. Si elles sont nulles,
A est semblable a une matrice triangulaire supérieure
B dont la diagonale est formée des valeurs propres
de A et ne contient donc que des 0. D’apres 1.B.4., B
est nilpotente et d’apres 1.B.2.b, A I’est aussi. Ainsi,

| A est soit diagonalisable, soit nilpotente.
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11 0
I.C4.Soit A=|0 1 0 |, de trace nulle.
0 0 -2

Elle n’est pas nilpotente, car sa diagonale contient
des termes non nuls.

Ses valeurs propres sont 1 double, et —2 simple.
En outre,

01 o0
rg(A—I3)=rg| 0 0 0| =2
0 0 -3

donc dim(Fy(A)) = 1 < m(1) = 2 d’apres le théo-

reme du rang, et A n’est pas diagonalisable.
Lorsque n = 3, il existe des matrices de trace nulle
ni diagonalisables, ni nilpotentes.

I1.A.1.a. Par construction,

| Matg(exp f) = diag(e, ..., e

e ).

I1.A.1.b. De plus,
det(exp f) = det(Matg(exp f)) = [[1_, €™ #0

| donc exp f € GL(E).

I1.A.2. Soit f ’endomorphisme de E de matrice M
dans la base 4. Considérons P; et P, comme ma-
trices de passage de Z a une certaine base %, res-
pectivement %s. Alors Matg, (f) = Ds, respective-
ment Matg, (f) = Dy. Ces matrices étant diagonales,
B et By sont des bases de vecteurs propres de f.
Par définition de exp f, Matg, (exp f) = exp(D1) et
Mat g, (exp f) = exp(D2), ce qui prouve que

Matg(exp f) =
| Pi(exp D1)P; " = Py(exp Do) Py .

II.B.1. D’aprés 1.B.4.a, M* est triangulaire supé-
rieure et ses termes diagonaux sont nuls pour tout
k € N*. Donc les termes diagonaux de Zi(zfo)*l MP /p!
sont ceux de M°/0! = I,,.
Les termes diagonaux de exp M sont donc tous
égaux a 1.

I1.B.2. Et comme exp M est triangulaire,

| Sp(exp f) = Sp(exp M) = {1}.
Donc 0 n’est pas valeur propre de exp f et
exp f € GL(E).

I1.C.1.a. Pour montrer que expd et expg com-
mutent, comme expg = Z’;Sg‘l g?/p!, il suffit de
montrer que pour tout p, expd et gP commutent, ce
qui découlera facilement par récurrence du fait que
expd et g commutent. Prouvons-le.

Soit A une valeur propre de d et e un vecteur
propre associé. Comme d est diagonalisable, on
peut considérer une base de vecteurs propres de d,

BB = (e ea,...,e,), associés aux valeurs propres

2[5

A A2, ..o, A Dapres ILA, (expd)(e) = ete. En
outre, on a clairement (expd)(0) = e*0. Ainsi, pour
tout € E\(E), (expd)(z) = e*x.

Soit maintenant une base (eq,...,e,) de vecteurs
propres de d associés & Aq,..., \,. Pour ¢ € [1,n],

d(g(e:)) = g(d(e:)) = g(Niei) = Nig(e:)

donc g(e;) €  Ey(d) et dapres ce qui
précede, (expd)(g(e;)) = et glei). Or
g((expd)(e;)) = glere;) = e g(e;). Ainsi, expd

et g commutent sur une base donc commutent.
Finalement, | expd et exp g commutent.

I1.C.1.b. Cela découle naturellement de I'unicité ad-
mise dans la propriété (P) et de I'isomorphisme cano-
nique entre L(E) et M, (C).

I1.C.2. Posons M = D + N avec D diagonali-
sable, N nilpotente et DN = N D. On a alors
PMP'=PDP '4+PNP~'. PDP~! est diagona-
lisable car elle est semblable a une matrice diagonale ;
PN P! est nilpotente d’apreés 1.B.2.b; enfin,

(PDP Y (PNP ') =P(DN)P!
=P(ND)P'=(PNP H(PDP™).

|D0nc PMP~! e I,(C).
D’apres II.C.1.b, exp M = exp Dexp N et
exp(PM P! =exp(PDP ) exp(PNP™1)

D’apreés ILA.2, exp(PD P~') = P(expD) P! et
comme PN P! est nilpotente,

exp(PN P = 3,007 (PN P~/
_ SO PP
= P(Z,%) N/ P
= P(expN) P~ L.
Alors
exp(PM P~') = P(expD)P ! P(exp N) P™*
= P(expDexpN)P~!
= P(expM)P .

ITI.A.1. Siles valeurs propres A et p de f étaient dis-
tinctes, f serait diagonalisable. Comme f est supposé
non diagonalisable, | A = pu.

Si dim(Ey) = 2, alors E) = E et f est une homo-
thétie, diagonalisable. Donc 1 < dim(F)) < 1, ce qui
prouve | dim(E)) = 1.

La seule valeur propre de f — AIdg est donc 0 et
d’apres I.B.5), f — A1dg est nilpotent. Il existe donc
une base de E dans laquelle la matrice de f — Aldg

0 a
est de la forme M = <O 0

I1.B.5. Or M2 =0. Donc :
| (ff)\IdE)2 =0.

> d’apres la question
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II1.A.2. Puisque f(v) # Av, u # Og. Comme
(f = Aldg)* = 0),

flu) = f2(v) = A f(v)
= (2Af = N 1dg)(v) — A f(v)
= Af(v) — N
= \u.

D’ou|u € Ey {OE}

Soit (a, B) € C? tel que au + Bv =0g (1). On a
af(u)+0f(v) = 0g, ouencore adu+pG f(v) =0g (2).
Par combinaison linéaire de (1) et (2), on obtient
ABv— B f(v) = 0g, cest-d-dire —Bu = Og. D’ou
B =0eta=0; (u,v) est libre et comme dim E = 2,

| (u,v) est une base de E.

On a alors f(u) = Au et f(v)
définition de u). Donc :

‘Matg(u)— (A 1).

0 A
II1.B. Soit A € M, (C).

Si A est diagonalisable, A est semblable a une
matrice du type D(a,b).

Si A n’est pas diagonalisable, soit (e, e2) une base
de E et f ’endomorphisme de E de matrice A dans
la base (e1,e2). Comme A n’est pas diagonalisable,
f ne lest pas et d’aprées la question III.A, il existe
une base #Z dans laquelle f admet une matrice du

type <)\ L ) = M()\). Donc A est semblable & une

u+ Av (par

0 A
matrice de J3(C).

Tout élément de M5 (C) est semblable & une ma-
trice de Jo(C).

II1.C. Pour tout (a,b) € C?, D(a,b) = D(a,b) + N
ol N est nulle donc nilpotente : D(a,b) € I3(C).

Pour tout a € C, M(a) = ala+N ou N = (8 (1)
vérifie N2 = 0 donc est nilpotente ; bien-stir a I est
diagonale et commute avec N. Donc M (a) € I3(C).

Ainsi, JQ((C) - FQ((C)

Par définition de I’exponentielle d’une matrice dia-
exp(D(a,b)) = (6 0 )

gonale, 0 e
Par ailleurs,

exp(M (a)) = exp(alz)exp (

(0 &) (6 )6 0))
(v 2)6)
(o =)

3|5

II1.D. Bien-siir, I3(C) C M(C).

Réciproquement, toute matrice M € IMy(C) est
semblable & une matrice de J3(C), donc de I2(C);
donc d’apres I1.C.2, M € I3(C). Finalement,

| I2(C) = M (C).

II1.E.1. Diagonalisons A(f). Pour tout = € C,
xa)(x) = x* + 0% et Sp(A(0)) = {i0,—i0}. Sans
difficulté,

Bata0) = (_}) e mataen = (}).

Alors A(9) = PD P! avec
D(w 0>etP( 1 1),

—i 1
donc

0 —if
exp(A(#)) = Pexp(D) P!

(1 1\ [(e? 0 1 [i -1
T\ =i i 0 e )9;\i 1
_i eiG e—iG i -1

2i \ —iet? e ) \i 1
_i 2icosf —2isinf

T 94 \ 2¢sin0 24 cos @

_ (cosf —sind

~ \ sinf cosf |-

III.E.2. Ou l'on voit que |eXp n’est pas injective
car exp(A(0)) = exp(A(27)) = I avec A(0) # A(2w).

III.E.3. Soit M € JQ((C) N GLQ(C)

M € J5(C), M est une D(a,b) ou une M (a).
Supposons que M D(a,b) ou (a,b) € C2.

Comme M € GLy(C), ab # 0. Posons a = |a| '™

et b= |ble*. Alors

comme

_ [ exp(In(Ja] + i) 0

M = ( 0 exp(In(|b| +Zﬁ)))
B In|al + i 0
= exp 0 In|b| + i3

=exp(D(Inla| + i, In |b| + i f)).

Supposons maintenant que M = M (a) ot a € C.
Comme M € GLy(C), a # 0. Posons toujours
a = |a|e*®. Alors

=
en notant A = In(|a|+ia). D’aprés 111.C, on reconnait
e

presque
(v 5)

Bien-siir, ces deux matrices ne sont pas égales — sauf
si A = 0, ce qui n’est pas puisque a # 0. Mais elles

1
exp(Iln(la] +ia))

exp(In(fa] +ia))
0

et

0

1

6)‘

A A

e

e)\

exp(M ()
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er et
sont semblables d’apres II1.B, car ( 0 e>‘) n’est
pas diagonalisable.
Finalement, tout élément de J2(C) N GL2(C) est
semblable & Pexponentielle d’un élément de J5(C).

IIL.E.4. Soit M € GL3(C).

D’apres II1.B, il existe P, € GL2(C) et M; € J3(C)
telle que M = P, M, P;"*. Comme M est inversible,
M; Vest aussi et My € J3(C) N GL2(C).

D’apres IILE.3, il existe P, € GLo(C) et
My € J5(C) telle que M, = P, exp(M,) Py . D’aprés
II1.D, J, C FQ((C), donc M, € FQ((C)

Alors, en posant P = P, Py, P~ = P2_l Pl_1
et M = Pexp(My) P~ = exp(P My P~1), d’aprés
I1.C.2 sachant que M, € I(C).

| Ainsi, exp : My (C) — GL2(C) est surjective.

IIL.F. Soit M € 9My(C). En reprenant les nota-
tions précédentes, M est semblable & M; € Jy(C).
Bien-stir, Tr(M) = Tr(M;). Comme J3(C) C I'3(C),
exp(M) est aussi semblable & exp(M7) et leurs dé-
terminants sont égaux. Il suffit donc de prouver le
résultat pour M;.

D’aprés II1.C, si My =D(a,b), exp(M;)=D(e?,e")
et

det(exp(My)) = e® e’ = 90 = TT(M),

Et si M; = M(a), toujours d’apres I11.C,
det(exp(My)) = e®e = 2% = ™M),
Ainsi,
| VM € M,(C), det(exp M) = ™D,

ITIT.G.1. La loi considérée est bien-sir la
multiplication des matrices. Par construction,
SLy(C) < GL3(C); de plus, SLe(C) # @ car
I, € SLy(C); enfin, si My et My sont dans SLy(C),
- det(Ml)

n det(Mg) =1

det(M, My') = det(M;) det(M; )
et M, My * € SLy(C). Donc
| SL2(C) est un sous-groupe de GLy(C).

Si M € Lo(C), det(exp M) = ™) = 1,

alors exp M € SLs(C).

II1.G.2. Soit M € Lo(C). D’apres 1.C.3, M est soit
diagonalisable, soit nilpotente.

Si elle est diagonalisable, elle est semblable & une
D(a,b), de trace nulle aussi et qui vérifie donc b = —a.

Si elle est nilpotente et non diagonalisable, d’apres
ITL.B, elle est semblable & une M (a), de trace nulle
aussi et qui vérifie donc a = 0.

On obtient donc bien le résultat annoncé.

4
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II1.G.3. | N’ € SLy(C) car det(N') = 1.
On voit que les A(f) sont dans Lg. Et d’apres
III.E.2, on voit donc que | exp n’est pas injective.

Par P’absurde, supposons qu’elle soit surjective.
Alors N’ = exp(Ny) avec N1 € Ly(C).

Si N est semblable & une D(a), N’ est semblable a
exp(D(a)) = D(e*, e~ %), donc elle est diagonalisable :
NON.

Si Nj est semblable & N, N’ est semblable &
exp(N) = (1) 1) d’ott Tr(N') = Tr(exp(N)) =2 :
NON PLUS.

Donc N’ n’appartient pas a I'image de exp, qui
n’est donc pas surjective.

IV.A. Comme f admet 3 valeurs propres distinctes,
f est diagonalisable : il s’écrit f = f + 0 ou 0 re-
présente 'endomorphisme nul, qui est nilpotent et

commute avec f : | f € I'5(E).

IV.B.1. Comme le polynéme caractéristique de f est
scindé, f est trigonalisable, donc il existe une base de
E dans laquelle la matrice de f s’écrit

A a b
0 X ¢
0 0 X

Dans cette base, la matrice de f — AIdg est alors

0 a b
0 0 ¢,
0 0 O

laquelle matrice est nilpotente d’apres 1.B.4.c.
| Donc f — Aldg est nilpotent.

IV.B.2. Alors on peut écrire f = Aldg +(f — A1dg),
ou AIdg est diagonalisable, f — AIdg est nilpotent
et A\Idg et f — AIdg commutent. |Ainsi7 fe3(E).

IV.C.1. C’est la traduction exacte du caractere tri-
gonalisable de f, comme on I’a vu en IV.B.1 :

il existe une base Z = (e1,ea,e3) de E et trois
nombres a, b, ¢ tels que

A
Matg(f) = | 0
0

S > 2
R0 o

c’est-a-dire
fler) =Aex
fle2) =aer + Aea
fles) =bes + cea +ves

IV.C.2. | (ey, ey, €5) est une base de E car

=1#0.

o = O
—® Q

1
detg(ey, ey, e5) = |0
0
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IV.C.3. On voudrait que f(e}) = ves. En calculant
dans la base 4, cela revient a résoudre le systeme

A a b e @
0 A ¢ B|l=v|p
0 0 v 1 1
Aa+af+b=rva
AB+c=vp
Sachant que A # v, on obtient
c ac b
Biu—/\’ai(u—)\)2+y—)\'

On peut donc choisir e = ae; + e, +e5 de sorte
que f(e5) =ves.

IV.C.4. Par construction,

M = Mat(e, e, .e;)(f) =

o O >
S > Q
R OO

IV.C.5. Considérons les matrices

A0 O 0 a O
D=0 XN 0]etN=|0 0 0
0 0 v 0 0 0
Ona M = D+ N, ou D est diagonale et N nilpotente.
De plus
0 ax O
ND=DN=|0 0 0
0 0 O

| Donc M € I3(C), et f € I3(E).

IV.D. Soit f € L(E). Discutons selon le cardinal de
son spectre :
— si card(Sp(f)) = 3, f admet trois valeurs
propres distinctes et d’apres IV.A, f € I'5(E);
— si card(Sp(f)) = 2, f admet deux valeurs
propres distinctes, dont 'une est double et
Pautre simple, et d’apres IV.C, f € I'5(E);

5
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— si card(Sp(f)) = 1, f admet une valeur propre
triple et d’apres IV.B, f € I3(E).

Dans tous les cas, f € I'5(FE), donc | I5(F) = L(E).

IV.E.1. Avec les notations de III.LE.1, en calculant
par blocs, on voit que

R(O) — (Ag&) 8) _ <PDOP1 8)
(0 o) (% 1Y)

(5 0)(5 ) -
Alors

e (£ o8 D) (52)"

Comme D = D(i6,—i0), (g 8) est diagonale et

e 0 0
ex D0 0 —i0
Pllo 1))7 ¢ 5
0 0 e

<exp0(D) (1)> .

Alors, toujours d’apres ITLE.1,

RICEIE

_ (Pexp(OD) P! 0)

exp(R(0))

1

cosf@ —sinf 0

= | siné cosf O
0 0 1

IV.E.2. Alors exp(R(0)) = exp(R(27)) = I3 avec
R(0) # R(2m), donc

|exp : L(E) — GL(E) n’est pas injective.




