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Concours blanc

Durée :

4 heures

Les calculatrices sont interdites
L’épreuve est constituée de trois problémes indépendants.

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené d repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Probleme 1
[CCINP22]

Etude d’un endomorphisme sur un
espace de polynomes

Présentation générale

On rappelle le théoreme de la division euclidienne
pour les polynémes : si U € C[X] et V € C[X] sont deux
polynémes avec V # 0, alors il existe un unique couple
(Q, R) € C[X]? tel que :

U=VQ+ R avec (R=0ou deg(R) < deg(V)).

Les polynomes @ et R sont respectivement appelés le
quotient et le reste dans la division euclidienne du poly-
néme U par V.

Dans ce probléme, on se donne un entier n € N* et un
couple (4, B) € C,,[X] x C[X] tel que deg(B) =n+ 1.
On considére également Papplication ¢ définie sur C,[X]
qui & un polynéme P € C,[X] associe le reste dans la
division euclidienne de A P par B.

Par exemple, si on suppose que l'on a :

n=2 A=X> B=X*-X, P=X?+X+1,
alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B,
on obtient :
AP=X*4+ X34+ X?=BQ+R
avec Q=X +1let R=2X?+ X,
donc on a p(P) =2X? + X.

Partie I — Généralités sur 1’application ¢

Dans cette partie, on démontre que 'application ¢
est un endomorphisme de C,,[X].

Q1. Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], on a
o(P) € C,[X].

On considére deux polynémes P, € C,[X] et
P, € C,[X]. Par le théoreme de la division eu-
clidienne rappelé dans la présentation, il existe
(Ql,Rl) € C[X] X (Cn[X] et (QQ,R2) € C[X} X Cn[X}
tels que :

AP, =BQ1+ Ry et AP, = BQ> + R-.

Q2. Soit A € C. Exprimer le quotient et le reste dans la
division euclidienne de A (P; + A P;) par B en fonction
de A et des polynémes @1, Q2, R1 et Ry en justifiant
votre réponse. En déduire que ¢ est un endomorphisme
de lespace vectoriel C,,[X].

Partie II — Etude d’un premier exemple
Dans cette partie uniquement, on suppose que :
n=2 A=X?4+2X et B=X34+X?-X —1.

Q3. Montrer que la matrice de I’endomorphisme ¢
de Cy[X] dans la base (1, X, X?) est :

01 1
M=[2 1 2] eMsC).
110

Q4. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de la matrice M.

Q5. Justifier que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable.
Déterminer une base de C3[X] formée de vecteurs
propres de .

Partie III — Etude d’un second exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2
et que B = X3. Comme A est un élément de ’es-
pace vectoriel Co[X], il existe (a,3,7) € C3 tel que
A=a+pX +~vX2

Q6. Montrer que la matrice de ’endomorphisme ¢ de
Co[X] dans la base (1, X, X?) est :

a 0 0
T=|(p a 0 GMS((C)
v B «

Q7. Montrer que I’endomorphisme ¢ est diagonalisable
si et seulement si le polynéme A est constant.

Partie IV — Etude du cas o B est scindé
a racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que n =2 : le
nombre n est un entier quelconque de N*. Jusqu’a la fin
du probleme, on suppose que B est un polynome scindé
a racines simples. On note zg, ..., 2z, € C les racines de
B qui sont donc des nombres complexes distincts.

On  définit les polynéomes de  Lagrange
Lg,...,L, € C,[X] associés aux points g, ..., T, par :
n
X — ZT;
Vk € [0 = .
(0.1, L HIk*%
1=0
i£k
En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :
1 sij=k
Y(k,j) € [0,n]?, Li(z;) = ’
(k.3) € [0, 0%, La(;) {Oﬁj¢k
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IV.1 - Décomposition avec les polynémes de La-
grange

Q8. Soit P € C,[X]. Montrer que x, ..., 2, sont des

n
racines du polynéme D = P — Z P(z;) L;.
i=0
Q9. Déduire de la question précédente que pour tout
n

PeC,[X],ona P = ZP(@)L,
=0

Q10. Montrer que (Lo, ..., L) est une base de C,[X].

IV.2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

Pour tout entier k € [0, n], on désigne respectivement
par Qp € C[X] et Ry € C,[X] le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A Ly par B.

Q11. Soit (j,k) € [0,n]*. Montrer que Rg(x;) = 0 si
Jj # ket que Ri(xg) = A(xg).

Q12. En utilisant Q9, en déduire pour tout & € [0,n]
que p(Lg) = A(zg) L.

Q13. Justifier que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable
et préciser ses valeurs propres.

Probleme 2
[CCINP22]

Etude de séries de pile ou de face

Présentation générale

On considére un espace probabilisé (§2, .4, P) modéli-
sant une succession infinie de lancers indépendants d’une
piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la pro-
babilité 1/2 et face avec la probabilité 1/2). Pour tout
entier k € N*, on désigne par Py 1'événement [le k-iéme
lancer de la piéce donne pile] et par F) I’événement [le
k-ieme lancer de la piece donne face].

On appelle série une succession de lancers amenant
le méme c6té de la piece. La série n°®1 commence au
premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers
suivants donne un résultat différent du premier lancer.
De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la
fin de la série n°1 et se termine au lancer précédant
un changement de c6té. On définit de méme les séries
suivantes.

Voici deux exemples pour illustrer la définition des
séries donnée ci-dessus :

Exemple 1 :

PiNP, N Fy NP NPsNPsNP; NFsN---
NERGRL Ny

série n° 1
+oo
k=9
———

série n° 3

série n° 2 série n° 3

Exemple 2 :

FFNENnFE NP NnPsNnPsNPNPy N

série n° 1 série n° 2

2|4

Partie I — Etude de la longueur de la
premiere série

Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de
la premiere série. On définit la variable aléatoire Lq de
la maniere suivante :

si la série n°1 ne se termine pas (ce qui arrive si et
seulement si n’on obtient que des piles ou que des
faces), on pose L1 = 0;

sinon, on désigne par L; la longueur de la série n° 1.

Ainsi, si ’événement donné dans ’exemple 1 est réalisé,
alors on a L; = 2 tandis que si I’événement donné dans
Pexemple 2 est réalisé, alors on a L; = 3.

I.1 - Calcul de la somme d’une série entiére

Q14. Rappeler (sans le démontrer) le rayon de conver-
gence et la somme de la série entiére :

St

k>0

Q15. En déduire que pour tout x € ]—1,1], la série
+oo

Z ka® converge et que Z kak =

k>0 k=0

x

1-a)

1.2 - Etude de Ly
Dans cette partie, on considére un entier k € N*.

Q16. Exprimer ’événement (L; = k) en fonction des
événements P; et F; pour i € [1,k + 1].

Q17. Montrer que P(L; = k) = 27%.

Q18. En déduire la valeur de P(Ly = 0).

Q19. Démontrer que la variable aléatoire L; admet une
espérance, puis déterminer sa valeur. Que représente ce
nombre par rapport au probleme étudié dans ce pro-
bléme ?

Partie II — Etude du nombre de séries

Pour tout entier n € N*, on note N,, le nombre de
séries apparues lors des n premiers lancers. Par exemple,
si I’évenement de ’exemple 1 dans la présentation est
réalisé, alors on a :

Ny =Ny=1, N3 =2,
N4:N5:N6:N7:36t N8:4

Jusqu’a la fin du probleme, on considére un entier
n € N*.

I1.1 - Généralités

Q20. Déterminer les lois de N7 et Ns.

Q21. Quel est I’ensemble des valeurs prises par la va-
riable aléatoire N, 7
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I1.2 - Relation de récurrence pour la loi de N,

Dans cette sous-partie, on détermine une relation de
récurrence entre la loi de Ny, et la loi de N,,.

Q22. Soit k € [1,n + 1]. Justifier que 'on a 1’égalité
d’événements :

(Nn+1:k)ﬂanPn+1:(Nn:k’)mp'nmPyH_l,

puis en déduire que :
1
P((Npt1=k)NP,NPuyq) = §P((Nn =k)NP,).

Dans la suite, on admet que l'on a pour tout
k € [1,n + 1] les relations :

1
P(Npy1=k)NFE,NFy1q) = 5 P((N,=k)NF,),

1
P((Npt1=k)NP,NFyy) = 5P((ank— 1)NP,),

1
P((Nas1=k) N Fy () Pst) = 5 P(Nu=k—=1) N F).

Q23. En utilisant la formule des probabilités totales
avec le systéme complet d’éveénements :

(P7Lﬂpn+1aF7Lan+1aanPn—i—lapann—i-l)

et les relations précédentes, montrer que I'on a pour tout
k € [1,n+ 1] la relation :

1
+-P(N,=k—1).

1
P(Nup1 =k) = 5 P(Ny = k) + 5

I1.3 - Fonction génératrice, loi

de N,
Pour tout m € N*, on note G,,, : R — R la fonction

génératrice de la variable aléatoire N,,, dont on rappelle
la définition :

et espérance

m

Vo € R, Gp(x) =Y P(Np,
k=1

En particulier, on déduit des résultats précédents (on
ne demande pas de le vérifier) que :

Ve e R, Gi(x) = .

Q24. Déduire de Q23 que pour tout x € R, on a la

relation :

1+
2

Gn+1(l‘) = Gn(ilf)
Q25. Déterminer une expression explicite de G, (x)
pour tout n € N* et tout z € R.

Q26. Rappeler 'expression de l'espérance de N,, en
fonction de sa fonction génératrice G,,. En déduire 'es-
pérance de la variable aléatoire N,,.

Q27. Déterminer la loi de la variable aléatoire N,, a
partir de I'expression de G,,.

3

4

Probleme 3
[CCINP19]

Objectifs

Dans la partie I, on considére deux exemples de
fonctions indéfiniment dérivables sur R et on s’interroge
sur l'existence d’un développement en série entiere dans
un voisinage de 0 pour ces fonctions. Dans la partie II,
indépendante de la partie I, on démontre le théoréme
de Borel en construisant, pour toute suite réelle (b,)pen,
une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que
pour tout p € N, on ait : fP)(0) = by.

Partie I — Deux exemples de fonctions
indéfiniment dérivables

On considere la fonction f définie sur R par :
+o0 )
VreR, f(z)= / e~ t=ite) gy,
0
Q28. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.
+oo
Pour tout p € N, on note I, = / tPe~tdt.
0

Q29. Pour tout p € N, justifier I'existence de I, et
déterminer une relation entre I, et I},.

Q30. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I},.

Q31. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R
et déterminer, pour tout = € R et tout p € N, f®)(z).

Q32. En déduire le rayon de convergence de la série

entiere »
P)(0
>
p=0 P
La fonction f est-elle développable en série entiere en 07

On considere la fonction g définie sur R par :
—+oo
Ve e R, g(x) = Z e k(—ikz),
k=0

Q33. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R
et déterminer, pour tout z € R et tout p € N, g ().

Q34. Montrer que pour tout p € N, |¢P)(0)| > p*PeP.

Q35. En déduire le rayon de convergence de la série
entiere )
P)(0
S e

p>0 P
La fonction g est-elle développable en série entiére en 07

Partie II — Le théoréme de Borel

Q36. Déterminer deux nombres complexes a et b tels
que pour tout x € R :

1 a n b
1+22 x—i x+i
Q37. On consideére la fonction 1 définie sur R par :
1
Vr e R, ¢Y(z) = -
x—1
Montrer par récurrence que pour tout p € N et tout
zeR: (—1)7p
—1)Pp!
(p) _
1/J (iC)— (x_i)p+1'
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Q38. Déterminer, pour tout p € N, la dérivée p-ieme
de la fonction ¢; définie sur R par :

Q39. Montrer que pour tout p € N et tout z € R,
(z+ )P — (@ — )P < 2(1+22) "7 .
En déduire que pour tout p € N et tout z € R*, on a :

p!
|90§p)(33)| < W.

Q40. Pour tout réel a, notons ¢, la fonction définie
sur R par :

1
Montrer que pour tout p € N et tout z € R* :
) p!
la] - o ()| < [Pt

On considére une suite réelle (a,,),en et on lui associe
la suite de fonctions (u,)nen définies sur R par :
_ a,x"
~ 1+nla2a?’
Q41. Pour tout n € N, on note a,, = vn!a,. Montrer
que pour tout entier p > 0, tout entier n > p et tout

réel x, on a :
p n! .
k) (n—k)!

Vn € N,Vz € R, u,(x)

p

ulP (z) = a, Z

k=0

n—k sDt(ypn—k)

().

Q42. En déduire que pour tout entier n > 0 et tout

entier p € [0,n — 1], on a : u%p)(()) = 0, et déterminer
(n)

ur ' (0).

Q43. Montrer que pour tout entier n € N*, tout entier
p € [0,n — 1] et tout réel x, on a :

72!

(p) < on
w,P (z)] < 12",
Jur ()] N
+oo
Q44. En déduire que la fonction U = Z Uy est bien
n=0

définie et indéfiniment dérivable sur R.
Q45. Montrer que U(0) = ag et que pour tout entier

p—1
p=1,ona:UP(0) = Zu%p)(O) + pla,.
n=0

Q46. Déduire de ce qui précede que pour toute suite
réelle (b,)pen, il existe une fonction f indéfiniment
dérivable sur R telle que pour tout p € N, on ait :
f® (0) = by.

Ce résultat est appelé théoreme de Borel. Il a été
démontré par Peano et Borel a la fin du XI1x° siecle.
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