Corrigés des exercices de la premiere feuille
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Comme u, v, < U, <
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1. La suite vérifie une relation récurrente linéaire

d’ordre deux d’équation caractéristique 2 —r —1 = 0.

Les deux racines de cette équation sont %(1—1—\/5) =
et 3(1=v5)=1—¢. Alors F,, = ag"+ (1 — )",
avec (a,3) € R2?. On détermine o et [ grice a

Fy=F =1:ontrouve a = ¢/v5et f = (p—1)//5.

Finalement, pour tout n € N,
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2. Développons Fy, par la formule du binéme :
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L’équation caractéristique 22 — 22 + 2 =
racines

A=1+i=V2e et X=1—1i=+2e ""/%

0 a pour

Alors il existe un unique (o, 8) € R? tel que
YneN, u, = \@"(acos(ng) + Bsin(n7)).

Oruozozaetulzlzﬁﬁ/\/ﬁ,d’oﬁ

ﬁ"sin(n%).

VneN, u, =
(4]
1. Soit n € N. On a
v Un4+1 — \/a %(u"
1 = =
s Up+1 + \/6 %
ui4a-2au,  (u, — B
w2 ta+2vVau,  (up +a)2 ™
Par une récurrence immédiate, v,, = v(() R pour
tout n € N.
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1, limu, = 1. Et limv, = 1.

2. Sans difficulté, pour tout n € N,

l—i—v(() R

_\f Ok

O

1+,
1—uv,

Un = Va
Si |vg| < 1, lim v(()2n) =0 et donc limu,, = v/a.
Si Jvo| > 1, lim v = 400 et donc limu,, = —/a.
Enfin, il n’est pas possible que vy = 1 car a > 0,
et si vg = —1, ug = 0 et la suite n’est pas définie.
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1. Considérons la fonction

1
fIR+—>R+,1"—> ;x,
de sorte que u,+1 = f(u,) pour tout n. Comme

f(R4) C Ry, la suite est bien définie. Soit a € R;..
Si u, < a, upy1 < f(a) car f croit sur Ry. Si l'on
choisit a tel que a = f(a), on aura aussi u,11 < a.
Seul a = 1 convient et I'on voit par récurrence que
pour tout n € N, u,, < 1.

En outre, pour n > 0,

Unt1 14 u,
u,  V 2ul
Comme u,, < 1,u2 < 1etu? < uy,, donc 2u? < 14u,
et Up11/u, = 1. La suite u est donc croissante.
Ainsi, la suite converge vers un réel £ < 1. Comme
f est continue, a la limite, £ = f(¢) donc ¢ = 1. La
suite u converge vers 1.

2. Pour n € N, posons 6,, = Arccos u,,. Par définition,
0, est 'unique angle de} } tel que u,, = cos#,. On
at, =2ul | —1, cest-a- dire cos 0, =2cosf2, , —1,
donc 6, = 2 9n+1. Il s’ensuit que 6, = =w/2""
Uy, = cos(m/2"1), et 'on retrouve que limu =1.

3. Posons P, = [];_, uy. La suite (P,) décroit car
Poi1/P, = upt1 < 1. Elle est minorée donc elle
converge.

in26 sin 0,,
Pour n > 1, u, =cosf, = Zm an = 52111. ng !
donc sin 8, sin 6,
_ sinfp 1 2
~ 2nsinf,,  2nsin(m/2ntl) o7
(6]

1. Soit n € N. Comme /n + 1 > /n,

~tos = =~ 2(VAF T V)
2 2
RV FIV AV s TRy

et v croit. De méme, /n > v/n — 1 donc
2 2 <0
Vntyno on4+vn—1

Un

Wp — Wn—-1 =
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et w décroit. Enfin,
2 0
VRS RV =

elles convergent vers

Wp — Up =

donc v et w sont adjacentes :
une méme limite £.

2. Alors, pour n grand,

Uy = 2N+ w, =2/n+ L+ 0(1) ~ 2/n.

(7]

1. D’apres le cours, deux suites sont équivalentes
quand leur quotient tend vers 1.

CccCP

Commentaire. En passant, cela impose que les suites
ne s’annulent pas a partir d’'un certain rang.

Si le quotient tend vers 1, il est positif a partir d’un
certain rang, donc les deux suites ont méme signe.

2. Effectuons un développement limité :

()1, to
“\n) T 6n3 MAE
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[8] ccP
1. Posons z, = p, e'%" avec p, € R, et 0, € |-, 7].
Alors
pn—i—l €i0n+1 - %(pn eié‘n + pn)
_ %Pn eiOn/Q(eiGn/2 +e—i0n/2)
= pp cos(0,/2) "0/,

Comme 6,/2 € ]—5, 5], cos(0,/2) = 0, donc
Prt1 = pncos(0,/2) et 0,41 = 0,,/2. Alors, par une
récurrence immédiate, 6,, = 0y/2" et

Prn = Po H cos(0k/2) = po Hcos 90/2

k=0

2. Géométriquement, z,11 est le milieu de z, et |z,|,
d’ou la construction suivante :

Zn

LT

Zn41
0 |2n]

= 0. En outre, pour k € N,

sin(ﬂk) _ Siﬂ(ek)
2sin(6/2)  2sin(fgiq1)’

3. Clairement, lim 6,

cos(0r/2) =

2(3

donc
_ sin(0r) sin(fp)
— o H 2sin(0py1) PO on sin(6,,)
5111(90) _sin(6o)
Po 20, = Po 0
Alors, lim z,, = pg Sma(eo) e R;.

Ce calcul n’est valable que si 6y # 0, et alors ), # 0
pour tout k € N. Mais si 6y =0, 29 € R et la suite
(zn) est constante égale a zp.

[9]

Soit n € N*. On a

T R s )

ott la fonction f : [0,1] — R, = ~ 1/(1+ 2?) est
continue, donc d’apres les sommes de Riemann,

1
/ foydt="=
0
(10}

1. Supposons que la suite u tend vers 0. Soit un réel
e > 0. Il existe un entier ng tel que pour tout entier
n > ng, |up| < &/2.

Fixons un tel ng. Soit un entier n > ng :

lim wu, =
n—-+4oo

AM

no

1
—g
n+1 P
i |uk| + 771—1&- 1
= k=ng+1

—noe 1 & €
Z|k|+ n+1Z|Uk‘+§
k=0

n+1 2
Comme nyg est fixé, le premier terme tend vers 0 quand
n augmente indéfiniment, donc il existe un entier n,
tel que pour tout entier n > nq,

no
3wl < <
— 2

n—f—llC ‘

|vn| =

>l

S

n+1

n—l—l

Posons N max(ng,n1) : pour n > N, on a
lvn| < €/2+¢/2 = ¢, donc la suite v tend vers 0.

2. Supposons maintenant que la suite u tend vers £ et
considérons la suite v’ de terme général u), = u,, — £ :
cette suite tend vers 0 et, d’apres ce que 'on vient de
voir, la suite v’ associée tend elle aussi vers 0. Or,

n

1
e Y e
[ 1 <«
:n+1kzzouk_n+1kzzofzvn_f

donc la suite v tend vers /.

Commentaire. C’est le théoréme de Cesaro.



CORRIGES DES EXERCICES DE LA PREMIERE FEUILLE

[11]

1.S0it I = [0,1] et f: I — I,  — z—2% On
voit que f(I) C I donc la suite (z
De plus, pour = € I, f(z) < z donc pour n € N,

CS

Tn+1 = f(xn) < . Alnsi, la suite (z,) décroit.

Comme elle est minorée par 0, elle converge. Notons ¢
sa limite. Puisque f est continue sur I et que (z,41)
converge vers £, a la limite £ = f(¢). Donc ¢ = 0 ou

¢ = 1. La valeur 1 est exclue, puisque la suite décroit.

Finalement, lim x,, = 0.
2. Quand n € N est grand, z,, est proche de 0, donc
Topr = (20 — ) T =2 (L - 2n)
=2, (1 +x, +o(z,)) =2, +1+0(1)
wyt) =1

3. Alors, d’aprés lexercice 10 (le théoréme de Cesaro),
la suite de terme général

donc lim(z; 3, —

1% 1
- Z(xk+1 —apt) = ﬁ(xﬁl —a5")
k=0
tend également vers 1, donc z,, ~ 1/n.
(12} MP
1. Soit ¢ fixé. On a
1 (n
Su(m)| < 5 S ( ) lanl
k=0

D’une part, pour tout k € 10, q,

lar| < max;ejo,q laj| = Aq. D’autre part,

(Z) _ n(nfl)..];!(n—k+1) <nb <l
Alors, d’apres les puissances comparées,
1
1Sq(n)] < on I;anA = qu2n m 0.

n) est bien définie.

3

3

2. Notons ¢ = lim a,,. Inspirons-nous de la preuve de
Pexercice 10 (le théoréme de Cesaro). Soient un réel
€ > 0, un entier ¢ que 'on choisira plus loin et un
entier arbitraire n > ¢. Sachant que Y, _o () = 2",

50150
;é( ) |a — ¢
L3 (Y

k: q+1
Comme ¢ = lima,,, on peut choisir ¢ de sorte que
pour tout k > q, |ar — ¢| < /2. Alors

> (1)

k=q+1

n

1 n 1
i — < —
3 D (k) lar =4 < 35

k=q+1
<1in € €
Coni\k)2 2

Maintenant que ¢ est fixé, comme & la premiére ques-
tion, on voit que

1
S

k=0

(1)

n
(k) ke =€) T 0

Alors il existe N > ¢ tel que pour tout n >

1 &W/n €
75 _Y < =

k=0
Finalement, pour tout n > N, n > ¢, donc les majo-
rations (1) et (2) sont valides et 1'on a

[Sn(n) — €] <
On a prouvé que

Ve >0,AN e N,Vn € N, n >

N,

(2)

_’_7

2

N = 1|S,(n)—{ <¢
Cela signifie que lim S, (n) = £.



