Corrigés des exercices de la dixieme feuille

[95] TPE

1. Bien-siir, L C £(E, F) et il n’est pas vide puisqu’il
contient ’application linéaire nulle.

Soient u et v dans L et A\ un scalaire. Soit x € G.
On a u(x) =0, car G C Ker(u) ; de méme, v(xz) = 0.
Alors, Au(z) + v(z) = 0, donc x € Ker(Au + v), donc
G C Ker(Au +v), d’ou enfin Au+wv € L.

Ainsi, L est un sous-espace vectoriel de £(E, F).
Il est de dimension finie car E et F' le sont.

2. Une application linéaire est entierement déterminée
par 'image des vecteurs d’une base. Soit (e1,...,ep)
une base de G. On la compléte en une base (eq, ..., e,)
de E. Soit u € L. Comme G C Ker(u), 'image des
vecteurs ey, ..., e, est fixée, c’est 0. L’application u
est alors entierement déterminée par I'image des n—p
vecteurs restants. Alors,

dim(L) = (dim(E) — dim(G)) dim(F).

(96] ccp

Le polynéme
P=X3-2X?-5X+6=(X+2)(X—-1)(X-3)
est annulateur de A.

Commentaire. En passant, comme il est scindé a ra-
cines simples, A est diagonalisable.

Soit n € N. Effectuons la division euclidienne de
X™ par P : il existe Q, € R[X] et R, € Ry[X]
tels que X" = @, P + R, (x). En évaluant cette
égalité en les racines de P, —2, 1 et 3, on obtient
R, (-2)=(-2)", R,(1)=1"=1et R,(3) =3". En
écrivant R, = a, X2 +b, X + ¢y, ol (ap, by, cn) € R,
on trouve sans difficulté :-)

an =15 (=2)" = 5 + 353",
by =—1 (-2)" + + + %37,
cn=1(-2)"+1-13"

Enfin, en évaluant (%) en A, on obtient
A" =R, (A) =a, A> + b, A+c, I3
= (5 (2" -5+ 53" A7
+ (- (2" + s+ 1534
+(E(-2)"+1-1L3" 6

[97] MP

Constatons que A2 = 2 A — I3. Cela signifie le
polynéme (X — 1)? est annulateur de A.

PUISSANCES POSITIVES. Soit P € R[X]. D’apres la
formule de Taylor appliquée en 1,
+oo
P®(1) K
k=0

ott la somme est finie. Evaluons cette égalité en A :

+o0 (k)
pay=3 "W gy
k=0 ’

=P(1)I3+P'(1)(A - I3),

car pour tout k > 2, (A — I3)* = 0. En particulier,
pour tout n € N,

A" =1"I3 +n1"" 1 (A - I3)

=(1-n)l3+nA
1—n n n
= —2n 2n+1 2n
n -n 1—n

PUISSANCES NEGATIVES. D’abord, A est inversible
car A(2I3 — A) = I3, et A= = 213 — A. On re-
trouve 'expression précédente avec n = —1. Alors,
on imagine que pour tout n € N,

AT =(14+n)l3 —nA.
Prouvons-le. On a
A"((1+n)Is —nA)
= (I3 +n(A—1I3) (Is —n(A - I3))
=13 —n?(A - 13)* = I3,
ce qui prouve l’expression annoncée.

CONCLUSION. Pour tout n € Z,

1—n n n
A= -2n 2n+1 2n
n -n 1—n

[98]

1. Comme G = Vect(x — z) et Go = Vect(z — z?),
ce sont bien des sous-espaces vectoriels de FE, plus
précisément, des droites vectorielles.

L’application ¢ : E — R, f+— f(1) est une forme
linéaire non nulle et F' = Ker ¢, donc F' est un sous-
espace vectoriel de F, plus précisément un hyperplan.

2. Voici deux preuves.

A LA MAIN. Raisonnons par analyse-synthése pour
prouver que E = F & G, la preuve étant analogue
pour autre somme directe. Soit h € E.

Analyse. Si Ton peut écrire h = f + g ou
(f,9) € F x Gy, alors h(1) = f(1) + g(1) = g(1).
Or il existe a € R tel que g = aidg donc g(1) = a.
Ainsi, a = h(1) et f = h — h(1)idg.

Synthése. Posons g = h(1)idg et f = h — h(1)idg.
Clairement, g € G et comme f(1) = h(1) —h(1) =0,
f € F. Enfin par construction, h = f + g.

Conclusion. Tout h € E se décompose de facon
unique sous la forme h = f + g ou (f,g) € F x Gy
donc £ = F & G;.
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HYPERPLANS. On a vu que F' est un hyperplan de E.
Or idg ¢ F donc d’apres le cours, E = F @ Ridg.
De méme, la fonction = — 22 n’est pas dans F' donc
E=F&G,.

[99]

1. On voit que G = AR[X] ot A = (X —1)3. On sait
que c’est un sous-espace vectoriel de E et que

E=AR[X]®Ry[X] =G & F,

WP

d’apres le théoreme de la division euclidienne.
2. Soit P € E. D’apres la formule de Taylor,

+oo (k)
P = Pk|(1)(X_ )k
k=0
2 pk) 2 pk)
= r k'(l) (X-1F+) P k,(l) (X — 1)k
k=0 ’ k=3 ’
=P(1)+P(1)(X -1)+ $ P"(1)(X —1)*
€EF
+oo P(k)(l) -
+(X—1)3k§::3 o (X =DM
€eq

ou les sommes sont finies. Par unicité de la décom-
position de P dans la somme directe £ = F' & G, le
projeté de P sur F parallelement a G est donc

P(1)+P'(1)(X —1)+ : P"(1)(X — 1)%
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Voici (presque) trois méthodes.

CccCP

PREMIERE METHODE. Cherchons un polynéme an-
nulateur de A : on voit que A2 = 54 — 61, donc
P=X?-5X+6= (X —2)(X — 3) est annulateur
de A.

Commentaire. En fait, on reconnait que P = x4 et
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on sait que
c’est un polynéme annulateur.

Faisons la division euclidienne de X™ par P : il
existe un unique (Qn, an, by) € R[X] x R x R tel que

En évaluant cette égalité en les racines de P,

2" =2a, + by, a, = 3" —2",
<~
by=3-2"—2-

3" =3a, + b,
En évaluant (1) en A, on a finalement,
A" = (3" —2")A+ (32" — 23" I,.

DEUXIEME METHODE. Afin d’appliquer le binéme
de Newton, on cherche une écriture de la forme
A =B+ C, ou B et C commutent. On trouve (par

exemple)
(- 1 -2
1 2

o

3".

2 0

2

3

On voit que B? = B, donc

w2 (1)

="+ ((1+2)" —2")B
=2" I, + (3" — 2") B.

n—1

k pn—k _ on o\ Gk
ok gn—k — 9 12+Z<k)23

k=0

TROISIEME METHODE. On diagonalise A...
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CS

1. La matrice de f est clairement

0 (0) aq

mat@(f) = ! - 2
0

(0) 1 ag

2. Comme f(e1) = e, on a f?(e;) = e3, donc par
une récurrence immédiate, f*~!(e;) = ej. Alors

flen) = f(f*Her)) = f™(ex) = hmy anf* ' (e),

ou 'on voit que P(f)(e1) = 0, en notant

P=X" -0 apa XP.

Montrons que P(f) = 0, en I’évaluant sur la base 2.
Comme les polyndémes en f commutent, on a

P(f)(ex) = P(f)(f* (ex)) = (P(f) o f*71)(ex)
(f*t o P(f))(er) = fFHP(f)(er)) = 0.

Ainsi, P est bien un polynéme annulateur de f.
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1. On sait que Keru C Ker(u?) donc
dim(Ker u) < dim(Ker(u2)).

2. Considérons la restriction v = u|ker(u2)s
v: Ker(u?) = E, x — u(x),

et étudions son noyau et son image.

Montrons que Kerv C Keru. Soit z € Kerwv.
Comme v(z) = 0, u(z) = 0 et € Keru. Donc
I'inclusion est acquise et dim(Ker v) < dim(Ker ).

Montrer que Imv C Keru. Soit y € Imw : il existe
x € Ker(u?) tel que y = u(z). Alors u(y) = u?(z) = 0,
donc y € Keru. Donc linclusion est acquise et
rg(v) < dim(Ker ).

Pour finir, d’apres le théoreme du rang et avec ce
qui précede,

dim(Ker(u?)) = dim(Ker v) + rg(v)
< 2dim(Ker ).
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1. Posons E = R,,[X]. En notant d : P — P’ la déri-
vation sur F, on voit que f = idg —d, donc c’est bien
un endomorphisme de F.

Dans la base canonique de F, f a pour matrice

MP

1 -1 (0)
1 -2
M = )
(0) 1 —-n
1

laquelle est de rang n + 1 donc f est bijective.
La dérivée (n + 1)-iéme d’un polynéme de F est

nulle. Donc d"*! =0 et (idg —f)"*! = 0. Ainsi

. 1/n

idp + 335 (") (= H)F =0

n+l/n _ .
et fo (Lpl (") (=) =ide.

Il s’ensuit que f est surjectif, donc bijectif puisque F
est de dimension finie.
2. Alors, si P — P' =Q,

P=f1Q) = (") (=HHQ).
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Tout d’abord, comme Imp C Kergq, gop = 0.

ITIE

1. Posons 7 = p+ ¢ — po ¢q. Comme p et g sont des
endomorphismes de E, r I'est aussi. En outre,
r?=(p+q—pog)o(p+qg—poq)
=pop+pog—popog
+gop+qgog—qgopog
—pogop—pogog+pogopog

3

3

=p+poq—poq+0+qg—-0-0-pog+0
=p+tq—pogq=r,
et r est bien un projecteur de F.
2. Soit z € Imr. Comme r est un projecteur,
x=r(z)=plx)+q(x) —poq(x)
=p(z —q(z)) +¢(z) € Imp +Img,

donc Imr C Imp + Img.

Réciproquement, si € Imp, ¢(z) = 0
donc r(z) = p(xr) = =z donc z € Imr et
Imp C Imr; et si x € Imgqg, x = ¢(z) donc

r(z) = p(x) + q(z) — p(z) = q(z) = z et x € Imr,
donc Im g C Imr. Alors Im p+Im ¢ C Im 7. Il ’ensuit
que Imr =Imp+ Img.

En outre, Im g NKer ¢ = {0} car £ = Im ¢ @ Ker g,
et comme Imp C Kerg, Imp NImg = {0}. Alors la
somme Im p 4 Im ¢ est directe et Imr = Imp @ Imgq.

3. Soit z € Kerr. On a r(z) = 0 donc
0=por(z)=p(x)+pog(z) —poq(z)=p(x)
et x € Kerp. De méme, sachant que gop =0,
0=gqor(z)=qop(x)+q(x) +qopoq(z)=q(x)
et x € Kergq. Ainsi, Kerr C Kerp N Kergq.
Réciproquement, si z € KerpNKergq, p(x) =0 et
q(z) = 0 donc
r(z) =p(x) +q(x) —poq(z) =0

et x € Kerr. Ainsi, Kerp N Kerq C Kerr.
Finalement, Kerr = Kerp N Kerg.



