Corrigés des exercices de la douzieme feuille
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1. D’aprés le cours, si deux séries > u, et Y v,
convergent absolument, pour tout A € R, la série
S™ (A + vy,) converge absolument aussi. De plus, ¢! est
clairement non vide. Donc c’est un sous-espace vectoriel
de ’espace des suites réelles.

2. La seule difficulté par rapport aux normes usuelles
définies sur R™, est de prouver que les trois normes sont
bien définies.

La premiére I’est par nature, puisque ¢! est I’'ensemble
des suites pour lesquelles la série converge absolument.

Soit u € £*. Comme Y |uy,| converge, la suite (Ju,|)
tend vers 0. Alors, & partir d’un certain rang, u2 < |uy|,
donc Y~ u? converge et ||u|, est bien définie.

Enfin, nous venons de dire que (|u,|) tend vers 0, donc
c’est une suite bornée : elle admet une borne supérieure
et |lul|, est bien définie.

Le reste des propriétés est une simple généralisation
des normes vues en cours.
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1. E est un espace vectoriel car c’est le noyau de la forme
linéaire ¢ : €*(I,R) = R, f~ f(0).

2. Comme f, f’ et f+ f’ sont continues sur I, on voit
que

Ni(f) = 1f + Flloo et No(f) = Il + 1'll o -

en reconnaissant la norme usuelle |||, des fonctions
continues sur le segment I. La vérification que N; et No
sont des normes est alors immédiate. Précisons que si
Ni(f) =0, f + f/ =0, mais comme f(0) = 0, la seule
solution de ce probleme de Cauchy est f = 0.
3. Soit f € E.
On sait déja que ||f + f'[l o <[/l
a~dire que N1(f) < Na(f).
En outre, pour z € I, ¢’'(x)

g/ ()| = e” [ f(2) +

+ 11 oo Cest-

= e"(f(z) + f'(x)) donc
’(x)\ < e”Nl(f). Alors

“f @) = lg(x) |—| (t)dt]
< Joyle' t|dt\f0 Ny( _( = 1) Ni(f),
dou |f(@)] < (1 - eﬂ)Nl(f) < (L= e ) Ni(f) ot
[flloo < (X —e ") Ni(f).
D’autre part,
|f'(@)] = 1f' () + f(z) — f(2)]
< (@) + f@)| + (@)
<SN(f)+ QX —e ) Ni(f)
et 1]l < (2= e M),
Alors, Na(f) < (3 —2e Ny (f).

Finalement, les normes N et N’ sont équivalentes.
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1. La forme de cette norme laisse présager qu’elle est
associée a un produit scalaire. Plus précisément, 'appli-
cation

(1): B2 =R, (f,9) = f(0)g(0) + [y f'g'

est un produit scalaire euclidien sur E. En effet, c’est
clairement une forme bilineaire symétrique positive, et
si (f|f) =0, f + fo = 0; comme les termes

sont positifs, f = fo =0 : alors f(0) = 0 et
puisque (f)? est continue et positive, f'=0, donc f est
constante, d’ou f = 0.

Commentaire. Mieux encore, si f' =0 et f(0) =0, on
reconnait un probleme de Cauchy et f = 0, comme
I'unique solution de ce probleme de Cauchy.

Et 'on voit bien que N est la norme euclidienne
associée a ce produit scalaire.

Commentaire. Si I'on ne sait pas « deviner » le produit
scalaire, on le reconstitue avec une identité de polarisa-
tion : pour f et g dans E,

(flg) =5 (N(f+9)* = N(f)* = N(9)?) .

Bien-sfir, si IV n’est pas associée a un produit scalaire,
I'application ainsi reconstituée ne sera pas un produit
scalaire.

2. Soient f € E et x 6 [0, 1]. Comme f est de classe €*

sur [0,1], f(z) 0) + [y f'(t)dt donc
\f(x)<f0|+}f0 tdt|
<IFO) + J3 17O dt < O]+ fy 1]

D’une part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
sur les intégrales,

1 1 1 1 1
fo |f/| = fo 1'|fl| < \/fo 12\/f0 fr?= \/fo I
D’autre part, en utilisant a nouveau l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, mais sur les sommes,

[F@)] < 1FO0)] + 4/ [y £
:1‘f( |+1 \/foflz

VT F02 1 [1 2 = VAN(H).
Alors /], < ﬂN(f»

3. Soit n € N* : considérons la fonction f, : x — z™.
D’une part, || fnll,, =
D’autre part,

N(fn) =

= “+00.

Vo2n —1 n—+oco

Alors, il est impossible de majorer N par ||-|| ., ce
qui signifie que ces normes ne sont pas équivalentes.

[ (ntn=1)2at
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1. Pour tout k € N, [|4*]| < |A||". Or ||A|| < 1, donc
lim HA’“H =0, c’est-a-dire lim A* = 0.
2. Pour la méme raison, AkH < ||A||k, et ZHAHk

converge comme série géométrique de raison || 4| < 1.
Donc par majoration, > || A¥|| converge.

3. La fonction f est linéaire, donc elle est continue,
puisque E est de dimension finie.
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA DOUZIEME FEUILLE

4.0n a (I, — A) S, = I, — AP*1. Comme (AP)
converge vers 0, lim(I, — AP*!) = [,. En outre,
(I, — A)Sp, = f(Sp); f est continue; et im S, = S;
donc par caractérisation séquentielle de la limite,
lim f(Sp) = f(S5). Ainsi, a la limite, (I, — A)S = I,.
Cela signifie que I,, — A est inversible, et que son inverse
est (I, —A)~1=S.
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Par une récurrence immédiate, pour tout k,
X, = A* X,.
Explicitons A*. Ecrivons A = 1 (I3 + J) o

AM

Clairement, J2 = 3J, donc si p > 1, JP = 3P~ 1 J.
Comme I3 et J commutent,

k
1 k
k __
4 MZ(}?)JP
p=0
1 " [k
= E p—1
4k(3+p1(p>3 J)

1 1 "k

4,€13+3.4,€<Z<p)3p1)J
p=0

1 (14+3)F—1)
= Ly g

4k "3 3.4k

1 1 1
=gl (-g)7

1

k—+oco §J

Alors, par opérations usuelles sur les coefficients,

1
1 1

lim Xp=-JXo—=- |1

i X =3 Xo =3 .

Commentaire. 11 est également possible de diagonaliser
A pour calculer ses puissances.
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1. Comme A # @, il existe a € A. Alors 0-a =0 € A.
1l existe > 0 tel que B(0,r) C A, car A est ouvert.

Soit x € E ~\ {0}. Posons y = 3TaT
y € B(0,r) C A. 1l s’ensuit que « =
EcAet A=FEcar ACE.

2. Si A est fermé, c’est faux, comme on le voit par
exemple en considérant que A est une droite de F.

x: |ly| = § donc
2]|x]]

r

y € A. Ainsi,
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Comme l'espace E = 9, (C) est de dimension finie,
toutes les normes y sont équivalentes. Soit [|-|| 1'une
d’elles.

2

2

Soient M € E et x s son polyndéme caractéristique.
Pour tout réel € > 0, posons M. = M — ¢ 1, de sorte
que det(M.) = (=1)"xam(g). Comme x5 a un nombre
fini de racines, det(M.) # 0 pour ¢ suffisamment petit.
Or ||M — M.|| = € ||I,,]] est petit avec e. Alors, toute
boule ouverte centrée en M rencontre GL,,(C), donc M
est adhérent & GL,,(C) et Adh(GL,(C)) = M, (C).
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ADHERENCE. On voit que SL,,(R) est 'image réciproque
du singleton {1} par application déterminant. Or cette
application est continue sur 9, (R) et {1} est fermé,
donc SL,, (R) est fermé. Ainsi, Adh(SL,(R)) = SL, (R).

INTERIEUR. Moralement, SL,(R) est une surface de
M, (R), d’équation det(A) = 1, donc on imagine que
son intérieur est vide. Montrons-le, en prouvant qu’il
existe des matrices arbitrairement proches de SL, (R)
dont le déterminant n’est pas 1.

Soit M = (m;;) € SL,(R). En développant arbitraire-
ment son déterminant par rapport a la premiere colonne,
on a

1= det(M) = Zmil Mila
=1

en notant M;; le cofacteur de my;. Il existe i € [1,n] tel
que M;; # 0, sinon on aurait det(M) = 0. Fixons un tel
i.

Pour z réel, considérons M, = M + x E;1, ou E;q est
la matrice élémentaire usuelle, contenant des 0 partout
sauf a la ligne ¢ dans la colonne 1. Considérons une norme
arbitraire ||| sur 9, (R) — c’est égal puisque M, (R)
est de dimension finie. On a ||M, — M| = |z| || Ei]-
Donc quand z est proche de 0, M, est proche de M.
Autrement dit, pour tout r > 0, il existe x € R tel que
M, € B(M,r).

Explicitons f(x) det(M,). En notant, pour
j € [1,n], C; les colonne de M et E; celles de E;,
on a

f(z) =det(M + 2 E;p)
= det(C1 +{EE1,CQ, .. ,Cn)
= det(C’l,Cg, . 7Cn) + det(xEl,C’g, . ,Cn)

= det(M) + z det(Eq, Cs, ..., Cp).

En développant le second déterminant par rapport a
la premiere colonne, sachant que tous les termes de F
sont nuls sauf le terme ¢ qui vaut 1, et comme tous les
autres termes du déterminant sont ceux de M,

det(El, CQ, ey Cn) = Mil-

Ainsi, f(z) =1+ 2 M;;. Donc f est un polynéme de de-
gré 1 non constant, car M;; # 0. Or f(0) = 1, donc pour
tout = # 0, f(z) # 1. Cela signifie que M, ¢ SL,(R).

Finalement, pour tout r > 0, il existe M € B(M,r)
tel que M ¢ SL,(R). Cela signifie que A n’est pas in-
térieur & SL,(R). Donc l'intérieur de SL, (R) est bien
vide, comme on ’avait imaginé.



