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1. Les fonctions fn sont impaires, donc il suffit de
mener l’étude sur R+. On voit que fn(0) = 0, donc∑

fn(0) converge. Soit x ∈ R∗
+. Pour tout n ∈ N∗,

|fn(x)| = fn(x) ≪ 1/n2, où
∑

1/n2 converge donc∑
fn(x) converge absolument. Finalement,

∑
fn

converge simplement et absolument sur R.
2. Grâce à la convergence simple, la convergence uni-
forme de la série de fonctions

∑
fn équivaut à celle

de la suite des restes (Rn) vers la fonction nulle. Soit
n ∈ N et x ⩾ 0. Comme on n’ajoute que des termes
positifs,

Rn(x) =
+∞∑

k=n+1
k xe−kx2

⩾ (n + 1)xe−(n+1)x2
.

Alors

Rn

(
1

n + 1

)
⩾ e−1/(n+1) −−−−−→

n→+∞
1 ̸= 0.

Cela signifie que la suite de fonctions (Rn) ne converge
pas uniformément vers la fonction nulle sur R+, donc
la série de fonctions

∑
fn ne converge pas uniformé-

ment sur R+.
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Convergence normale. ∥fn∥R∞ = 1/n donc
∑

fn

ne converge pas normalement sur R.

Convergence simple. Soit x ∈ R fixé. Utili-
sons le critère spécial des séries alternées. Clai-
rement, (−1)n fn(x) ne change pas de signe et
limn→+∞ |fn(x)| = 0. Pour étudier la décroissance de
la suite (|fn(x)|), introduisons g : y 7→ y

y2 + x2 , de

sorte que |fn(x)| = g(n). Pour tout y ⩾ 0,

g′(y) = x2 − y2

(y2 + x2)2 .

Il s’ensuit que g′(y) < 0 pour y > |x| : ainsi, (|fn(x)|)
décroit à partir du rang N = ⌊|x|⌋ + 1. Du coup,∑

fn(x) converge d’après le critère des séries alter-
nées, donc

∑
fn converge simplement sur R.

Convergence uniforme. On voit que le rang à
partir duquel (|fn(x)|) décroit dépend de x, donc à
priori on ne peut pas utiliser le critère spécial des
séries alternées de façon uniforme sur R. Soit un seg-
ment [a, b] ⊂ R et N = ⌊max(|a|, |b|)⌋ + 1. La suite
(|fn(x)|)n⩾N décroit pour tous les x de [a, b] donc on
peut utiliser le critère spécial des séries alternées :
pour n ⩾ N , Rn =

∑+∞
k=n+1 fk est majoré par le

premier terme négligé : |Rn| ⩽ |fn+1| ⩽ 1/n. Ainsi,
la suite (Rn) converge uniformément vers la fonction
nulle sur [a, b], et

∑
fn converge uniformément sur

tout segment de R.
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Pour tout n ∈ N, soit fn : x 7→ e−nx sin(nx).
1. Soit x ∈ R+.

Si x = 0, fn(0) = 0 et
∑

fn(0) converge.
Si x > 0, |fn(x)| ⩽ e−nx, où

∑
e−nx converge,

comme série géométrique de raison e−x ∈ ]0, 1[. Donc∑
fn(x) converge.
Ainsi,

∑
fn converge simplement sur R+ et f est

définie sur R+.
2. Les fonctions fn sont continues sur R+, par opéra-
tions usuelles.

D’après l’étude de la question précédente, écartons-
nous de 0. Soient a > 0, x ∈ [a, +∞[ et n ∈ N :
|fn(x)| ⩽ e−na, où

∑
e−na ne dépend pas de x et

converge car a > 0, donc
∑

fn converge normalement
donc uniformément sur [a, +∞[.

Alors, f est continue sur tout intervalle [a, +∞[
où a > 0, donc elle l’est sur R∗

+.
3. Soit x ∈ R∗

+.

S(x) = Im
( +∞∑

n=0
e(−1+i)nx

)
= Im

(
1

1 − e(−1+i)x

)
= Im

(
1 − e(−1−i)x

(1 − e(−1+i)x)(1 − e(−1−i)x)

)
= Im

(
1 − e(−1−i)x

1 − e−x (eix + e−ix) + e−2x

)
= e−x sin x

1 − 2e−x cos x + e−2x
= sin x

2(ch x − cos x) .

La série géométrique rencontrée converge car
e(−1+i)x /∈ R donc e(−1+i)x ̸= 1.
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1. Les fonctions

fn : t 7→ e−t cos(nt)
( 1

n2 + 1
n4

)
sont continues sur R. Soit un segment [a, b] ⊂ R avec
a < b. Pour tout n ⩾ 1 et tout t ∈ [a, b],

|fn(t)| = e−t | cos(nt)|
( 1

n2 + 1
n4

)
⩽ e−a 2

n2 .

Comme
∑

1/n2 converge, la série
∑

fn converge nor-
malement donc uniformément sur tout segment de R.
Alors la fonction f est définie et continue sur R.
2. En particulier, les fn et f sont continues sur R+ et∑

fn converge simplement sur R+. De plus, pour tout
n ⩾ 1 et tout t ⩾ 0, |fn(t)| ⩽ 2e−t/n2. Or t 7→ e−t

est intégrable sur R+, donc fn aussi. On en tire aussi
que ∫ +∞

0
|fn(t)|dt ⩽

2
n2

∫ +∞

0
e−t dt = 2

n2

donc
∑∫ +∞

0 |fn| converge. Alors la fonction f est
intégrable sur R+ et∫ +∞

0
f(t)dt =

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
fn(t)dt.
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Pour n ⩾ 1,∫ +∞

0
e−t cos(nt)dt = Re

(∫ +∞

0
e−t+int dt

)
= 1

n2 + 1 .

Alors,∫ +∞

0
f(t)dt =

+∞∑
n=1

1
n2 + 1

( 1
n2 + 1

n4

)
=

+∞∑
n=1

1
n4 .
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Les fonctions fn : x 7→ 1/(n + n2x2) sont paires,
menons donc leur étude sur R+.
Définition. Étudions la convergence simple de

∑
fn.

Comme fn(0) = 1/n,
∑

fn(0) diverge. Pour x > 0,
0 ⩽ fn(x) ⩽ 1/(n2 x2) et

∑
1/n2 converge, donc∑

fn(x) converge. Ainsi,
∑

fn converge simplement
sur R∗

+ et f est définie sur R∗
+.

Continuité. Soit un segment [a, b] ⊂ R∗
+. Pour

x ∈ [a, b], 0 ⩽ fn(x) ⩽ fn(a) et
∑

fn(a) converge,
donc

∑
fn converge normalement donc uniformément

sur tout segment de R∗
+. Il s’ensuit que f est continue

sur R∗
+.

Classe C 1. Les fn sont C 1 sur R∗
+. Soit un segment

[a, b] ⊂ R∗
+. Pour tout x ∈ [a, b],

|f ′
n(x)| =

∣∣∣∣ −2n2 x

(n + n2 x2)2

∣∣∣∣ ⩽ 2n2 b

(n + n2 a2)2 ∼
n→+∞

2b

a4 n2

donc
∑

f ′
n converge normalement donc uniformément

sur tout segment de R∗
+. On a vu plus haut que

∑
fn

converge simplement sur R∗
+. Alors, f est de classe

C 1 sur R∗
+ et f ′ =

∑+∞
n=1 f ′

n.
Intégrabilité. Les fn sont continues et positives
sur R∗

+,
∑

fn converge simplement sur R∗
+ et a pour

somme f qui est continue sur R∗
+. De plus, fn est

continue en 0, fn(x) ⩽ 1/(n2 x2) et x 7→ 1/x2 est
intégrable sur [1, +∞[ donc fn est intégrable sur R∗

+.
Enfin,∫ +∞

0

dx

n + n2 x2 =
[

Arctan(
√

nx)
n3/2

]+∞

0
= π

2n3/2 .

Or
∑

1/n3/2 converge, donc
∑∫ +∞

0 |fn| converge.
Alors, f est intégrable sur R∗

+ et∫ +∞

0
f =

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
fn = π

2 ζ
(3

2

)
.
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Existence. Pour tout x ∈ R, l’intégrale converge
car la fonction t 7→ cos(xt)/(et + 1) est continue et
intégrable sur R+ : en effet, pour tout t ⩾ 0,

| cos(xt)|
et + 1 ⩽ e−t.

Calcul formel. Voici un calcul formel. Soit x ∈ R.

f(x) =
∫ +∞

0

cos(xt)
et (1 + e−t) dt

=
∫ +∞

0

cos(xt)
et

+∞∑
n=0

(−1)n e−nt dt

= Re
(∫ +∞

0

+∞∑
n=0

(−1)n eixt−t−nt dt

)

= Re
(+∞∑

n=0
(−1)n

∫ +∞

0
e−t(n+1−ix) dt

)

= Re
( +∞∑

n=1

(−1)n−1

n − ix

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n n

n2 + x2 .

Justification. Et maintenant, justifions le calcul.
Soit x ∈ R fixé. Posons fn : t 7→ (−1)n e−t(n+1−ix). Il
s’agit de prouver que∫

R+

+∞∑
n=0

fn =
+∞∑
n=0

∫
R+

fn.

Mais ∫ +∞

0
|fn| =

∫ +∞

0
e−t(n+1) dt = 1

n + 1 .

Donc
∑∫ +∞

0 |fn| diverge et le théorème auquel on
pense ne s’applique pas.

Changeons de tactique. Pour N ∈ N, notons
SN =

∑N
n=0 fn. Alors les SN sont continues sur R+,

(SN ) converge simplement sur R∗
+ vers

S : t 7→ eixt e−t

1 + e−t

qui est continue sur R∗
+. Enfin, on a la domination

suivante : pour tous t ∈ R∗
+ et N ∈ N, |SN (t)| ⩽ 2e−t,

où t 7→ e−t est continue et intégrable sur R∗
+. Alors,

le théorème de convergence dominée s’applique : S
est intégrable sur R∗

+ (ce que l’on savait déjà), et l’on
peut écrire

lim
N→+∞

∫
R+

SN =
∫
R+

S.

Autrement dit, comme∫
R+

SN =
∫
R+

N∑
n=0

fn =
N∑

n=0

∫
R+

fn,

on obtient ce que l’on voulait :
+∞∑
n=0

∫
R+

fn =
∫
R+

+∞∑
n=0

fn.
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L’idée est de décomposer e−t2 en somme d’une série
et de permuter avec l’intégrale. Pour tout t ∈ [0, 1],

e−t2
=

+∞∑
n=0

(−1)n t2n

n! .

En notant fn : t 7→ (−1)n t2n/n!, ∥fn∥[0,1]
∞ = 1/n!

et
∑

1/n! converge, donc
∑

fn converge normale-
ment donc uniformément sur [0, 1]. Comme les fn
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sont continues sur [0, 1], on peut intégrer terme à
terme : ∫ 1

0
e−t2

dt =
∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−1)n t2n

n! dt

=
+∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0
t2n dt

=
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)n! .

L’intégrale est donc approchée par les sommes par-
tielles Sn de cette série alternée. En vertu du théorème
spécial des séries alternées, le reste est majoré comme
suit : pour n ∈ N,

|Rn| ⩽ 1
(2n + 3)(n + 1)! = Mn.

Comme on veut une valeur approchée à 10−3 près, il
suffit de choisir n tel que ce majorant soit inférieur à
10−3. En calculant les premiers termes, on trouve que

M3 = 1
216 , M4 = 1

1 320 ⩽ 10−3

donc il suffit de prendre n = 4. Ainsi, à 10−3 près,∫ 1

0
e−t2

dt ≈ S4 = 1 − 1
3 + 1

10 − 1
42 + 1

216 ≈ 0,747.

En outre, comme la somme est encadrée par les
sommes partielles d’indices pairs et impairs, cette
approximation est à 10−3 près par excès.
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1. Soit x ∈ R. Considérons la fonction

h : ]0, +∞[ → R, t 7→ tx

et − 1 .

Par opérations usuelles, elle est continue sur ]0, +∞[.
Pour tout t ∈ [1, +∞[, h(t) ≪t→+∞ e−t/2 et

t 7→ e−t/2 est intégrable sur R+, donc h l’est sur
[1, +∞[.

Enfin, pour tout t ∈ ]0, 1], h(t) ∼t→0 1/t1−x. Or,
t 7→ 1/t1−x est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si
1 − x < 1, c’est-à-dire x > 0. Donc h est intégrable
sur ]0, 1] si et seulement si x > 0.

Finalement, f est définie sur R∗
+.

2. Soit x > 0. Voici un calcul formel que l’on jutifiera
ensuite.

Calcul formel.∫ +∞

0

tx

et − 1 dt =
∫ +∞

0

tx e−t

1 − e−t
dt

=
∫ +∞

0
tx

+∞∑
n=1

(e−t)n dt(1)

=
+∞∑
n=1

∫ +∞

0
tx e−nt dt(2)

=
+∞∑
n=1

1
nx+1

∫ +∞

0
ux e−u du(3)

=
+∞∑
n=1

1
nx+1 Γ (x + 1)(4)

= Γ (x + 1)ζ(x + 1).(5)
Justifications. Voici les justifications des égalités
précédentes.
(1) Pour tout t > 0, 0 < e−t < 1 donc la série géomé-
trique

∑
n⩾1 e−nt converge et a pour somme

+∞∑
n=1

e−nt = e−t

1 − e−t
.

(2) Pour tout n ⩾ 1, la fonction fn : t 7→ tx e−nt

est positive et continue sur R+. De plus,
fn(t) ≪t→+∞ e−t/2 et t 7→ e−t/2 est intégrable sur
R+, donc fn l’est aussi. D’après (1),

∑
fn converge

simplement sur I et sa somme est h, qui est conti-
nue sur I. Pour valider la convergence de

∑∫
I

|fn|,
faisons le calcul qui valide (3).
(3) Le changement de variable u = n t est bijectif
et C 1 de I dans I, et comme les fn sont intégrables
sur I, on a∫ +∞

0
fn(t)dt = 1

nx+1

∫ +∞

0
f1(u)du.

Fin du (2). Ainsi,
∫

I
|fn| = C/nx+1, où C ne dé-

pend pas de n. Or x > 0 donc x + 1 > 1 et
∑

1/nx+1

converge. Alors
∑∫

I
|fn| converge, et l’on peut per-

muter : (2) est justifiée.
(4) Comme x + 1 > 0,

Γ (x + 1) =
∫ +∞

0
u(x+1)−1 e−u du.

(5) Par construction, ζ est définie sur ]1, +∞[, donc
ζ(x + 1) a un sens.
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1. ◦ Par opérations usuelles, pour tout n ∈ N∗, un

est de classe C 1 sur [0, 1] et pour tout x ∈ [0, 1],

u′
n(x) = 1

n(1 + x
n ) − 1

n
= − x

n(n + x) .

◦ Soit x ∈ [0, 1]. Quand n augmente,

un(x) = x

n
+ O

(
1
n2

)
− x

n
= O

(
1
n2

)
.

Or
∑

n⩾1 1/n2 converge comme série de Riemann où
2 > 1, donc la série

∑
n⩾1 un(x) converge. Ainsi, la

série de fonctions
∑

n⩾1 un converge simplement sur
[0, 1].
◦ Pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [0, 1],

|u′
n(x)| = x

n(n + x) ⩽
1
n2 .

Or ce majorant ne dépend pas de x et on l’a
dit,

∑
n⩾1 1/n2 converge, donc la série de fonctions∑

n⩾1 u′
n converge normalement donc uniformément

sur [0, 1].
Alors

• S est bien définie et de classe C 1 sur [0, 1]
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• et pour tout x ∈ [0, 1],

S′(x) = −
+∞∑
n=1

x

n(n + x) .

2. D’après le calcul précédent,

S′(1) =
+∞∑
n=1

(
1

n + 1 − 1
n

)
= −1,

où l’on a reconnu une somme télescopique.
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1. Convergence simple. Soit x ∈ R. Si x < 0,
limn→+∞ fn(x) = +∞ et

∑
fn(x) diverge grossière-

ment. Si x = 0, fn(0) = 1/(n + 1) ∼n→+∞ 1/n et∑
fn(0) diverge. Enfin, si x > 0, 0 < fn(x) < e−nx,

où
∑

e−nx converge comme série géométrique de rai-
son e−x ∈ ]0, 1[, donc

∑
fn(x) converge.

Ainsi,
∑

fn converge simplement sur R∗
+.

Convergence uniforme sur [a, +∞[ où a > 0.
On se doute que

∑
fn ne converge pas uniformément

sur R∗
+. On voit que la convergence uniforme sur tout

[a, +∞[ où a > 0 suffit pour la suite de l’exercice.
Soient a > 0, x ∈ [a, +∞[ et n ∈ N.

|Rn(x)| =
+∞∑

k=n+1

e−kx

k + 1 ⩽
+∞∑

k=n+1
e−kx

= e−(n+1)x

1 − e−x
⩽

e−(n+1)a

1 − e−a
.

Ce dernier majorant ne dépend pas de x et tend vers 0
avec n, donc (Rn) converge uniformément sur [a, +∞[
vers la fonction nulle, et

∑
fn converge uniformément

sur [a, +∞[.
Commentaire. On a traité la convergence uniforme
pour répondre à la question, mais la convergence
normale est encore plus simple et suffit pour la suite.
2. Puisque les fn sont toutes continues sur R∗

+ et
que

∑
fn converge uniformément sur tout [a, +∞[ où

a > 0 d’après ce qui précède, la somme f est continue
sur ces intervalles. Comme a > 0 est arbitraire, f est
continue sur R∗

+.
Les fn sont C 1 sur R∗

+ et pour n ∈ N et x > 0,

f ′
n(x) = −ne−nx

n + 1 .

En outre, pour a > 0 et x ∈ [a, +∞[,

|f ′
n(x)| = ne−nx

n + 1 ⩽ e−na.

Or e−na ne dépend pas de x et
∑

e−na converge
comme série géométrique de raison e−a ∈ [0, 1[, donc∑

f ′
n converge normalement donc uniformément sur

[a, +∞[. Il s’ensuit que f est C 1 sur [a, +∞[ et

∀x ⩾ a, f ′(x) = −
+∞∑
n=0

ne−nx

n + 1 .

Comme f est de classe C 1 sur tout [a, +∞[ où a > 0,
elle l’est sur R∗

+.
3. Limite en +∞. On a vu que

∑
fn converge uni-

formément sur [1, +∞[, par exemple. De plus, pour
tout n ∈ N,

lim
x→+∞

fn(x) =
{

0 si n ⩾ 1,

1 si n = 0.

Notons ℓn ces limites. D’après le théorème de la
double limite, la série

∑
ℓn converge et f admet une

limite en +∞ qui vaut

lim
x→+∞

f(x) =
+∞∑
n=0

ℓn = 1.

Limite en 0. On imagine que f tend vers +∞ en 0.
Prouvons-le.

Soit x > 0. Pour tout n ∈ N∗,

f(x) =
+∞∑
k=0

e−kx

k + 1 ⩾
n∑

k=0

e−kx

k + 1 ⩾ e−nx
n∑

k=0

1
k + 1 .

En choisissant xn = 1/n,

f(xn) ⩾ e−1
n∑

k=0

1
k + 1 −−−−−→

n→+∞
+∞.

Comme la suite (xn) décroit vers 0 et que f décroit
sur R∗

+, puisque f ′ ⩽ 0, il s’ensuit que

lim
x→0+

f(x) = +∞.
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