Quinzieme feuille d’exercices

ESPACES PREHILBERTIENS & EUCLIDIENS
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Pour tout entier naturel n > 2,
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Soit E 'espace des suites réelles bornées.

Déterminer inf
(a,b)eR?

1. Montrer que I'on définit un produit scalaire sur £
en posant, pour u = (uy) et v = (vy,),

“+o0

(ulv) = 3- =52

n=0

2. Soit F' le sous-espace des suites nulles a partir d’un
certain rang.

a. Déterminer FL.

b. F' admet-il un supplémentaire orthogonal ?

150

Soient un entier n > 2, £ = 9, (R) euclidien usuel
et A € E. Montrer que 'application

P :E—E, M—AMTA

est un endomorphisme autoadjoint de E.

151 wP

Soit £ = M, (R) euclidien usuel. Trouver le sup-
plémentaire orthogonal de H = Ker Tr. En déduire
d(M,H) pour M € E.

152 ccp

Dans R3 euclidien usuel, donner la matrice dans
la base canonique de la projection orthogonale sur le
plan P d’équation z +y — z = 0.

153 ENSEA

Dans l'espace E = ¢2([0, 1], R), montrer que 1’on
définit un produit scalaire en posant

(fl9) = Jy (F@) g(t) + J'(1)g'(1)) dt.

154 CCP16

Reconnaitre I’endomorphisme de R? dont la ma-
trice dans la base canonique est

1 2 2 -1
A= 3 1 -2 -2
-2 1 -2
155 cs

Considérons R[X] muni du produit scalaire

(P|Q) =/O P(HQ(r)dt

et 'application § définie par 6(P) = P(0).

1. Montrer l'existence d’un unique {2 € R, [X] tel que
pour tout P € R, [X], §(P) = (2| P).
2. Montrer que ce résultat est faux dans R[X].

156 CCP16
Soit A € M, (R). Montrer que

A€ Y (R) <= 3IBecM,(R), A=B'B.

157 WP

Soit @ # 0 un vecteur de E = R? euclidien usuel.

1. Montrer que application f : x — a A (a A x) est
un endomorphisme autoadjoint de FE.

2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

3. En déduire une base orthonormée de E de diago-
nalisation de f.

158

Dans Mi3(R) euclidien usuel, trouver la distance &
I’espace des matrices symétriques de la matrice

1 2 1
M=|-3 -1 4
2 0 1
159 wP

1. Soit M € My(R) telle que M? + 41, = 0 et
MT™M =MMT.Onpose S=M"M.
a. Montrer que S € .7, T (R).
b. Trouver un polynéme annulateur de degré 2 de S.
c. En déduire que 3 M € O(2).

2. Déterminer toutes les matrices de MMy (R) telles
que M2 4+41, =0 et M™M=MMT.
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