Corrigés des exercices de la seizieme feuille
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1. Par opérations usuelles, la fonction f est de classe
%> sur R? . {(0,0)}. En particulier, elle y est conti-
nue. En outre, en posant x = pcosf et y = psiné,
(z,y) tend vers (0,0) si et seulement si p tend vers 0.
De plus,

|f(pcosb, psind)| = plcosfsinf| — 0,
p—0

c’est-a-dire lim ;) 0,0y f(7,y) = f(0,0). Cela signi-
fie que f est continue en (0,0). Finalement, f est
continue sur R2.

2. On a déja vu que f est de classe ¢! sur R2\.{(0,0)}.
Par symétrie des réles joués par x et y, étudions
seulement la dérivabilité par rapport a z. Pour tout

(z,y) # (0,0),
g(x ) = oy
ox Y T @2 yg2)E
Par ailleurs, pour tout h € R,

JO+hO =100 o
h h—0

donc %(0,0) existe et vaut 0. Enfin, en utilisant

encore le changement de coordonnées polaires,
%(p cosf, psin ) = sin® 6.

Et 'on voit que si 'on choisit § = 7, cette dérivée

partielle vaut 1 et ne tend pas vers 0 quand p tend

vers 0. Cela signifie que % n’est pas continue en (0, 0)

donc f n’est pas de classe €' sur R2.
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1. Etudions la continuité a l'aide des coordonnées
polaires :

f(pcos®, psin @) = p(cos® § — sin® f).

On voit que f(z,y) tend vers 0 = f(0,0) quand p
tend vers 0, donc f est continue en (0,0). Bien-siir,
d’apres les théoremes généraux, f est de classe €°
sur R? < {(0,0)}.

2. Etudions l'existence des dérivées partielles en (0, 0).
Par définition,

A e R
8f T f(07 )_f(070)__
c’)y(O’O)_z}% y—0 -t

Ensuite, sur R? . {(0,0)}, les dérivées partielles de f
sont

g(z ) = 2t + 3222 + 2293
ox "’ (22 + y2)2 ’
g(w y):_y4+3$2y2+2x3y
T @+ P

Toujours avec les coordonnées polaires,

g pcosf, psin 6
19)
x

= cos® 0 4 3 cos? Osin® O + 2 cosfsin® 6,

et cette expression n’admet pas de limite quand p
tend vers 0. Ainsi, f n’est pas de classe €' sur R2.
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1. Soit z € R. On a f(z,22) = 222 — 223. Donc
limg 400 f(z,22) = Foo. Ainsi, f n’est pas bornée
et n’a pas d’extrémum global sur R2.

2. f est clairement de classe €2 (et méme de classe

%) sur R%. Comme R? est un ouvert, si (a, b) est un
extrémum de f, c’est un point critique, c’est-a-dire

Of vy =2 0y =

%(a,b) = (a,b) = 0.
Pour tout (z,y) € R,

of

o (@ y) =y +2zy =y,
0
a—g(x,y) =x+2®—2xy.

On voit que %(1,2) =2 +#0, donc (1,2) n’est pas
un extrémum local de f.

En revanche, $£(0,0) = 5£(0,0) = 0 et (0,0) est

un point critique de f. Etudions alors la hessienne
de f en (0,0). Pour tout (z,y) € R?,

e Ly
g2 Y Oz dy wY
Hf(x,y): agf 82f
_ 2y 1+22 -2y
T \1+22 -2y —2x ’
0 1

On voit que Hf(0,0) = 10

propres 1 et —1. Elles sont de signes contraires donc
(0,0) n’est pas un extrémum local de f.

De méme, on voit que (—1,0) est un point critique
de f. Pour varier, plutoét que d’étudier la hessienne

faisons un développement limité de f en (—1,0) a
l'ordre 2. Pour (h, k) € R?,

) a pour valeurs

f(=14h,k) = —hk + k* 4+ o(h* + k?).
Alors, quand h est proche de 0,

f(=14h,2h) = 2h2 + o(h?)
f(=142h,h) = —h% 4+ o(h?)

0,

=
<0.

Donc (—1,0) n’est pas un extrémum local de f.
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Voici deux résolutions completement différentes.

MP

PREMIERE METHODE. Pour n = 1, c’est évidemment
vrai. On suppose donc n > 2. Pour k € [1,n — 1],

posons ur = Ip/Tp+1 €t p, = Hz;ll u. Alors
Zn /21 = 1/py. Soit la fonction
Ry ! — R*
f

n—1
1
= (Ul .., Up_1) +—— Zuk+—.
1 Pn

Il s’agit de prouver que la fonction f admet n comme
minimum global.

L’ensemble de définition de f étant un ouvert, dans
un premier temps on cherche les points critiques de f.
Pour i € [1,n — 1], on a

0 1
f =0 << u=—.
8ui Ui Pn, Pn

Il s’ensuit que les u; sont tous égaux et valent wq,
donc u; = 1/u?"* et u; = 1. Finalement le seul point
critique de f est a = (1,...,1).

Posons H = Hy(a). Pour tout u € (R%)"~! et tout
(i,5) € [1,n — 1]% avec i # j, on a

(u) =0 <= 1—-

0% f 2 o f 1
Tu?(u) - uZ pp et Ou; Ouj - Ui Uj P,
donc
2 (1)
H = .
(1) 2

Ecrivons H = I,,+J ot J la matrice remplie de 1. On
voit que H — I, = J est de rang exactement 1, donc 1
est valeur propre d’ordre n — 1 de H. De plus, comme
la trace est la somme des valeurs propres comptées
avec leur multiplicité, si A est 'autre valeur propre
de Hyona Tr(H)=2n=n—-1+ A, dout A=n+ 1.
Alors Sp(H) C R% et H € .,/ (R), ce qui entraine
que a est un minimum local de f. Comme c’est le
seul extrémum puisque 1’on est sur un ouvert, c’est
donc un minimum global.

Finalement, pour tout u, f(u) > n. On en tire
I'inégalité de ’énoncé.
DEUXIEME METHODE. Posons y; = z;/®;+1 pour
i €[1,n—1] et y, = x,/x1. Alors, le produit des y;
vaut 1 et

T T T
T2 xIs X
Y1+t Yn > 7
n

Cette derniere inégalité dit que la moyenne arithmé-
tique est supérieure a la moyenne géométrique, ce
qui est toujours vrai, et que I'on peut déduire de la
concavité du logarithme. Donc I'inégalité du départ
est vraie.
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Nommons S la surface.
Soit Mo(zo, Yo, 20) € S. Le plan tangent T'Spy, & S
en My a pour équation cartésienne

12x0(z —20) + 290 (y — yo) + 3220 (2 — 20) =0

<~

Y1 Yn-

(ef@) 4

2

2

c’est-a-dire ixo T+ Yy + izo z=1.

L’intersection TSz, N (Ox) est non vide si et seule-
ment si xg # 0. Dans ce cas, T'Sy, N (Ox) = {A},
ou A = (4/x0,0,0). De méme, T'Sp, N (Oy) est non
vide si et seulement si yo # 0 et T'Spr, N (Oy) = { B},
ou B = (0,1/y0,0). Enfin, T'Spz, N (Oz) est non vide
si et seulement si zg # 0 et T'Sp, N (0z) = {C}, ou

C =(0,0,4/z2p).

Alors, OA = OB = OC si et seule-
ment si 4/xg = 1/yo = 4/z, clest-a-dire
xr9g = 4yo = 2zp. En reportant dans 1’équation de
S,ona ileS + ¢+ ilﬁyg =1, soit yo = :I:%. Les
points cherchés sont donc MO(%7 %, %) et son symé-
trique autour de O.
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La courbe C est 'intersection des surfaces
S1 :x2+y2+z2:R2
et Sy :2? +y* = Ru.

Soit My € C. Les plans tangents en My a Sy et a So
sont

TSy :zzo+yyo + 220 = R,
TSy :xxo+Yyyo = %R(l‘ + Zo).

Si My = (R,0,0), les deux plans sont égaux, et le
cours ne permet pas de conclure. Sinon, les deux plans
sont sécants, et le cours s’applique : la tangente a C
en M est 'intersection

CZ—‘C’I\/[0 = T51 N TSQ
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1. Introduisons la fonction f : (z,y,2) = zyz — 1.
Nommons My = (zg, Yo, 20). On voit que le gradient

V f(Mo) = (y0 20, 20 To, To Yo)
n’est pas nul, donc My est un point régulier de S.
Ainsi, le plan tangent Py = TSy, a pour équation
(. —20)Yozo + (Y — Yo) 200 + (2 — 20) To Yo = 0,
ou encore x/xo + y/yo + z/20 = 3.

2. On cherche le projeté orthogonal H(z,y, z) de O
sur Py : H € Py donc

x/xo+y/yo + z/70 = 3.
Le vecteur N = (1/z¢,1/y0,1/2) est normal & P, :
il existe A € R tel que OH = AN donc
I:)‘/I(), y:A/y()a Z:)‘/ZO

En reportant dans ’équation de Py,

1 1 1
Al +—=+=)=3

o Yo <0
Alors, le point H s’écrit

3 (1 1 1)
%+%+% o Yo 20/

Yo z

H =



